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Resumo

Aplicando a teoria de grafos a analise classificatéria, é proposto um método de clas-
sificacao nao hierarquica validado por um indice de classificabilidade. O método
pode ser aplicado a conjuntos de dados com atributos numéricos e categoricos, nao
requerendo qualquer pressuposto sobre a distribuicao dos dados. O método de particao
é baseado na coloracao de grafos e usa um algoritmo sequencial estendido; o nimero
e a composicao das classes que melhor representam a estrutura existente no conjunto
de dados, sao aqueles que optimizam o valor do indice de classificabilidade. A ideia
chave deste indice é a de que existem k classes compactas e bem separadas, se for
possivel definir um grafo k-partite completo nos dados, apés a classificacao. O indice
de classificabilidade também permite identificar conjuntos de dados sem uma estrutura

em classes.

E ainda proposto um indice de avaliacao da qualidade de uma particao e alguns
indices da avaliacao da densidade e do isolamento de classes, que permitem seleccionar
a melhor particao de entre as obtidas pelo método de classificagdo. Os atributos (ou
variaveis) podem ser ainda considerados de modo diferenciado, obtendo-se parti¢oes
em sub-espacos, permitindo que cada atributo ou bloco de atributos, tenha um contrib-
uto individual para a identificacao de parti¢cdes no conjunto de dados, tendo como base
teodrica os multigrafos. Neste contexto, sao obtidas partigoes ¢-projectadas resultantes
de projecgoes dos multigrafos em grafos simples, ou particoes de consenso obtidas a
partir das particoes associadas a cada um dos blocos de atributos. As distribuicoes
tedricas dos indices apresentados sao desenvolvidas usando modelos no contexto de

grafos aleatérios.

A metodologia apresentada foi aplicada a conjuntos de dados reais e artificiais, com-
parando os resultados com os obtidos por outros métodos de classificacao, constatando-
se a eficiencia do método, em particular, na deteccao de classes de forma nao esférica

e sendo robusto no que diz respeito a presenca de pontos isolados.
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Abstract

Applying graph theory to clustering, we propose a partitional clustering method and
a clustering tendency index, which may be applied to data sets with numerical and
categorical values. No initial assumptions about the data set are requested by the
method. The partitional algorithm is based on graph coloring and uses an extended
greedy algorithm. The number of clusters and the partition that best fits the data set
are selected according to the optimal clustering tendency index value. The key idea
of this index is that there are k well-separated and compact clusters, if a complete k-
partite graph can be defined in the data set, after clustering. The clustering tendency

index can also identify data sets with no clustering structure.

We propose a partition quality evaluation index and some evaluation indices of clusters’
density and isolation, which select the best partitions between the candidates resulting
from the clustering method. The attributes (or variables) can be considered in a
distinguishable way, obtaining partitions on sub-spaces, allowing each attribute or set
of attributs, to have a individual role in the identification of clusters. This approach
has the multigraphs as theoretical platform. In this context, we can obtain p-projected
partitions resulting from projections of multigraphs on simple graphs, or consensus

partitions obtained from the partitions associated to each set of attributes.

We have applied our methodology on simulated and real data sets, so as to evaluate
its performance, comparing it with other clustering methods. This study has showed
that the method is efficient, in particular for detecting non spherical clusters and is

robust as concerns outliers.
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Résumé

Appliquant la théorie des graphes a la classification automatique, nous proposons une
méthode de classification non hiérarchique, validée par un critere de classification. La
méthode peut étre appliquée a des ensembles de données décrites par des attributs
numériques et catégoriques, et ne requiert pas d’hypothese sur la distribution des
données. La méthode de partitionnement est basée sur la coloration de graphes
et utilise un algorithme séquentiel étendu; le nombre et la composition de classes
déterminées sont ceux qui optimisent le critere de classification. Le principe du critere
consiste a considérer qu’il existent k classes compactes et bien séparées, s’il est possible
de définir un graphe k-partite complet sur les données, apres la classification. Cette

critere permet également d’identifier un ensemble de données sans structure en classes.

Nous proposons également un critere d’évaluation de la qualité de partitions et un
couple de criteres d’évaluation de la séparation et de la compacité des classes, qui
permettent de choisir la meilleure partition parmi celles obtenues par la méthode
de classification. Les attributs (ou variables) peuvent aussi étre pris en compte
séparément, permettant d’obtenir des classifications dans des sous-espaces, ou chaque
attribut ou bloc d’attributs, peut avoir un role individuel dans 'identification des
classes. La plate-forme théorique de cette approche sont les multi-graphes. Dans ce
contexte, nous pouvons obtenir des partitions (p-projetées résultant de la projection
des multi-graphes en graphes simples, ou des partitions consensus obtenues a partir
des partitions en sous-espaces associés a chaque bloc d’attributs. Les distributions

théoriques des criteres sont déterminées en utilisant des modeles de graphes aléatoires.

La méthodologie a été appliquée a des données réelles et artificielles, comparant les
résultats avec les obtenus par d’autres méthodes de classification. On a pu constater
Pefficacité de la méthode proposé, en particulier, dans la détection de classes de forme
non sphérique; d’autre part, la méthode s’est montrée robuste en présence d’éléments

isolés.
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Capitulo 1
Introducao

A analise classificatéria é um ramo da andlise de dados usado em muitos campos,
tais como reconhecimento de padroes (aprendizagem nao supervisionada), ciéncias
biol6gicas e ecolégicas (taxonomia numérica), ciéncias sociais (tipologia), teoria de
grafos (graph partitioning), psicologia, etc. O principal objectivo da andlise classi-
ficatoria é formar subconjuntos, grupos ou estruturas, identificando classes que re-
flectem a organizacao de um conjunto de dados. As classes identificadas deverao
obedecer a critérios de homogeneidade e de separacao, traduzindo-se num maior grau
de semelhanca entre elementos da mesma classe, do que entre elementos de classes
diferentes. A semelhanca entre elementos depende da medida escolhida que condiciona
a identificacao das classes. Assim, o resultado de uma analise classificatéria permite
sumariar as relagoes entre um conjunto de elementos, representando-os por um menor

nimero de classes de elementos [90].

O coracao da analise classificatéria é a seleccao do método de classificacao. O método a
seleccionar devera estar de acordo com o tipo de estrutura que se espera estar presente
no conjunto de dados. Esta decisao é importante porque métodos de classificacao difer-
entes, aplicados ao mesmo conjunto de dados, podem originar diferentes classificagoes.
A maior parte dos métodos de classificacao sao de um dos seguintes tipos: particdo
([154], [91] e [216]), hierdrquicos ([135], [20], [91], [216] e [138]) e fuzzy ([55], [91],
[216] e [166]). Novos métodos de classificacao surgem frequentemente na literatura,
reflectindo preocupacoes sobre aspectos nao abordados na literatura classica. Alguns
aspectos focados sdo: um elevado nimero de elementos no conjunto de dados [228], a
identificagao de classes de formas arbitréarias [57], a presenga de pontos isolados [57]

a complexidade dos atributos que caracterizam os elementos do conjunto de dados
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([100], [80] e [22]).

Os métodos de particao tém como objectivo decompor directamente o conjunto de
dados num conjunto de classes disjuntas, obtendo-se uma particao que optimiza, pelo
menos localmente, uma funcao de controlo. O algoritmo de particao mais conhecido
é o k-médias de MacQueen [154] que pretende minimizar a soma dos quadrados das
distancias euclideanas de cada elemento ao centro da classe a qual pertence. Existem
na literatura alguns trabalhos que tém como objectivo superar os inconveniente deste
algoritmo nomeadamente, ter o nimero de classes como parametro de entrada ([190]
e [185]), ser dependente da ordem de entrada dos dados [61] e ndo suportar atributos
categéricos ([110] e [42]). Também tem sido superada a sua capacidade de lidar com
um elevado nimero de elementos ([4],[185] e [125]). Em [188] é apresentada uma
abordagem conceptual do algoritmo que incorpora descricoes das classes obtidas de

modo mais compreensivel para os utilizadores.

Ainda no contexto dos algoritmos de particao, tém surgido na literatura alguns trabal-
hos nos quais os algoritmos sao baseados em teoria de grafos ([226], [115], [105], [51] e
[97]). De entre eles destaque-se o método de Hansen & Delattre [105] que é baseado na
coloragao de grafos e obtém classes de diametro (dissemelhanga maxima entre pares
de elementos da mesma classe) minimo. Outros métodos pretendem em simultaneo
a identificacdo de parti¢oes de didametro minimo e de split (dissemelhanca minima
entre elementos de classes diferentes) maximo [51]. Os algoritmos desenvolvidos no
contexto de graph partitioning ([128] e [40]) pretendem dividir o conjunto dos vértices
de um grafo num dado niimero de subconjuntos disjuntos, com um nimero de vértices
em cada subconjunto aproximadamente igual; enquanto o niimero de arcos que unem
vértices de conjuntos diferentes seja minimo. Com o mesmo objectivo, os métodos
espectrais ([53], [211], [124] e [176]) relacionam boas ”"parti¢coes” de um grafo aos

valores e vectores proprios de certas matrizes derivadas do grafo.

Dada a diversidade de areas onde se aplica a andlise classificatoria, existem algoritmos
mais vocacionados para um determinado tipo de dados do que outros, nao havendo,
no entanto, nenhum algoritmo que seja melhor do que todos os outros quaisquer que
sejam os elementos a analisar. Basicamente, a andlise classificatéoria é um processo
nao supervisionado, nao se prevendo a existéncia de qualquer conhecimento prévio da
estrutura existente no conjunto de dados. Quase todos os algoritmos de classificagao

sao fortemente dependentes das caracteristicas do conjunto de dados, assim como dos
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diferentes valores dos seus parametros de entrada. Assim, uma classificacao obtida por
algum algoritmo de classificagao é localmente a melhor possivel para os valores dos
parametros de entrada atribuidos, mas pode nao ser localmente a melhor classificacao
para o conjunto de dados em estudo. Outra questao particularmente preocupante é
o facto de qualquer algoritmo de classificacao produzir uma classificacao no conjunto
de dados, mesmo que este seja constituido por dados sem qualquer estrutura em
classes. De facto, um qualquer critério de classificacao impoe implicitamente um
modelo nos dados de tal modo que quanto melhor se ajustarem a esse modelo, melhor
¢é o desempenho do algoritmo que usa esse critério. Outro facto importante é que as
classificacoes do mesmo conjunto de dados, obtidas usando critérios de classificagao
diferentes, podem diferir sobremaneira umas das outras. Pelo exposto, conclui-se
que os algoritmos de classificacao podem originar ”falsas” classificagoes, sendo assim

essencial que o resultado desses algoritmos seja sujeito a um processo de validagao.

A validacao em analise classificatoria pode ser executada a trés niveis. Primeiro deve-
se verificar a existéncia de uma estrutura em classes no conjunto de dados. Se de
facto existir tal estrutura, aplica-se um algoritmo de classificagao, se nao existir, a
aplicacao do algoritmo de classificacao origina uma classificacao que nao reflecte a
estrutura existente no conjunto de dados. O problema de verificar a existéncia ou
nao de uma estrutura em classes no conjunto de dados designa-se por tendéncia de
classificag¢ao [216]. No procedimento de classificagao segue-se a escolha de um ”bom”
algoritmo de classificagao. Por exemplo, John W. Van Ness and Llyd Fisher ([65],
[64] e [172]) desenvolveram um formalismo denominado condi¢des de admissibilidade,
e que consiste em onze critérios para avaliar algoritmos de classificacao. A partir de
alguma informacao sobre os dados, o método indica quais os critérios de classificacao
que podem ser relevantes para a analise de um conjunto de dados em particular.
Finalmente, devera proceder-se a avalia¢ao quantitativa do resultado do algoritmo de
classificacao escolhido. Assim, de acordo com o tipo de classificacdo usado, podemos
validar partigoes (por exemplo [49], [113], [18], [183], [98] e [95]), partigoes fuzzy ([182],
[223] e [222]), hierarquias ([216] e [91]) ou classes ([89], [168] e [91]).

Recorrendo a alguns conceitos da teoria de grafos, a presente dissertacao tenta dar
resposta a alguns problemas importantes em analise classificatoria, destacando-se,
pela sua importancia, a determinacao do ntimero de classes do conjunto de dados, a
identificacao de conjuntos de dados sem uma estrutura em classes e a avaliacao da

qualidade dos resultados de uma classificagao. Como ja foi referido, estes problemas



32 Capitulo 1

tem tido cada vez mais atencao por parte dos investigadores, nao se chegando, ainda,
a resultados consensuais na comunidade cientifica. Este trabalho pretende contribuir
para a procura de metodologias eficazes, no contexto dos problemas referidos. Grande
parte dos trabalhos realizados com o objectivo de produzir algoritmos que sejam
robustos perante pontos isolados e quanto a deteccao de classes de formas nao esféricas,
dependem de alguns parametros de entrada. Pretende-se ainda que o método proposto
nesta dissertacao responda também a estes dois requisitos, nao requerendo qualquer

pressuposto sobre os dados.

A dissertacao estd organizada do seguinte modo.

O Capitulo 2 comeca por referir alguns métodos de classificagao classicos, seguidos
de alguns algoritmos mais recentes que pretendem colmatar algumas lacunas apresen-
tadas pelos algoritmos clédssicos. O capitulo segue com algumas generalidadas sobre
validagao em analise classificatoria, concluindo com a referéncia a algumas medidas

de comparacao entre particoes baseadas em pares de elementos concordantes.

O Capitulo 3 comeca por referir alguns indices de validacao existentes na literatura
que tém como tarefa principal identificar o nimero de classes existente no conjunto de
dados. O capitulo segue com a apresentacao de um indice de validagao denominado
LCS ([141], [142] e [205]) e que associado ao algoritmo de classificacao k-prototype
[111], pretende identificar o niimero e a composicao das classes existentes no conjunto
de dados. O capitulo termina com a comparacao do indice LCS com alguns indices

referidos na seccao anterior, quando aplicados a um conjunto de dados mistos.

O Capitulo 4 comeca com uma breve descricao de alguns conceitos da teoria de
grafos, necessarios para uma boa compreensao do trabalho apresentado ao longo da
dissertacao. O capitulo segue com a descricao do método proposto, que consiste
num algoritmo de particao baseado na coloragao de grafos, validado por um indice
de classificabilidade desenvolvido usando conceitos de grafos k-partite completos. A
eficicia e a estabilidade do método sao constatados em alguns conjuntos de dados
artificiais. Finalmente, a complexidade de execucao do método ¢é avaliada, analisando

o tempo de execucao médio e o tempo de execugao no pior caso.

Usando ainda conceitos de teoria de grafos, no Capitulo 5 é proposto um indice de
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avaliacao da qualidade de uma particao e alguns indices da avaliacao da densidade
e do isolamento de classes, que permitem seleccionar a melhor particao de entre as
obtidas pelo método de classificagao. Os indices sao aplicados a conjuntos de dados
artificiais de atributos (ou varidveis) numéricos e mistos, e comparados com alguns
indices existentes na literatura. Um dos indices de isolamento apresentados é usado
na definicao de uma medida de dissemelhanga entre classes, que permite definir grafos
ponderados a usar numa abordagem hierarquica do método. Sao apresentados alguns

exemplos que constatam a eficiéncia desta nova abordagem.

No Capitulo 6, os atributos (ou variaveis) que caracterizam os dados vao ser con-
siderados de modo diferenciado, quer quanto ao tipo, quer quanto ao modo como
cada atributo participa no processo de classificacao. A diferenciacao dos atributos
tem como suporte tedrico os multigrafos. Com esta abordagem obtém-se partigoes
em sub-espacos, a partir das quais se obtém particoes p-projectadas resultantes de
projeccoes dos multigrafos em grafos simples, ou particoes consenso obtidas a partir
das partigoes associadas a cada um dos blocos de atributos. Estas novas abordagens

serao testadas em alguns conjuntos de dados reais.

A avaliagao do valor de uma medida de validacao de uma estrutura em classes, exige
uma comparacao com o valor do indice obtido sob um modelo nulo de auséncia de
estrutura. O uso de grafos como base tedrica de suporte ao desenvolvimento dos
indices definidos nos capitulos anteriores, facilita o estudo estatistico dos mesmos,
permitindo a definicao das suas distribui¢oes sob modelos definidos no contexto da
teoria de grafos aleatérios. Assim, no Capitulo 7 sao aplicados modelos da teoria de
grafos aleatoérios para definir as distribuigoes tedricas dos indices nao normalizados e

quando aplicados a particoes nao ajustadas.

No Capitulo 8, avalia-se o desempenho dos métodos propostos, quando aplicados a
conjuntos de dados reais e artificiais, comparando-os com outros métodos de classi-

ficacao.

Finalmente a dissertagao é concluida, retomando as contribuigoes principais do pre-

sente trabalho e apontando vias para futuros desenvolvimentos.
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Capitulo 2

Métodos e Validacao em Analise

Classificatoria

A produgao cientifica efectuada nos ultimos anos no contexto da analise classificatoria,
reflecte uma grande preocupagao em analisar conjuntos de dados cada vez mais com-
plexos, quanto ao nimero de elementos a classificar, ao tipo de atributos (ou varidveis),
ao formato das classes ou a presenca de pontos isolados. A eficiéncia dos algoritmos,
isto é, a capacidade de obter resultados com o menor dispéndio de recursos fisicos e
de tempo, é frequentemente provada para conjuntos de dados pesados, quer a nivel do
nimero de elementos, quer a nivel do tipo de atributos. No entanto, nem sempre
a eficacia dos algoritmos, ou seja, a seguranca de se obter um bom resultado, é
também alvo de estudo por parte dos investigadores. Verificando-se que qualquer
algoritmo aplicado a qualquer conjunto de dados produz uma classificacao, mesmo
que os elementos nao estejam organizados em classes, ¢ de extrema importancia que

o resultado obtido seja alvo de algum tipo de validacao.

2.1 Métodos de Classificacao

A maior parte dos métodos de classificacao sao de um dos seguintes tipos: particdo
([154], [91] e [216]), hierdrquicos ([135], [20], [91], [216] e [138]) e fuzzy ([55], [91],
[216] e [166]). Os métodos de particao tém como objectivo decompor directamente o
conjunto de dados num conjunto de classes disjuntas, obtendo-se uma particao que
optimiza uma funcao de controlo. Os métodos hierarquicos criam uma decomposi¢cao

hierarquica do conjunto de dados, construindo uma estrutura encaixada na qual as

35
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classes ou sao disjuntas, ou estao contidas umas nas outras. Os algoritmos fuzzy
permitem que os elementos pertencam a mais do que uma classe, associando a cada

atribuicao um determinado peso.

Nesta seccao serao referidos alguns algoritmos classicos de cada um dos tipos de
métodos de classificacao, assim como outros emergentes na literatura mais recente,

que tentam colmatar algumas lacunas apresentadas pelos algoritmos classicos.

2.1.1 Métodos de Particao

Os métodos nao hierarquicos ou de particao, tém como objectivo a obtencao de
partigoes sobre o conjunto a classificar. De acordo com o modo de funcionamento,

estes métodos distinguem-se entre métodos centroides e métodos de transferéncias.

2.1.1.1 Métodos de Particao Classicos

Em geral, os métodos de partigao centréides aplicados a um conjunto €2 de n elementos,
partem de um subconjunto de k pontos, considerados os centros das classes ou pélos
de agregacao, que permitem iniciar o processo de afectagao (sendo, em geral, k um
parametro de entrada do algoritmo). O método é iterado, recalculando-se os centros
em cada etapa; os elementos do conjunto a classificar vao sendo reafectados em funcao
da sua dissemelhanca aos centros. O critério de paragem é a nao modificagao da

particao em duas etapas sucessivas.

Dois dos métodos centréides mais conhecidos sdo os métodos de Forgy [68] e o das k-
médias de MacQueen [154]. O método de Forgy considera como centros das classes os
centros de gravidade das classes que se mantém constantes ao longo de cada iteracao.

O método consiste fundamentalmente nos seguintes passos:

1. Seleccao de k elementos do conjunto €2, sendo estes os centros iniciais das k

classes;

2. Afectacao dos restantes elementos as classes de cujos centros sao mais semel-

hantes;

3. Determinacao dos centros de gravidade das classes, sendo os novos centros das

classes (ja nao s@o elementos de );
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4. Repeticao dos passos (2) e (3) até que em duas iteragoes sucessivas se obtenha

a mesma particao.

O método das k-médias de MacQueen considera como centro de cada classe o seu
centro de gravidade, que é recalculado apds cada afectacao de um elemento a uma
classe. A diferenca fundamental entre estes dois métodos, consiste no facto de que
no método de MacQueen os centros das classes sao sistematicamente actualizados,
enquanto que para o método de Forgy os centros mantém-se constantes ao longo de

cada iteracao. Assim, o método de MacQueen consiste nos seguintes passos:

1. Seleccao de k elementos do conjunto €2, sendo estes os centros iniciais das k

classes;
2. Para cada um dos n — k restantes elementos:

(a) Afectacao do elemento a classe de cujo centro é mais semelhante;

(b) Actualizagdo do centro de gravidade da classe;

3. Apés a classificacao de todos os elementos, o método pode prosseguir seguindo
um processo de trocas de elementos entre classes, recalculando, apds cada trans-

feréncia, o centro da classe origem e da classe destino.

Tal como para o método anterior, o critério de paragem é a nao modificacao da particao

em duas etapas sucessivas.

A medida de dissemelhanca utilizada para os dois métodos é, em geral, a distancia

euclideana.

Os métodos centrdides pressupoem conhecido a prior: o nuimero de classes k, do
conjunto de dados. No entanto, no caso do método das k-médias, MacQueen propos
uma variante do método em que ha um aumento ou diminuicao do ntimero de classes
k ao longo do processo, guiado pelas caracteristicas dos dados. O processo depende
da fixacao de dois parametros: o parametro de refinamento R e o parametro de fusao
C, que sao usados para ajustar o nimero de classes. O processo de afectacao de um

elemento a uma classe é condicionado pelos parametros R e C' do seguinte modo:

1. Processo de Refinamento: Se a dissemelhanca de um elemento ao centro mais
semelhante for superior ao parametro R, o elemento nao é afectado e é tomado

como centro de uma nova classe, aumentando-se deste modo o niimero de classes

k;
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2. Processo de Fusao: Para a particao obtida em cada etapa, determina-se o par
de centros mais semelhantes, se a dissemelhanca entre os centros for inferior
ao parametro C', as respectivas classes sao reunidas e o centro calculado. Este
procedimento é repetido até que todos os centros distem entre si de pelo menos C'.

Assim, em cada etapa o numero de classes k pode ser, eventualmente, diminuido.

Existem varios métodos para escolher os primeiros k centros ou representantes das

classes.

A opc¢ao mais simples consiste em tomar para centros iniciais os k primeiros elementos
do conjunto, sendo esta a escolha classica para o método das k-médias de MacQueen.

Outra opcao consiste em numerar os individuos do conjunto de 1 a n e tomar os de

n 2n (k—=1)n
ordem T ko &

compensar a eventual tendéncia de agregacao dos elementos segundo a ordem de

e n. Este método é tao simples como o primeiro, tentando

observagao, uma vez que esta ordenacao pode influenciar de modo significativo o

resultado final.

O algoritmo de Forgy, propoe que os elementos do conjunto sejam repartidos em k
classes disjuntas, sendo os centros de gravidade destas classes os k polos procurados.

Trata-se, neste caso, de pontos artificiais (e nao elementos do conjunto).

Uma op¢ao mais eficiente mas mais dispendiosa é proposta em [136], e consiste numa
prévia classificacao ascendente hierarquica sobre um subconjunto do conjunto de da-
dos. Os nucleos a tomar sao os centros de gravidade das classes da particao em k

classes fornecida pelo método hierarquico.

Em [180] é proposto um novo método para seleccionar os primeiros k centros: o método
wise-choice. Este método considera como centros iniciais, elementos do conjunto de
dados bem separados, centrados em vizinhancas densas. Para cada x € €, a L-
vizinhang¢a de z, é o conjunto V' (z) dos L elementos de (2 mais préximos de z, ou seja,
sao os elementos y que correspondem aos L maiores valores da funcao semelhanca
s(z,y) para y € Q. O primeiro centro ¢; é o elemento a que corresponde a vizinhanga

mais densa, ou seja, é o elemento x que obedece a condicao:

mazieqy >, s(z,y) (2.1)
yeV(z)
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Cada um dos restantes centros, ¢;,7 = 2,...,k, serd o elemento x, de entre os ainda

nao seleccionados como centros, que maximiza a condigao:

Yyeviz) S(T,Y)
s(x, ¢j)

MAN{1<j<i—1} (2.2)

onde C' ¢ o conjunto de centros ja seleccionados.

Finalmente, se existir alguma informacgao a priori sobre as classes, pode optar-se por

ser o utilizador a escolher os centros iniciais.

O representante de cada classe podera ser um elemento artificial dado pelo centro de
gravidade (algoritmos Forgy e k-médias de MacQueen), por um elemento central do
conjunto de dados, usando o elemento mais central da classe (Partitioning Around
Medoids, PAM [131] e [58]), ou o vector de modas dos atributos [42]. No entanto,
os representantes das classes podem ser mais complexos. Por exemplo, no método
das nuvens dinamicas [52], é definida uma representagdo simbdlica de cada classe,
chamada nicleo e que poderd ser um ponto, um conjunto de pontos, uma funcao, etc.
Este método consiste em, a partir de uma configuracao inicial de nicleos, construir
uma particao por afectacao dos elementos, e, a partir da particao obtida, estabelecer
uma nova representagao por um conjunto de nucleos, que permitirao, por sua vez,
gerar uma nova particdo. Assim, o processo consiste na aplicacao de uma etapa de
representacao seguida de uma etapa de afectacao de modo iterativo até a convergéncia.
Sob certas condigoes nas fungoes que permitem afectar os elementos as classes e
calcular os nucleos, este método faz decrescer um critério W que mede a adequacao
entre as classes e os respectivos niucleos. Seja Cy o conjunto das partigoes de €2 em k

classes, C = {C}, ...,Cy}, e IN; o conjuntos dos k-uplos IN de nicleos admissiveis. O
k

critério a minimizar consiste em: W (N, C) = Y D(N;, C;), onde D é uma medida de
=1

dissemelhanca que avalia o ajuste do nicleo N; & classe C;.

Os métodos de transferéncias partem de uma particao inicial prosseguindo de modo
iterativo, transferindo elementos entre classes sempre que o critério adoptado de
melhoria de particao é verificado. O processo termina quando nenhuma transferéncia
conduz a uma melhoria do critério. A particao obtida corresponde, no caso geral,
apenas a um 6ptimo local. O critério a melhorar em cada iteragao pode ser, por

exemplo, a soma dos residuos, isto é, a soma dos quadrados dos desvios dos elementos
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aos centros das respectivas classes (método de Beale [15] e [179]). Pode ainda optar-se
por um critério mais sofisticado resultado da soma das compacidades das classes de
uma particao central relativamente a uma familia de parti¢oes induzidas pelas variaveis

descritoras (método das particoes centrais de Régnier [191]).

Em geral, os métodos de particao convergem para um éptimo local, atingido quando
em duas iteragoes sucessivas se obtém a mesma particao. No caso do método das
nivens dindmicas, variante dos centros de gravidade (método de Forgy), em cada
iteragao, o valor da inércia intraclasse diminui, tendo entao o método tendéncia a

procurar classes circulares, de volumes iguais e de baixa inércia.

Refira-se ainda um método de particao classico, que aplicado a conjuntos de dados
com uma Unica variavel quantitativa ou qualitativa ordinal, encontra uma particao
6ptima global em k classes: O algoritmo de Fisher [66]. O algoritmo consiste em
calcular por recorréncia uma sucessao de particoes éptimas, das quais é extraida a

particao optima em k classes.

Em geral, os algoritmos de particao sao de ordem linear, possibilitando a sua aplicacao
a conjuntos de dados com elevado ntimero de elementos. No entanto, dependem da
ordem de entrada dos dados, sao em geral incapazes de lidar com pontos isolados e de
identificar classes de forma nao convexa e finalmente, requerem alguns pressupostos

iniciais, usualmente o nimero de classes que se julgue existir no conjunto de dados.

Face aos inconvenientes inerentes a este tipo de algoritmos, tém surgido na literatura
alguns métodos que pretendem minimizar alguns dos problemas apresentados pelos
algoritmos de partigao classicos.

2.1.1.2 Meétodos de Particao baseados no Método das k-médias

O algoritmo de partigdo mais conhecido é o k-médias de MacQueen [154] que pretende
minimizar a soma dos quadrados das distancias euclideanas de cada elemento ao centro
da classe a qual pertence. Existem na literatura alguns trabalhos que tém como
objectivo superar os inconvenientes deste algoritmo nomeadamente, ter o nimero de
classes como parametro de entrada ([190] e [185]), ser dependente da ordem de entrada

dos dados [61] e nao suportar atributos categéricos ([110] e [42]). Também tem sido
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superada a sua capacidade de lidar com um elevado ntimero de elementos ([4],[185] e
[125]). Em [188] é apresentada uma abordagem conceptual do algoritmo que incorpora

descricoes das classes obtidas de modo mais compreensiveis para os utilizadores.

O algoritmo evidence accumulation clustering ([75] e [76]) é um algoritmo de parti¢ao
e pretende que a sua execucao seja independente dos pressupostos iniciais, nomeada-
mente do numero de classes, e que a sua eficicia nao se limite na identificacao
classes de forma esférica. O algoritmo consiste na procura de classes consistentes
de entre um conjunto de particdes do conjunto de dados. A abordagem utilizada
engloba a atribuicao de associacoes entre pares de elementos, dadas pelo nimero
de vezes que eles ocorrem na mesma classe nas diversas particoes do conjunto de
dados, obtidas por execugoes independentes do algoritmo das k-médias para diferentes
inicializacoes aleatérias. A matriz de ocorréncias construida pelas associagoes entre
pares de elementos representa uma nova medida de semelhanga, e serve de suporte
para a identificacao de classes consistentes usando um algoritmo baseado numa arvore

de comprimento minimo (minimum spanning tree).

O algoritmo Clustering Large Applications based on Randomized Search (CLARANS)
[177] é do tipo k-medoids e tem como objectivo lidar de modo mais eficiente com
pontos isolados, ser independente da ordem de entrada dos dados e analisar conjuntos
com um elevado ntimero de elementos. Inicialmente, este algoritmo escolhe de modo
arbitrario um conjunto de k£ elementos, como representantes das k classes pretendidas.
Apbs a atribuicao de todos os elementos as classes de cujos representantes (medoids)
sao mais semelhantes, os representantes de cada classe sao substituidos por outros
elementos da classe, de entre um subconjunto de elementos escolhidos aleatoriamente,
se essa substituicao resultar numa melhoria da qualidade da classificacao. Esta medida
da qualidade da particao é baseada na dissemelhanca média entre cada elemento e o

medoid da classe a qual pertence.

Em [165] é apresentada uma nova versdo do algoritmo das k-médias, na qual sao
associados pesos aos atributos, dependentes da classe a qual o elemento pertence, de

modo a reduzir ou transformar o espaco de atributos.
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2.1.1.3 Meétodos de Particao baseados em Densidade

Os algoritmos deste tipo formam classes, procurando vizinhangas de cada elemento,
que obedegam a certos requisitos iniciais. Em geral, estes algoritmos detectam classes
de forma arbitraria e sao eficientes em conjuntos de dados com um elevado ntimero de

elementos.

O algoritmo de classificacao Density Based Spatial Clustering of Applications with
Noise (DBSCAN) [57] pretende identificar classes de forma arbitréria, ser robusto
relativamente a pontos isolados e apresentar um bom desempenho em conjuntos de
dados com um elevado niimero de elementos. A estratégia seguida consiste em detectar
zonas densas (classes), agrupando elementos vizinhos na mesma classe de acordo com
critérios especificos, os quais exigem que a uma vizinhanca de cada elemento com
um determinado raio, deverao pertencer um nimero minimo de elementos da mesma
classe. A execucao do algoritmo é condicionada por alguns parametros de entrada.
O algoritmo IncrementalDBSCAN [56] usa o DBSCAN como base para efectuar a
classificacao, fazendo as alteragdes convenientes para uma aplicacao incremental, tendo
em conta a sua aplicacao a conjuntos de grandes quantidades de dados actualizados
frequentemente. A abordagem incremental permite que as actualizagoes sejam feitas

somente nas classes onde os elementos sao inseridos ou de onde sao retirados.

O algoritmo Distributed Based Clustering of Large Spatial Databases (DBCLASD)
[224] determina de modo dinamico o nimero e a forma das classes, sem requerer
qualquer parametro de entrada e é eficiente para conjuntos de dados com um elevado
nimero de elementos. Este algoritmo baseia-se no pressuposto de que os elementos no
interior de uma classe sao uniformemente distribuidos, e realiza uma analise da dis-
tribuicao de probabilidade da funcao distancia ao vizinho mais préximo dos elementos
de cada classe. O algoritmo DBCLASD ¢é um algoritmo incremental, no sentido em
que a atribuicao de um elemento a uma classe é baseada nos elementos processados
até ao momento, sem considerar todos os elementos do conjunto de dados ou mesmo
todos os elementos da classe respectiva. O algoritmo aumenta de modo incremental
uma classe inicial com os seus elementos vizinhos, até que o conjunto de distancias
dos elementos aos vizinhos mais préximos da classe resultante, deixe de obedecer a

funcao distribuicao esperada.
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2.1.1.4 Métodos de Particao para Atributos Mistos

Todos os algoritmos descritos até ao momento lidam sé com atributos numéricos. A
complexidade dos atributos de conjuntos de dados mais sofisticados, requerem algo-
ritmos de classificacao que suportem outro tipo de atributos, nomeadamente aqueles
que nao obedecem a uma ordenagao numérica. Numa primeira abordagem refira-se o
trabalho descrito em [188] no qual os atributos categdricos sdo convertidos em atributos
bindrios (usando 1 para representar uma categoria presente e 0 para representar uma
categoria ausente), e tratados como atributos numéricos no algoritmo das k-médias.
Esta abordagem falha uma vez que qualquer operagao numérica com os valores binarios
perde o significado, nomeadamente no célculo dos representantes de cada classe. No
entanto, a transformagao de atributos categoéricos em atributos numéricos pode ser
eficiente em alguns casos. Por exemplo, no trabalho referido em [67] no contexto de
processamento de imagem e percepcao de cor, cada cor é representada por um terno de
valores reais com as intensidade RGB ("Red”, ”Green” e ”Blue”). Qualquer operagao
numérica realizada com estes atributos categoricos, resulta num valor valido, ou seja

numa cor.

Constatando que a representacao numeérica de atributos categéricos pode mascarar a
estrutura existente no conjunto de dados, tém surgido na literatura alguns trabalhos
que desenvolvem funcoes de dissemelhanca ou semelhanca adequadas a atributos nao
numéricos. Por exemplo, no contexto dos algoritmos de particao surgiu o algoritmo k-
mode [110] que realiza uma extensao do algoritmo das k-médias de suporte a atributos
categoricos. Este algoritmo introduz uma nova medida de dissemelhanca para elemen-
tos com atributos categoricos, substituindo as médias das classes por modas, e usando
um método baseado em frequéncias para actualizar as modas no processo de classi-
ficagao. O algoritmo k-prototype [111] é uma extensao do algoritmo k-mode suportando
atributos mistos (numéricos e/ou categéricos). Neste algoritmo, a dissemelhanga entre
dois elementos é dada pela soma do quadrado da distancia euclideana entre os atributos
numéricos, e o nimero de categorias nao coincidentes para cada um dos atributos
categéricos. As duas componentes da medida de dissemelhanca sao balancadas por

um parametro que evita o favorecimento de um dos dois tipos de atributos.

Em [118] é apresentada uma generalizagao das métricas Minkowski a aplicar a elemen-
tos caracterizados por atributos mistos, sendo a sua eficacia constatada no contexto da
classificagao hierdrquica conceptual e da anélise em componentes principais. Em [221]

sao apresentadas algumas fungoes de dissemelhanca que sao diferenciadas de acordo
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com o tipo de atributos a medir, podendo ser numéricos e/ou categéricos. Apesar de as
fungoes terem sido desenvolvidas no contexto da analise discriminante, também podem
ter aplicabilidade em analise classificatéria, uma vez que medem a dissemelhanca entre
dois elementos do conjunto de dados com o objectivo, ou de formar classes, ou de
classificar um elemento em uma das classes existentes. Uma abordagem baseada em
sistemas dinamicos para classificar conjuntos de dados com atributos categoricos é
apresentada em [84], no qual foi definida uma fun¢ao de semelhanga baseada nas
ocorréncias de categorias dos diferentes atributos categoricos, aos quais sao atribuidos
pesos. O trabalho proposto consiste numa generalizacao da metodologia spectral graph
partitioning ([53] e [62]), que consiste numa generaliza¢ao da nogao de vectores préprios

nao principais, para sistemas dinamicos nao lineares.

2.1.1.5 Meétodos de Particao baseados em Teoria de Grafos

Existem na literatura alguns algoritmos de particao baseados em teoria de grafos,
que sao aplicados ao grafo representativo do conjunto de dados, fazendo-se uma
correspondéncia directa entre os vértices do grafo e os elementos a classificar (ver

[226] e [115] para uma revisao).

Considere-se o diametro de uma particao a dissemelhanca maxima entre pares de
elementos da mesma classe, e split de uma particao a dissemelhanca minima entre
elementos de classes diferentes. Alguns algoritmos pretendem encontrar partigoes de
diametro minimo [105], enquanto outros pretendem em simultaneo a identificagdo de
partigdes de diametro minimo e de split maximo [51]. No primeiro caso, o algoritmo
¢é baseado na coloracao de grafos e prova-se que dado o numero de classes k, as
classes de vértices coloridos com a mesma cor numa coloragao Optima em k cores,
correspondem a uma particao em k classes de diametro minimo. No segundo caso,
no método de classificagao de Delattre € Hansen sao usados critérios orientadores da
identificacao das classes que procuram optimizar os dois aspectos considerados. O
primeiro critério consiste na razao diametro/split que quanto menor for, melhor é a
particao; correspondendo a uma particao Optima para o caso em que essa razao é
menor ou igual a 1. A qualidade de homogeneidade (q) de uma particao é baseada
no numero de pares de elementos pertencentes a classes diferentes, com dissemelhanca
maior ou igual ao diametro da particdo. A qualidade de isolamento (qs) de uma
particao é baseada no nimero de pares de elementos pertencentes a mesma classe,

com dissemelhanga menor ou igual ao split da particao correspondente. A execugao
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do algoritmo é orientada com o objectivo de maximizar ¢, e maximizar ¢.

Em [97] é apresentado um algoritmo de classificacdo nao hierarquica baseado numa
funcao densidade, aplicada a cada um dos vértices do grafo parcial, representativo do
conjunto de dados, definido num espago métrico (qualitativo, quantitativo ou bindrio).
O método pretende extrair classes parciais (nas quais nem todos os elementos sao
classificados) ou estabelecer partigdes (onde todos os elementos sdo classificados em
classes disjuntas), procurando partes conexas que apresentem valores altos para a
fungao de densidade. O grafo parcial é construido de forma a que dois vértices sejam
adjacentes se a dissemelhanca entre eles for menor que um dado valor limite. Para
cada vértice do grafo, a funcao densidade baseia-se na sua vizinhanca e pretende-se que
apresente valores altos quando os elementos vizinhos do vértice estiverem préximos
(baixa dissemelhanga). Foram apresentadas trés fungoes de densidade baseadas na
média, no minimo e no maximo das distancias entre cada vértice e todos os seus

vizinhos.

Os algoritmos desenvolvidos no contexto de Graph partitioning ([128] e [40]) pretendem
agrupar o conjunto dos vértices de um grafo num dado nimero k£ de subconjuntos
disjuntos, de modo a minimizar o nimero de arcos entre subconjuntos. Exemplos
desta metodologia sdo o algoritmo AutoPart [40] e o algoritmo METIS ([129], [130]
e [128]). O método AutoPart nao requer qualquer parametro de entrada, e propoe
agrupar vértices de um grafo em classes. O método segue a ideia de que é possivel
realizar uma reordenagao da matriz adjacente de modo a que vértices "similares”
sejam agrupados conjuntamente. Assim, a matriz adjacente pode consistir em blocos
rectangulares ou quadrados homogéneos de alta (baixa) densidade, representando o
facto de que alguns grupos de vértices tém mais (menos) ligagoes a outros grupos.
Quanto ao algoritmo METIS tem como objectivo agrupar os vértices de um grafo
em subconjuntos proximadamente de igual tamanho, minimizando o ntimero de arcos

entre vértices de subconjuntos diferentes.

Ainda no contexto da metodologia Graph partitioning refiram-se os métodos espectrais
([53], [211], [124] e [176]) que relacionam boas ”parti¢oes” de um grafo aos valores e
vectores proprios de certas matrizes derivadas do grafo. Sejam m; > my > ... > my
o numero de elementos dos k£ subconjuntos e A\; > Ay > ... > A\, 0s k maiores valores
préprios de uma matriz que resulta da soma da matriz adjacente do grafo com uma

matriz diagonal, tal que a soma de todos os elementos da matriz soma seja zero. Seja
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E. o nimero de arcos que unem vértices de conjuntos diferentes, pretende-se que FE.
k

1
seja minimo. Em [53] prova-se que |E.| > —5 > meA,.

r=1

2.1.2 Métodos Hierarquicos

Os algoritmos do tipo hierdrquico criam uma decomposi¢ao hierarquica do conjunto
de dados, procedendo sucessivamente ou reunindo classes mais pequenas em classes
maiores (seguindo uma estratégia aglomerativa ou ascendente), ou dividindo classes
maiores em classes mais pequenas (seguindo uma estratégia descendente). O resultado
do algoritmo hierarquico é uma &arvore de classes encaixadas, na qual cada né da
arvore representa uma classe e as classes ou sao disjuntas ou estao contidas umas
nas outras. Cortando a arvore num determinado nivel, obtém-se uma particao do
conjunto de dados. Basicamente, os diferentes métodos hierarquicos diferem entre si
pelo método usado para o calculo da dissemelhanca entre classes, que condiciona a
sua reuniao ou divisdo. Exemplos tipicos de algoritmos hierdrquicos ascendentes [135]
sao os baseados nos critérios do indice do minimo, do indice do méaximo, do indice
da média, e do indice de Ward (em [20] é apresentado um trabalho de comparagao
entre estes quatro algoritmos) e o algoritmo CHAVL ([143] e [144]). Este tipo de
algoritmos, sendo eficientes na detecgao de classes de formas arbitréarias (por exemplo,
algoritmo hierdrquico ascendente com o critério do indice do minimo) e sendo robustos
quanto a presenca de pontos isolados, tém como principal inconveniente o tempo de
execugao nao linear e o enorme custo de entradas/saidas para grandes conjuntos de
dados. O desempenho deste tipo de algoritmos é condicionado pelo facto de que
em cada etapa, o critério associado ao algoritmo é calculado para todos os pares
de elementos do conjunto e, nalguns casos, a matriz de dissemelhancga entre classes
deverd estar disponivel em memoria. O algoritmo baseado em wizinhos reciprocos
([187] e [17]) tenta melhorar o desempenho dos algoritmos hierdrquicos ascendentes,
limitando o nimero de comparacoes em cada etapa do processo. Recentemente tém
surgido na literatura outros trabalhos com o objectivo de superar este inconveniente,
adoptando algumas estratégias computacionais para optimizar o desempenho deste
tipo de algoritmos. Alguns exemplos destes algoritmos mais recentes sao o BIRCH
([229] e [228]), o CURE [99] e o CLIQUE [2]. Alguns algoritmos tais como o ROCK

[100] e 0o CACTUS [80] s@o algoritmos hierarquicos que suportam dados categéricos.
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2.1.2.1 Meétodos Hierarquicos para Conjuntos de Dados com um Elevado

Nimero de Elementos

O algoritmo Balanced Iteractive Reducing and Clustering using Hierarchies (BIRCH)
([229] e [228]) ¢ um método de classificacao especialmente desenvolvido para conjuntos
de dados com um elevado nimero de elementos definidos num espacgo métrico. Tendo
em conta a limitacao dos recursos fisicos, nomeadamente de memoria, este algoritmo foi
especialmente desenvolvido para os casos em que o espago em memoria € insuficiente
para conter o conjunto de dados. Inerente a este tipo de solucao estao os custos
de entradas/saidas que se pretendem minimos. O algoritmo comega por gerar em
memoria um sumario compacto do conjunto de dados, pretendendo reter a maior
quantidade possivel de informacao sobre a distribuicao dos elementos, identificando a
partida zonas densas e zonas esparsas. O Clustering Feature (CF) é o conceito base
do algoritmo BIRCH e consiste num terno associado a cada classe, que é armazenado
em memoria numa arvore balanceada de actualizacao incremental, e contém toda a
informagao necessaria para o calculo de todas as medidas de suporte as decisoes de
classificacao, requeridas pelo algoritmo. Com esta abordagem é feita uma grande
economia do espago em memoria, tendo em conta que nao sao os préprios elementos
pertencentes a cada uma das classes que sao armazenados, mas sim os sumarios que
contém o numero, a soma e a soma dos quadrados dos valores dos atributos em cada
uma das classes. Apds a pré-classificacao usa-se um qualquer método de andlise
classificatoria, aplicado aos sumaérios carregados em memoria e nao ao conjunto de
dados completo, atribuindo importancia diferente aos elementos do conjunto de dados,
sendo aqueles que se encontram juntos em zonas densas, tratados colectivamente e
nao individualmente. O algoritmo BIRCH trabalha com a memoria disponivel e a
complexidade de entradas/saidas é um pouco maior que uma unica passagem nos
dados, sendo o tempo gasto em operagoes de entrada/saida linearmente proporcional
ao tamanho do conjunto. Para a eficiéncia do BIRCH ¢é necessario o estabelecimento

de valores adequados para os parametros de entrada.

O algoritmo de classificagao hierarquica Clustering Using Representaives (CURE) [99]
aplica-se a conjuntos de dados definidos num espaco métrico, pretende detectar classes
de qualquer forma com grande variagao quanto ao nimero de elementos, sendo ainda
robusto na presenca de pontos isolados. Cada classe é representada por um nimero
fixo de elementos, que sao gerados seleccionando pontos ”bem espalhados” pela classe
e depois "estreitando-os” em direccao ao centro da classe, através de uma fraccao

especifica. Estes pontos espalhados capturam a forma e a extensao das classes. Ter



48 Capitulo 2

mais que um ponto representativo de cada classe, permite que o algoritmo CURE
se ajuste bem a formatos nao esféricos e o estreitamento ajuda a atenuar o efeito
de pontos isolados. Para lidar com conjuntos de dados com um elevado nimero de
elementos, o algoritmo CURE selecciona uma amostra aleatéria do conjunto de dados,
tendo as devidas precaugoes para que a amostra tenha informacao suficiente quanto a
geometria das classes. Sobre esta amostra é realizada uma pré-classificagao seguindo-se
um processo hierarquico ascendente, pelo qual as classes cujos pares de representantes
estejam mais proximos, sao sucessivamente reunidas. Apds a remocao dos pontos
isolados é feita uma classificacao final, pela qual os elementos nao seleccionados na

amostra, sao afectadas as classes que lhe estao mais proximas.

2.1.2.2 Meétodos Hierarquicos para Conjuntos de Dados com Elevada Di-

mensao

Na literatura tém surgido alguns algoritmos que tentam lidar eficientemente com
conjuntos de dados com um elevado niimero de atributos. Por exemplo, o algoritmo
CLustering In QUEst (CLIQUE) [2] usa uma aproximagao baseada em densidade para
a classificagao, considerando uma classe como uma regiao com uma maior densidade de
elementos que a regiao envolvente. O algoritmo pretende identificar classes densas em
subespacos de dimensao méaxima, fazendo projeccoes do conjunto de dados de entrada
num subconjunto de atributos, tendo a propriedade de que estas projeccoes incluem

regioes de alta densidade.

O algoritmo Categorical Clustering Using Summaries (CACTUS) [80] suporta atrib-
utos categoéricos, encontra classes em subespagos de todos os atributos, gerando ”can-
didatas” a classes encontradas em projecgoes de dimensao crescente dos atributos.
Tal como o algoritmo BIRCH, este algoritmo considera que um sumario de todo o
conjunto de dados é suficiente para determinar o conjunto de classes, possibilitando

assim a sua aplicacao a conjuntos de dados com um elevado ntimero de elementos.

Em [155] a questao relativa a seleccao de atributos é abordada no contexto da pro-
gramacao matematica, pela qual o problema ¢é formulado com uma funcgao objectivo

paramétrica.
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2.1.2.3 Um Método Hierarquico para Conjuntos de Dados com Atributos
Mistos

O algoritmo Robust Clustering using Links (ROCK) [100] pertence a classe dos algo-
ritmos hierarquicos ascendentes e trata elementos com atributos categoricos, apresen-
tando uma nova abordagem em classificacao baseada no conceito de ligagoes entre ele-
mentos numa vizinhanca. O ntmero de ligacoes entre um par de elementos é o nimero
de vizinhos comuns, sendo vizinhos aqueles cuja funcao semelhanca ¢ maior ou igual a
um dado parametro de entrada do algoritmo. Os elementos pertencentes a uma mesma
classe tém, em geral, um elevado niimero de vizinhos comuns, e consequentemente mais
ligagoes. Sendo assim, durante o processo de andlise classificatoria, se se reunirem
em primeiro lugar classes/elementos com o maior nimero de ligagbes, obtemos um
resultado melhor e classes com maior significado. Ao contrario de dissemelhancas ou
semelhancas entre um par de elementos com propriedades locais inerentes, o conceito
de ligacao incorpora informacao global acerca dos outros elementos na vizinhanca,
tornando-se assim um método mais robusto. Quanto maior for o nimero de ligagoes
entre dois elementos, maior é a probabilidade de eles virem a pertencer a uma mesma
classe. Especificamente, este método comeca por encontrar uma amostra aleatéria
do conjunto de dados, com os devidos cuidados quanto ao seu tamanho para que
a qualidade da classificacdo nao seja sacrificada. A este conjunto é aplicado um
algoritmo de classificacao hierarquica baseado em ligacoes, reunindo-se em cada passo
as duas classes com o maior nimero de ligagoes entre elas. Finalmente, as classes que
contém elementos da amostra sao aumentadas com os restantes elementos que nao

participaram na construcao da hierarquia.

2.1.2.4 Um Método Hierarquico baseado em Densidade

No contexto da andlise de imagem em [201] é apresentado um algoritmo hierdrquico
(GRIDCLUS) que usa uma grelha multidimensional para organizar o espago a volta dos
dados, agrupando-os em blocos rectangulares. A classificacao é feita por um algoritmo
baseado na procura da vizinhanca topolédgica de cada elemento, usando a densidade
de cada bloco, calculada pelo nimero de elementos nele contido e pelo seu volume.
Os blocos com maior densidade tornam-se os centros das classes. Os restantes blocos
sao classificados interativamente de acordo com o valor de sua densidade, construindo

novos centros de classes ou juntando-se a classes ja existentes.
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2.1.2.5 Meétodos Hierarquicos baseados em Teoria Grafos

O algoritmo EjCluster [81] é um algoritmo hierdarquico que surgiu no contexto do
processamento de sinal, usa conceitos de teoria de grafos e gera automaticamente
uma condicao de paragem. Este algoritmo pretende determinar automaticamente o
numero e a composicao das classes, detectando classes separadas nao esféricas. E
definido um grafo representativo dos dados no qual um caminho entre dois vértices v;
e v; quaisquer, de comprimento ¢, é dado por {v;, vit1, ..., vite}, tais que v = v;; v,
param = 1, ..., nsao os vértices do grafo correspondentes aos n elementos do conjunto
a classificar e {v,,, i1} param =i,... i+ £ — 1 sdo vértices adjacentes. O processo
de classificacao é baseado numa medida de dissemelhanca entre elementos, dada pelo
maior arco entre dois vértices consecutivos que pertencem ao caminho que une os dois
elementos. A ideia principal é que dois elementos pertencem a uma mesma classe
se for possivel ir do primeiro para o segundo por passos ”suficientemente pequenos”.
Este algoritmo ¢é do tipo descendente, nao necessita de nenhum parametro de entrada,
tem um custo computacional superior ao algoritmo das k-médias e falha na deteccao

de classes nao totalmente separadas.

Em [216] é apresentado um esquema genérico de execugao de um algoritmo hierdrquico
ascendente baseado em grafos, nos quais as classes sao identificadas como sendo
subgrafos conexos. A identificacao de classes validas pode ainda estar condicionada por
alguma propriedade h(k), a qual os elementos do subgrafo deverao obedecer. Algumas
propriedades tipicas que poderao ser adoptadas sao: (1) a conectividade dos nos de
um subgrafo conexo é o maior inteiro k, tal que qualquer par de vértices estao ligados
por pelo menos k caminhos sem vértices em comum; (2) a conectividade dos arcos
de um subgrafo conexo é o maior inteiro k, tal que qualquer par de vértices estao
ligados por pelo menos k caminhos sem arcos em comum e (3) o grau de um subgrafo
conexo ¢ o maior inteiro k, tal que cada vértice tem pelo menos k arcos incidentes.
No processo aglomerativo, as classes (subgrafos conexos) sao reunidas com base nas
medidas de dissemelhanca ou semelhanca dos seus vértices, e condicionado pelo facto
de que a classe ou subgrafo conexo resultante da unido, ou tem a propriedade h(k)
ou é completo. Como exemplos deste tipo de abordagem considerem-se os algoritmos
hierarquicos ascendentes baseados no indice do minimo e no indice do maximo. O
primeiro nao requer qualquer propriedade a satisfazer, sé exigindo que os subgrafos
sejam conexos (condigdo minima); quanto ao segundo também ndo requer qualquer
propriedade, no entanto, exige que os subgrafos conexos sejam completos (condi¢ao

méxima). Ou seja, o critério adoptado para a formagao de uma nova classe é o mais
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fraco possivel no caso do indice do minimo, sendo o mais forte possivel para o indice do
maximo. Existe uma variedade de algoritmos entre estes dois extremos, condicionados

por diferentes escolhas da propriedade h(k).

2.1.3 Metodologia VL - Validade da Ligacao

A metodologia VL - Validade da Ligacao - engloba um conjunto de métodos que recor-
rem a nogoes probabilisticas para definir as fungoes de comparagao entre elementos e

entre classes de um conjunto de dados.

Seja €2 o conjunto de n elementos a classificar, C; e C; duas classes com n; e n;
elementos respectivamente, e ¢ uma medida de comparagao entre elementos. Nesta

abordagem, os valores da medida de comparacao entre dois quaiquer elementos

n
2
do conjunto de dados, sao consideradas realizagoes de uma variavel aleatéria Z. Seja
~ uma medida de probabilidade para avaliar a ligacao entre os elementos z,y € €2,

¢ dada por:

Yz, y) = P(Z < c(x,y)) = Fz(c(z,y)) (2:3)

se ¢ for uma medida de semelhanca e por

’7(1'79) = P(Z Z C(ZL‘,y)) =1- FZ(C(:E7y)) (24)

se ¢ for uma medida de dissemelhanca. Considerando como hipétese de referéncia,
independéncia entre os elementos de 2, admite-se que o conjunto {y(z,y)|r # y,x,y €
2} constitui uma amostra de ( Z > variaveis aleatorias de lei Uniforme no intervalo
[0,1]. Assim, os valores v(z, y) sdo obtidos a partir da funcao de distribuigao da fungao
de comparacao entre elementos. A partir da funcao de comparacao entre elementos,
foram criadas varias fungoes de comparacao entre classes, a usar, quer num contexto

hierarquico, quer num contexto nao hierarquico.

Em [139], [143] e [144], Lerman propds o método de classificagao hierdrquica Agregacao
pela Verosimilhanca da Ligagcdao - método AVL - que utiliza a fungao distribuicao
do maximo dos valores de comparacao entre elementos, para definir a funcao de

comparacao entre classes, dada por:
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Cavi(Ci, C5) = (Yamaa(Cs, €)™ (2.5)

Foi posteriormente definida [7] uma familia paramétrica de métodos associados ao

método AVL, em que a funcao de comparacao entre classes é dada por:

[(Ci Cj) = (Yaras (G, Cp)) HHelren (2.6)
destacando-se o critério AVB, que se obtém paraec=1e & = 0.5.

O desempenho deste método foi estudado por Bacelar-Nicolau [6]. Em [178] Nicolau
propds um novo método - método AVM - que utiliza a funcao distribuicao da média
aritmética dos valores de comparacao entre elementos. Mais recentemente, foram
propostos os métodos de classificagao ascendente hierarquica baseados nas estatisticas

da mediana, do centro e da média geométrica [210].

No contexto da classificagao nao hierdrquica, Nicolau e Brito ([180] e [181]) consid-
eraram como critério de afectacao dos elementos as classes, a funcao distribuicao da
média aritmética dos valores de comparacao entre elementos a afectar e os membros
da classe. Este método denominado NHMEAN surge como uma adaptacao do método
AVM de classifica¢ao hierdrquica [178], e foi aprofundado em [36] e [181] mostrando
que, ao contrario do método AVL, fornece bons resultados quando aplicado ao quadro
nao hierdrquico. Mais recentemente, em [37] foram propostos novos métodos, que
consideram como critério de afectacao dos elementos as classes, as funcoes de dis-
tribuicao da mediana, da média geométrica e do centro, dos valores de comparagao
entre elementos a afectar e os membros da classe - métodos NHMED, NHVGM e

NHVC, respectivamente.

Em [210] sdo apresentadas algumas experiéncias de comparagao dos diferentes critérios
da metodologia V' L em classificacao hierarquica, das quais se conclui que a capacidade
destes métodos de recuperar a estrutura dos dados depende fortemente do tipo e da
intensidade da estrutura dos dados. No entanto, e em geral, o método baseado na
estatistica da mediana mostrou um bom desempenho na recuperagao da estrutura

subjacente aos dados.
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2.1.4 Particoes Fuzzy

Considere-se uma parti¢do do conjunto Q = {z1,...,z,} em k classes, C,...,C}.
As classes podem ser representadas pelas funcoes de pertenca ([222] e [216]), u; :
Q2 — {0,1} tais que u;(x) =1sex € C;eu(x) =0se x & C;, parai =1,..., k. A

representacao de uma particao fuzzy de €2 em k classes, pode obter-se generalizando as

k
fungdes u;, constituindo fungdes uy, ..., uy, onde u; : Q — [0,1] e Y u;(z) = 1Vz € Q.
i=1

Nas particoes fuzzy nao se limita o nimero de classes as quais os elementos podem
pertencer. Nesta abordagem, afirma-se que o elemento x pertence a classe C; com
probabilidade p, se u;(x) = p. Nos casos extremos, pode acontecer que um elemento
pertencga a uma unica classe C; se uj(x) =0Vj =1,...,k(j # 1) e u;(x) = 1; ou pode

acontecer que o elemento x pertenga a todas as classes se u;(z) #0 Vi € {1,...,k}.

Um elemento z é considerado pertencente a classe C; se w;(z) apresentar um valor
muito perto de 1, ou mais concretamente, escolhe-se C; como a classe a qual x pertence
se ui(x) > wuj(x), j=1,...,k, j#1i.

Em [222] e [223] é definido o algoritmo Fuzzy c-Means (FCM) que produz uma parti¢ao
k

fuzzy, escolhendo as fungoes u; : Q — [0, 1] tal que Z u; = 1 e os centros r; € IR para
i=1
1 =1,...,k que minimizam a funcao

(uig)™ || 25 — i |13 (2.7)

k
= 1

n

7

1j

1 . :
onde || z ||,= (zTx)4, k > 2, m > 1 e u;; representa a fungao u;(x;), ou seja, representa
a forca com que o elemento z; estd associado a classe C;. Definam-se os centros 7; e

as fungbes u;; parai=1,....kej=1,...,n [223]:

1

n m 1 pe—
2 ()] lu P H
r; = o e Uiy = 2 2 1 (28>

= >l em

i=1 — Ui H%

1

~

O algoritmo tem como parametros de entrada m e k. Prova-se que o algoritmo FCM
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converge para um minimo local [223].

Uma nova abordagem, usando um modelo com fungoes de pertenca proporcionais é

apresentada em [170].

2.2 Validacao em Analise Classificatoria

Existem muitos métodos de classificagao ([119], [120], [91], [216] e [60]), ndo sendo no
entanto universais. Dada a diversidade de areas onde se aplica a analise classificatoria,
existem algoritmos mais vocacionados para um determinado tipo de dados do que out-
ros, nao havendo, no entanto, nenhum algoritmo que seja melhor que todos os outros
quaisquer que sejam os elementos a analisar. Basicamente, a andlise classificatoria é
um processo nao supervisionado, nao se prevendo a existéncia de qualquer conheci-
mento prévio da estrutura existente no conjunto de dados. Quase todos os algoritmos
de classificagao sao fortemente dependentes das caracteristicas do conjunto, assim
como dos diferentes valores dos seus parametros de entrada. Assim, uma classificagao
obtida por algum algoritmo de classificagao é localmente a melhor possivel para os
valores dos parametros de entrada atribuidos, mas pode nao ser localmente a melhor
classificacao para o conjunto de dados em estudo. Outra questao particularmente
preocupante € o facto de qualquer algoritmo de classificagao produzir uma classificacao
no conjunto de dados, mesmo que este seja constituido por dados uniformemente
distribuidos sem qualquer estrutura em classes. Outro facto importante é que as
classificacoes do mesmo conjunto de dados, obtidas usando critérios de classificagao
diferentes, podem diferir sobremaneira umas das outras. Pelo exposto, conclui-se
que os algoritmos de classificagdo podem originar ”falsas” classificacoes, sendo assim

essencial que o resultado desses algoritmos seja sujeito a um processo de validagao.

Com o objectivo de validar o resultado de uma andlise classificatéria, o ideal seria
optar-se por uma enumeracao completa de todas as possiveis particoes do conjunto de
dados, obtendo-se deste modo uma solucao que optimizasse um determinado critério.
Esta procura de um o6ptimo global s6 é vidvel para conjunto de dados com poucas
dezenas de elementos, situagao esta pouco usual em conjuntos de dados reais. A
limitagao do nimero de elementos justifica-se pelo nimero de particoes em k classes
que é possivel estabeler num conjunto de n elementos, que é dado pelo nimero de

Stirling de segunda espécie,
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S(n, k) = ;!;(—1)’“—1' ( k ) i" (2.9)

1

A medida que n e k crescem, rapidamente se torna computacionalmente impossivel

examinar todas as possiveis particoes, de modo a identificar uma que optimize o

critério de classificagdo. Verifica-se, para n grande, S(n,k) =~ %, por exemplo
S(19,8) > 1.7 x 10", o que mostra a impraticabilidade desta abordagem mesmo

para um conjunto s6 com 19 elementos e 8 classes.

No entanto, caracteristicas particulares dos dados ou do critério a optimizar, podem
reduzir sensivelmente o nimero de particoes a analisar e tornar possivel a obtencao
de uma solugdo éptima. Neste contexto, refira-se o algoritmo de Fisher [66] que
aplicado a um conjunto de elementos caracterizados por uma variavel quantitativa ou
qualitativa ordinal, e beneficiando de uma ”fungao de erro” aditiva, permite reduzir
consideravelmente o nimero de particoes consideradas, permitindo assim encontrar

uma particao 6ptima de acordo com o critério considerado.

Uma abordagem alternativa consiste em procurar critérios que indiquem se uma
determinada solucao é ou nao satisfatéria para o conjunto de dados em andlise. No
entanto, a informacao disponivel sobre os dados é frequentemente reduzida ou mesmo
nula. Em consequéncia, surge a ideia por parte de alguns autores, por exemplo [160], de
gerar artificialmente dados com uma organizacao conhecida [161], aplicar um método
e verificar se a estrutura existente nos dados é identificada pelos métodos utilizados.
Este tipo de testes é 1til para testar o desempenho dos algoritmos, no entanto surge
o problema da generalizacao. Serda que um algoritmo para o qual se obtém um bom
resultado para um determinado conjunto de dados gerado artificialmente, também
origina um bom resultado se aplicado a conjuntos de dados, em principio, com uma

estrutura diferente?

Identificando-se alguns problemas no contexto da validacao do resultado de uma
analise classificatéria, tém surgido na literatura alguns trabalhos cujo objectivo princi-
pal é validar uma classificacao, aumentando a confianca de que esta reflecte realmente

a estrutura existente no conjunto de dados.
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2.2.1 Diferentes Tipos de Validacao

O trabalho realizado em validagao é em geral desenvolvido no contexto de um dos trés

tipos diferentes de testes de validagao: externos, internos e relativos:

e Os testes externos comparam uma classificagao ou parte dela com informagao que
nao é usada para construir a classificacao. Neste caso, o resultado do algoritmo
¢ avaliado comparando-o com uma estrutura pré-definida que é imposta no
conjunto de dados, reflectindo o estrutura real em classes que se sabe ou que

se pensa afectar os elementos do conjunto.

e Os testes internos comparam uma classificacdo ou parte de uma classificacao
com o conjunto de dados original, usando somente informacao obtida a partir
do processo de classificagao, medindo essencialmente o desvio entre a estrutura

gerada pelo algoritmo aplicado e os dados.

e Os testes relativos comparam varias estruturas de classificacao do mesmo con-
junto de dados, resultantes da aplicacao do algoritmo com diferentes valores dos
parametros de entrada ou ao conjunto de dados afectado de pequenas alteracoes

mensuraveis.

A falta de conhecimento da estrutura dos dados, necessaria a aplicagao de critérios
de validagao externos, inviabiliza muitas vezes a sua aplicacao. No entanto, usando o
método de Monte Carlo !, e para alguns conjuntos de dados muito especificos (exibindo
propriedades de coesao interna e isolamento externo), em [161] prova-se que existe uma
alta correlacao entre alguns indices externos e alguns indices internos de validacao.
Assim, estes indices poderao ser utilizados para avaliar o grau de recuperagao de um
dado algoritmo da estrutura em classes efectivamente existente nos dados. No referido
trabalho, estudaram-se 30 métodos internos de avaliacao e dois indices externos de
validagao que efectivamente medem o grau de recuperagao da estrutura existente no
conjunto de dados, o indice de Rand (Seccao 2.5.3) e o indice de Jaccard (Seccao
2.5.6). Concluiu-se que seis indices internos mostraram ser fidveis, apresentando uma
grande correlacao com os indices externos, podendo ser assim considerados indices
validos na identificacao do grau de recuperacao da estrutura nos dados, substituindo

os indices externos.

1O método Monte Carlo engloba um conjunto de técnicas empiricas com o objectivo de estimar

a funcao de distribuicao de indices estatisticos.
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No contexto dos testes relativos de validacao de classificacoes, um dos métodos de
validar o resultado consiste na avaliacao da sua estabilidade ([189], [159], [91] e [198]).
O processo engloba a reandlise de uma versao modificada do conjunto de dados,
avaliando a extensao das diferencas em relacao a classificacao original. O conjunto
de dados modificado pode ser obtido introduzindo pontos isolados, perturbando as
dissemelhancas entre elementos, aumentando a dimensao com variaveis de ruido, ou

ainda introduzindo ou removendo alguns elementos ([189] e [159]).

A estabilidade de classificacoes pode ainda ser avaliada por um método de replicacao

[33], que segue os seguintes passos:

e O conjunto de dados é dividido de modo aleatério em dois subconjuntos, digamos
Ae B.

o B aplicada ao subconjunto A uma funcao apropriada de classificacao com o

objectivo de obter uma particao daquele em k classes.

e Cada objecto do subconjunto B ¢é atribuido a classe daquela particao que lhe
estd mais "proxima”’. Este procedimento proporciona uma particao de B em

nao mais de k classes.

e A mesma funcao de particao é aplicada ao subconjunto B para obter uma

particao deste em k classes.

e Finalmente sao comparadas as duas parti¢oes de B, quanto maior for o nivel de
concordancia entre as duas parti¢goes, maior a confianca que podemos ter nos

resultados.

2.2.2 Modelos Nulos para Avaliagao dos Indices de Validagao

A avaliacao do valor de uma medida de validacao de uma estrutura em classes, exige
uma comparacao com o valor do indice obtido sob um modelo nulo de auséncia de
estrutura [168]. A ideia base é testar se os elementos do conjunto de dados estao
uniformemente estruturados ou nao. Esta andlise é baseada na hipdtese nula, Hy,
expressa como uma afirmacao de uma estrutura uniforme nos dados. A hipotese nula
devera ser testada comparando o valor da estatistica de teste, obtida para um conjunto
de dados de referéncia gerados sob a hipdtese nula, com o valor da estatistica obtida

do conjunto de dados a analisar. Assim, sera necessario determinar a distribuicao do
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indice de validagao, sob a hipétese nula de auséncia de estrutura.

Os modelos nulos sobre os dados podem ser especificados para elementos descritos ou
pela matriz dos dados ou pela matriz de dissemelhanca, podendo usar ou nao alguma

informagao sobre a estrutura nos dados.

Modelo Uniforme

Neste modelo consideram-se os individuos simulados como pontos uniformemente
distribuidos pela regiao A num espaco de dimensao p. Este modelo também pode ser
designado por hipdtese de uniformidade [21] ou hipdtese do posicionamento aleatdrio
[119].

O principal problema associado a este modelo relaciona-se com a escolha apropriada da
regiao A (janela de amostragem), que influencia sobremaneira os dados gerados. Esta
regiao pode ser considerada como uma hiper-esfera ou um hiper-rectangulo unitario
de dimensao p ([227] e [107]). Pode-se ainda considerar a regiao A como o envelope
convexo dos elementos do conjunto de dados ([21] e [168]), no entanto, esta opcao
de estimacao da regiao A requer pesados requisitos computacionais. Um método
alternativo consiste em definir a janela de amostragem como uma hiper-esfera centrada
no centro de gravidade dos pontos do conjunto de dados, onde se inclui metade dos
seus pontos. Eliminar metade dos pontos nao é crucial uma vez que o objectivo desta
primeira fase é verificar a existéncia ou nao de uma estrutura em classes no conjunto
de dados. Se tal estrutura existir entao aplica-se um algoritmo de classificacao ao

conjunto de dados completo [216].

Modelo Unimodal

No modelo Unimodal os individuos sao simulados supondo que a distribuicao con-
junta das variaveis que descrevem os elementos, ¢ uma lei multidimensional conjunta
Unimodal ([21] e [168]). Assim, o modelo envolve a especificagdo de uma funcao
de densidade de probabilidade (ou fungao de probabilidade) para as varidveis que
descrevem os elementos. Claramente, também existem dificuldades na justificacao
da escolha de uma determinada funcao de densidade para as varidaveis. No caso de

uma lei Normal multidimensional, salienta-se que os individuos que estao préximos do
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centro da classe estao mais proximos uns dos outros que os elementos que estao mais

afastados do centro da classe, nao obstante existir uma unica classe.
Modelo de Permutacao Aleatoria da Matriz de Dados

O modelo de permutagao aleatéria da matriz de dados [91] considera permutagoes
independentes das n entradas, em cada uma das p colunas da matriz de dados. Existem
(n!)P~! matrizes essencialmente diferentes e o modelo considera-as equiprovaveis. Este
modelo ignora a correlagao entre variaveis e gera pseudo-objectos dentro de uma regiao
do espaco hiper-rectangular. Este modelo apresenta ainda o inconveniente de que as
classes no conjunto de dados original, que sao mais homogéneas do que aquelas que
sao encontradas em muitos conjuntos de pseudo-dados, nao tém necessariamente um

maior grau de homogeneidade absoluta.
Modelo da Matriz de Dissemelhanca Aleatoria

Em [148] é proposto um modelo nulo baseado na geragao de matrizes de dissemelhancas
aleatérias equiprovaveis, nas quais os elementos que pertencem ao triangulo inferior
sao ordenados de modo aleatério, sendo todas as @ possibilidades igualmente
provaveis. Este modelo também tem sido referido como Hipdtese do Grafo Aleatdrio,
no qual cada objecto é representado por um vértice de um grafo e cada arco liga dois
vértices se a sua dissemelhanca é menor que um valor limite. Uma abordagem alter-

nativa consiste na insercao dos arcos de modo independente e com igual probabilidade.

2.3 Niveis de Validacao

A validacao em analise classificatéria pode ser executada a trés niveis. Primeiro deve-
se verificar a existéncia de uma estrutura em classes no conjunto de dados. Se de facto
existir tal estrutura, aplica-se um algoritmo de classificacao, se nao existir, a aplicacao
do algoritmo de classificagdo origina uma classificacao que nao reflecte a estrutura
existente no conjunto de dados. O problema de verificar a existéncia ou nao de uma
estrutura em classes no conjunto de dados chama-se tendéncia de classificagao [216]
(Seccao 2.3.1).
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No procedimento de classificacao segue-se a escolha de um ”"bom” algoritmo de clas-
sificacao. Por exemplo, John W. Van Ness and Llyd Fisher ([65], [64] e [172]) desen-
volveram um formalismo denominado condi¢oes de admissibilidade (Secgao 2.3.2), e
que consiste em onze critérios para avaliar algoritmos de classificacao. A partir de
alguma informacao sobre os dados, o método indica quais os critérios de classificacao

que podem ser relevantes para a analise de um conjunto de dados em particular.

Finalmente devera proceder-se a avaliacao quantitativa do resultado do algoritmo de
classificagao escolhido. Assim, de acordo com o tipo de classificacao usado, podemos
validar partigoes ([49], [113], [18], [183], [98] e [95]), partigoes fuzzy ([182], [223] e
[222]), hierarquias ([216] e [91])) ou classes ([89], [168] e [91]).

2.3.1 Tendéncia de Classificacao

Uma caracteristica comum a maioria dos algoritmos de classificacao é a imposigao de
uma estrutura em classes no conjunto de dados, mesmo que tal estrutura nao exista.
E assim fundamental ter um indicador da existéncia ou nao de classes nos dados,
antes da aplicagao de um algoritmo de classificagao. O problema de verificar se o
conjunto de dados possui uma estrutura em classes, sem as identificar explicitamente,
¢ denominado clustering tendency [216]. Assim, em primeiro lugar deverd ser feita
uma verificacao da existéncia de alguma estrutura em classes nos dados, depois, se
tal estrutura existir, verifica-se se a classificacao obtida pelo algoritmo de classificacao

seleccionado é ou nao fiel aos dados.

Neste contexto, em [91] sao referidos alguns métodos que podem ser usados para
testar a auséncia de uma estrutura em classes no conjunto de dados. Testes do
modelo nulo Uniforme tém sido baseados nas seguintes estatisticas de teste: o nimero
de dissemelhancas entre elementos, menores que um determinado valor limite [212];
a maior distancia ao vizinho mais préximo de um conjunto de elementos [21]; e
comparagoes entre (i) a distancia entre uma posi¢ao especificada aleatoriamente e o
objecto mais préximo, e (ii) a distancia entre este objecto ao seu vizinho mais préximo
[109]. Testes do modelo da matriz de dissemelhanga aleatéria tém sido baseados nas
seguintes estatisticas de teste: o ntimero de arcos necessarios antes que o grafo seja
composto por uma tnica componente [145]; o niimero de componentes no grafo quando
este é composto por um dado nimero de arcos ([147] e [171]); e o tamanho das classes

quando os elementos sao distribuidos em duas classes usando o método de classificagao



Meétodos e Validacao em Analise Classificatoria 61

hierarquica ascendente com o indice do minimo [47]. Outro teste da homogeneidade
do conjunto de dados versus uma estrutura em classes, ¢ desenvolvido sob o modelo de
unimodalidade, consistindo na média das distancias entre todos os pares de elementos
do conjunto de dados [21]. Este teste é motivado pela conjectura de que, sob a hipdtese

de presenca de classes, esta média é menor do que sob a hipdtese de unimodalidade.

Muitos testes sao baseados na arvore de comprimento minimo no contexto da teoria
de grafos. Pode-se representar um grafo no qual os vértices correspondem aos ele-
mentos do conjunto, e existe um arco entre quaisquer dois vértices de custo igual a
dissemelhanca entre eles. Uma arvore de comprimento minimo é um subgrafo conexo
(todos os vértices estao ligados por um caminho ou sequéncia de outros vértices)
sem ciclos e de custo minimo. O custo de uma arvore deste tipo é usado em [204]
para medir a homogeneidade de um conjunto de dados, pelo qual os dados sao tanto
mais homogéneos quanto maior for o custo da arvore associada. A distribuicao
dos comprimentos dos arcos de uma arvore de custo minimo foi estabelecida sob o
modelo Normal multivariado [195]. Em [206] é sugerida a introducdo de pontos de
localizacao aleatdria no conjunto de dados e usar um teste sugerido por [78], baseado
no numero de arcos na arvore de comprimento minimo que ligam os pontos originais e
os adicionados. Se o conjunto de dados contiver classes, entao espera-se que este
nimero seja pequeno. Por outro lado, valores grandes indicam uma organizacao
regular dos elementos do conjunto de dados. Em [78] prova-se que aquele nimero
de arcos segue uma distribuicdo aproximadamente Normal. Em [200] é descrito
um teste pelo qual as arvores de custo minimo sao construidas de tal modo que
tenham arcos de comprimento nao crescente em todos os caminhos para vértices
correspondentes aos centros das classes. Finalmente refira-se uma técnica baseada
na decomposi¢io sequencial ([216] ¢ [108]) do conjunto de dados, sendo esta uma
particao em k conjuntos ou niveis de decomposicao, nos quais é importante a ordem
pela qual sao formados. Os niveis sao formados retirando sequencialmente do conjunto
de dados os vértices correspondentes ao arco mais longo da arvore de comprimento
minimo definida nos dados. O procedimento de decomposicao da resultados diferentes
quando os elementos do conjunto de dados estao organizados em classes, quando estao
regularmente espagados ou quando estao distribuidos de modo uniforme. Baseada
nesta observagao podem definir-se estatisticas utilizando a informacao associada a

este procedimento de decomposicao.

Outros testes sao baseados na procura na multimodalidade no conjunto de dados.
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Em [107] foi investigado o nimero de elementos na menor subclasse de cada classe
obtida pelo método de classificacao hierarquica ascendente com o indice do minimo,
definindo a estatistica de teste como sendo o maior valor que este nimero pode tomar,
de entre todas as classes obtidas por aquele método hierarquico. Neste trabalho foi
simulada a distribuicao do teste sob os modelos nulos Uniforme e Unimodal. Em
[169] e [186] sao apresentados testes baseados na comparagao entre a quantidade da
massa de probabilidade que excede varios valores limite quando existem ¢ modas na
distribuicao; esta aproximagao s6 é computacionalmente suportavel para conjuntos de

dados com um reduzido nimero de elementos.

2.3.2 Condicoes de Admissibilidade

Considere-se uma coleccao de condicoes de admissibilidade, Ay,..., A,,, tendo cada
uma delas propriedades desejaveis nos algoritmos de classificacao em certas aplicagoes.
Se um algoritmo satisfaz sempre A;, independentemente do conjunto de dados ao qual

¢ aplicado, entao ele ¢ dito ser A; admissivel.

Estas condicoes de admissibilidade constituem um método global e objectivo para
comparar algoritmos de classificagao e sao ([65], [64] e [172]): (1) Space-contracting;
(2) Space-conserving; (3) Space-dilating; (4) Positive Admissibility; (5) Metric Ad-
missibility; (6) Monotic Admissibility; (7) Well-structured admissibility; (8) Convex
admissibility; (9) Image Admissibility; (10) Connected Admissibility e (11) Proportion
Admissibility.

As condigoes de admissibilidade aplicam-se a algoritmos hierarquicos ascendentes.
Sejam C; e C; duas classes que sao reunidas num dado nivel para formarem a classe
C; UC; e seja C) uma outra qualquer classe. Seja d uma dissemelhanca definida entre

quaisquer duas classes.

Em cada etapa, apds a reuniao das classes C; e C}, a dissemelhanca entre uma outra
classe Cy com k # 1,7 e as classes reunidas pode ser: menor ou igual a menor
dissemelhanca entre Cy, e C; e entre Cy, e C; (Space-contracting); pode variar entre a
menor e a maior das dissemelhanga entre Cj e C; e entre Cy, e C; (Space-conserving);
pode ser maior ou igual & maior dissemelhanca entre Cj, e C; e entre Cy, e C; (Space-

dilating) ou pode ser sempre positiva sendo as dissemelhangas entre Cy e C; e entre
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Cy e C; também positivas (Positive Admissibility).

Um algoritmo para o qual é dada uma dissemelhanca entre classes, satisfaz a pro-
priedade Metric Admissibility se a dissemelhancga satisfazer os axiomas de uma métrica,
para todos os dados para os quais a dissemelhanca original também satisfaz a métrica

(ou seja, que satisfaz a desigualdade triangular).

Um algoritmo satisfaz a propriedade Monotic Admaissibility se ao aplicar-se uma trans-
formacao linear a todos os elementos da matriz semelhanca ou dissemelhanca, o

resultado da classificacao nao é alterado.

Um conjunto de dados é bem estruturado em k grupos se existir uma particao dos
dados em k conjuntos, de tal modo que todas as dissemelhancas entre quaisquer dois
elementos dentro do mesmo conjunto, ¢ menor que quaisquer dissemelhangas entre dois
elementos em conjuntos diferentes. Sendo assim, um algoritmo satisfaz a propriedade
Well-structured admissibility se identificar correctamente as classes quando aplicado

sobre um conjunto bem estruturado.

Dois conjuntos de dados, C; e U}, sao Convex Admissible se os invélucros convexos de

cada um deles nao se interceptarem.

A propriedade Image Admissibility indica que nao existe nenhuma outra classificacao
uniformemente melhor que a dada pelo algoritmo. Ou seja, nao existe nenhuma
outra particao que tenha alguma dissemelhancas entre elementos pertencentes a uma
mesma classe, menor que qualquer dissemelhanga entre elementos da mesma classe,

na particao obtida pelo algoritmo que goza desta propriedade.

Na aplicacao de um algoritmo de classificacao hierarquico ascendente a um conjunto 2,
e sempre que duas classes sao reunidas, é possivel definir uma ligagao entre quaisquer
pares de elementos, sendo um dos elementos da primeira classe e o outro da segunda
classe. Um sistema articulado Lq consiste na rede de ligagoes formada apoés todos
os elementos do conjunto €2 estarem ligados. Uma classificacao C4,...,C) diz-se

Connected Admissible se L¢,, ..., Lc, sao dois a dois disjuntos.

k

A propriedade Proportion Admissibility é desejavel quando a geometria das classes



64 Capitulo 2

¢ mais importante que o ntimero de elementos em cada classe. Existem dois tipos
de proportion admissibility: relativamente a elementos e a classes. Diz-se que um
procedimento ¢ proportion admissible relativamente a elementos, se a duplicacao de
um ou varios elementos uma ou mais vezes nao alterar as fronteiras das classes. Diz-
se que um procedimento é proportion admissible relativamente a classes se depois de
duplicar cada classe um ntmero arbitrario de vezes, o algoritmo produz classes com
as fronteiras inalteradas. Finalmente um algoritmo é Omission Admissibility se ao
realizar uma nova classificacao, apds a eliminagao de todos os elementos pertencentes

a uma classe, o nimero e a composicao das outras classes nao for alterado.

As condigoes de admissibilidade acabadas de descrever sao muito exigentes e é ex-
tremamente dificil que um algoritmo as satisfaga todas. Nao se pretende que todos
os algoritmos verifiquem todas as condicoes de admissibilidade. Pretende-se sim, que
para um determinado problema a resolver, se escolham as condigoes de admissibilidade

adequadas ao problema em causa e se procure o algoritmo que as satisfaca.

2.4 Métodos de Comparacao de Matrizes que de-
screvem Classificacoes Hierarquicas

Alguns métodos de comparacao de matrizes podem ser usados no contexto da val-

idacao interna de hierarquias. Um dos processos de comparar hierarquias é comparar

as matrizes representativas das estruturas hierarquicas. Comecemos com algumas

definigoes.

Definigao 2.1 Seja Q um conjunto finito, H uma familia de partes de Q2 (nao vazias),

H ¢ uma hierarquia sobre ) se:

1. Q € H, isto €, a parte constituida por todos os elementos esta em H.

2. Vx € Q,{x} € H, isto €, todas as partes constituidas por um sé elemento estdo
em H.

3. Se duas partes h,h' € H sdo mdo disjuntas, h NI # 0, entao uma estd

necessariamente incluida na outra, h C h' ou h' C h.

Definicao 2.2 Uma hierarquia indexada é um par (H, f), onde H € uma hierarquia
e f uma aplicacdo, f: H — IRT tal que
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1. Se h € H verifica-se f(h) =0 se e s6 se h tem um tnico elemento.

2. Se h,h € H e se h C I, entao f(h) < f(I).

Dizemos que uma hierarquia € indexada em sentido lato se, em vez de (2)

tivermos

3. Se h C K, entao f(h) < f(K).

Partindo de uma arvore hierarquica, podemos construir uma matriz na qual o valor
da posigao (4, 7) corresponde ao indice do nivel mais baixo da &rvore, a partir do qual
os elementos pertencem a mesma classe. Esta métrica é uma distancia ultramétrica,

verificando-se d(x,y) < maz{d(z,z),d(z,y)} para x,y, z € .

A cada hierarquia indexada podemos fazer corresponder uma (e uma sé) distancia
ultramétrica, e reciprocamente, a cada distancia ultramétrica podemos fazer corre-
sponder uma (e uma s6) hierarquia indexada (Teorema de Johnson-Benzécri). Isto
é, existe uma bijeccao entre o conjunto das hierarquias indexadas e o conjunto das
distancias ultramétricas sobre um conjunto €2. A ultramétrica d, associada a uma

hierarquia indexada é definida do seguinte modo:
dy(z,y) = valor do indice de agregacao (altura) da menor classe que contém x e y.

Esta propriedade fornece-nos um modo de calcular a qualidade de uma classificagao
hierarquica, efectuada a partir de distancias d(z,y) entre os elementos de 2. Uma
hierarquia é tanto melhor quanto mais semelhantes forem os valores de d(z,y) e

dy(z,y), isto é, quanto menor for a deformagao A:

A= (dx,y) — dulz,y))?
z,y€
Outra possibilidade seré definir uma matriz que represente as distancias cladisticas
entre os elementos, estando na posi¢ao (i,j) o nimero de nds (segmentos de linha
entre nés) no caminho entre os elementos na estrutura em arvore (ndo é mais que o
nimero de nés que os separa mais 1). Para algumas arvores, as distancias cladisticas
e ultramétricas podem apresentar elevados graus de correlagao. No entanto, os valores
ultramétricos sao mais fiéis a estrutura hierdrquica existente na classificagao, sendo

as distancias cladisticas uteis para comparar grafos conexos simples [194]. Outras
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possiveis representacoes de estruturas hierarquicas consistem em matrizes com medidas

ultramétricas generalizadas, nomeadamente a métrica de drvores aditivas [114].

Tém sido propostos varios métodos de comparacgao, ou medicao da discrepancia, entre
duas matrizes, podendo ser usados no contexto dos critérios internos de validagao em
andlise classificatéria [194]. Aplicando estes indices a comparagao entre uma matriz
de dissemelhanca e a matriz ultramétrica, obtida apds a aplicacao de um método de
classificagao hierarquica, podemos avaliar o grau de acordo que existe entre estas duas
matrizes. Quanto maior for este acordo mais eficiente é o método na recuperacao da
estrutura em classes que organiza o conjunto de dados. Outra abordagem possivel
consiste na comparacao de duas estruturas hierarquicas, sem fazer uso explicito das
matrizes de dissemelhanca. Por exemplo, refira-se o uso de arvores de consenso, que
consistem em arvores que contém os subconjuntos de elementos que sao encontrados
nas duas classificacoes a comparar, para desenvolver indices de avaliacao do grau
de correspondéncia que existe entre as duas hierarquias ([158], [196] e [92]). Outra
classe de métodos para comparar classificacoes hierarquicas sao baseados nas chamadas
transformagoes métricas. A distancia entre duas classificacoes pode ser definida como
o niumero minimo de transformacoes admissiveis, requeridas para se transformar uma

classificagdo na outra [149].

As matrizes ultramétricas e de dissemelhanca obtidas a partir dos dados, podem ainda
ser comparadas usando o coeficiente de correlagao ultramétrico que é uma medida de
concordancia, medindo a relacdo linear que existe entre as matrizes ([194] e [208]).
O coeficiente de correlagao ultramétrico é também usado em [197] para medir o
grau de semelhanga entre uma hierarquia (representada pela matriz ultramétrica),
e as matrizes de dissemelhanga de um conjunto de dados aleatérios (com distribuicao
multivariada Normal e Uniforme). O estudo foi feito com o objectivo de desenvolver
um valor do indice estandardizado, para comparagao com resultados obtidos para
matrizes de dissemelhanca do conjunto de dados a analisar. Pretende-se formular
um teste que indique se existe evidéncia suficiente para se considerar que a relacao
existente nos dados é hierarquica, e nao apenas o que se poderia esperar de uma

amostra aleatéria de uma unica populagao homogénea.

Baseadas ainda nas matrizes de dissemelhanca P[d;;] e nas matrizes ultramétricas
P,[d};] considerem-se as seguintes duas medidas de concordancia baseadas em com-

paracoes concordantes e discordantes. A primeira consiste numa adaptacao da es-
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tatistica v de Goodman and Kruskal ([87]) para ser usada no contexto da anélise

classificatéria. A medida é dada por [10]:

(2.10)

As quantidades s(+) e s(—) representam o nimero de comparagoes concordantes e
discordantes respectivamente, envolvendo os valores das matrizes P[dy] e P,[d}]. A

comparagao entre pares (i,7) e (k, 1) pode ser descrita por [91]:

dij Rgdy; e d?j Rud}“él

onde os simbolos relacionais verificam Ry, R, € {<,>}. A comparagao é dita concor-
dante se (Ry, R,) = (<, <) ou (>,>), e é dita discordante se (R4, R,) = (<,>) ou
(>, <). A estatistica 7 de Kendall consiste numa extensao do indice (2.10) de forma a
ser normalizado por todos os pares de elementos, inclusivamente os pares de elementos

que nem sao concordantes nem discordantes, ou seja esta estatistica ¢ dada por:

ST(LZ;L) - f)(/;) (2.11)

Uma metodologia de validacao de classificagdo hierarquica é apresentada por [210].
Neste trabalho, a geracao de arvores, tendo em conta a sua topologia, os seus niveis e
as etiquetas das folhas, é usada para obter matrizes ultramétricas. Estas matrizes sao
submetidas a diferentes critérios de classificacao hierarquica ascendente, e consequente
comparagao entre a estrutura inicial existente nos dados e a estrutura hierarquica
obtida para cada critério, com vista a medir a capacidade de cada método em recuperar

a estrutura existente.

2.5 Medidas de Comparacao entre Duas Particoes

A validacao externa e relativa das particoes obtidas por métodos de classificagao,
exigem a aplicacao de medidas que avaliem o grau de semelhancga entre particoes.
Em alguns casos, é necessario realizar uma comparagao entre as particoes obtidas e
a particao de referéncia (validagdo externa). Noutros casos, pretende-se comparar
diferentes particoes obtidas para o mesmo conjunto de dados, resultantes, ou da

aplicacao de diferentes algoritmos de classificagao, ou da aplicagao do mesmo algoritmo
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de classificagdo para diferentes valores dos seus parametros de entrada (validagao
relativa). Designemos por U e V' as partigdes a comparar. A partigao U divide a
populagao em R classes, uy, us, ..., ug, enquanto que a particao V' divide a populagao
em C classes, vy, vy, ...,vc. Algumas das medidas de comparacao mais conhecidas sao
baseadas em tabelas de contingéncia e pares de elementos concordantes. Comecemos

esta seccao por definir cada um destes conceitos.

2.5.1 Tabela de Contingéncia. Pares de Elementos Concor-

dantes.

Uma tabela de contingéncia representa a distribuicao dos elementos pelas classes de
U e de V. Cada elemento n;; (p;;) da tabela representa o nimero (proporgao) de

elementos classificados em w; na primeira partigao e em v; na segunda.

A tabela pode entao ser definida em relagao a frequéncias absolutas (proporgoes):

particao V

Classes V1 Uy . Ve Totais

Uy ni(pn)  ma(piz) oo mp(pip) n1.(p1.)

.. Uz n21(,021) n22(,022) ce n2c(,020) nz.(PQ.)

particao U ) ' )
UR nRr1 (,ORl) nRz(pRQ) ce nRC(pRC) nR.(PR.)
Totais | n.1(p1) na(pe) ... mnelpe) | n.=nlp.=1)

Onde n;(p;.), (i = 1,..., R) representa o niimero (proporgao) de elementos da pop-
ulacao classificada em u;, e n(p;) (j = 1,...,C) representa o nimero (proporcao)

de elementos da populacao classificada em v;. Na tabela de contingéncia, a linha ¢
representa a distribuicao dos elementos da classe u; por todas as classes da particao V,
e a coluna j representa a distribuicao dos elementos da classe v; por todas as classes

da particao U.

Muitas medidas sao calculadas em fungao do niimero de pares de valores de €2, {z;, z;}
que sao classificados do mesmo modo nas duas particoes U e V. Designemos quatro

tipos de atribuicoes diferentes que podem estar associadas ao par {z;,z;} [113]:

e Tipo I: O par é atribuido & mesma classe em U e em V. O numero de casos
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deste tipo representa-se por a.

e Tipo II: O par é atribuido a classes diferentes em U e em V. O numero de casos

deste tipo representa-se por b.

e Tipo III: O par é atribuido a classes diferentes em U mas na mesma classe em

V. O ntimero de casos deste tipo representa-se por c.

e Tipo IV: O par ¢é atribuido a mesma classe em U mas em classes diferentes em

V. O numero de casos deste tipo representa-se por d.

Os pares de elementos de Tipo I e Tipo II dizem-se pares concordantes, os restantes

dizem-se pares discordantes.

Defina-se por A = a + b o nimero de todos os pares concordantes (pares do tipo I e
IT) e por D = ¢+ d o nimero de pares discordantes (pares de tipo III e IV). Entéao
tem-se [113]:

A:<g)+zzngj_;(zng+zn?j> (2.12)

n 1 R C
A+ D= ) D=3 d>oni+d n’| -
=1

=1

> oni (2.13)

R C
i=1 j=1

(]

2.5.2 Indice Kappa de Cohen

Um dos primeiros indices que surgiram na literatura usando pares de elementos con-
cordantes foi o indice Kappa de Cohen, aplicado no caso particular em que R = C

(mesmo numero de classes nas duas parti¢oes), e é dado por ([44] e [116]):

P,—P
=2 - ° 2.14
"T1 P (2.14)
onde R
nAA
P, = -
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é a proporcao esperada de pares concordantes devido ao acaso e sob a hipdtese de

independeéncia entre particoes.

2.5.3 Indice de Rand

O indice de Rand permite comparar duas particoes com nimero de classes nao neces-
sariamente iguais. Basicamente, este indice baseia-se no niimero de pares de elementos
que foram atribuidos da mesma maneira em cada uma das parti¢oes, ou seja, baseia-se
no numero de pares de elementos concordantes (tipo I e IT). Assim, seguindo a notagao

da secgao anterior, o indice de Rand, designado por IR é dado por [189]:

a+b A

atb+c+d (n)
2

De um modo mais pormenorizado tem-se:

IR =

i=1j=1 i=1 j=1

= (2.15)
(%)

Verifica-se 0 < IR < 1, tomando o valor 0 quando as duas parti¢coes nao tém qualquer

(3) S8 -3 [T g
IR

semelhanga (ou seja, quando uma particao é constituida por uma sé classe com todos
os elementos, e a outra é constituida por n classes com 1 elemento cada) e o valor
1 quando o acordo entre as duas parti¢oes é completo. Em [189] foi definida de
modo assimptotico a distribuicao do indice descrita pela média, pelo desvio padrao e
pela percentagem de completo acordo, usando técnicas de simulagao de Monte Carlo.

Outros indices baseados em pares de elementos concordantes sao propostos em [219]
e [69].

Um dos problemas deste indice é a nao definicao do valor que assume, se o acordo
entre as duas partigoes for devido ao acaso. Com o objectivo de colmatar esta lacuna,

outros autores se debrucaram sobre este indice e deram um passo em frente no seu
tratamento probabilistico ([35], [116], [38], [167], [113] e [132]).
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O valor esperado do nimero de pares concordantes depende das entradas da tabela
de contingencia n;j;, cuja distribui¢ao depende, por sua vez, de os subtotais marginais

da tabela serem fixos (modelo hipergeométrico) ou varidveis (modelo multinomial).

Usando o modelo hipergeométrico em [35] sdo deduzidas as férmulas para a média e a

variancia do nimero de pares concordantes (A). A hipdtese nula de acordo devido ao

_A-E(4)

\Jvar(A)
e assumindo que, para grandes valores de R, C' e n, segue uma distribuicao Normal

acaso pode ser testada usando a estatistica de Brennan € Light [35]: Z4

estandardizada. Os autores fizeram um estudo empirico para testar a validade da
aproximacao a Normal tomada pela estatistica apresentada, usando valores pequenos
de R, C e n e obtiveram uma boa aproximacao, mostrando ainda que a validade da

aproximacao depende mais dos valores de R e de C' do que de n.

Em [116] é apresentada uma generaliza¢ao do estudo apresentado em [35], mais conc-
retamente é obtida uma funcao mondtona da estatistica de Brennan é Light, baseada
na generalizacao de um coeficiente de correlagao, acompanhada de uma interpretacao
probabilistica, permitindo uma simplificacao do calculo daquela estatistica. Con-
siderando somas marginais fixas e variaveis, sao deduzidas as formulas para a média
e a variancia do nimero de pares concordantes. No mesmo contexto, é sugerida uma
estatistica com uma distribuicao assimptoticamente Normal de uma amostra de grande
dimensao, para testar a hipétese nula de que o acordo existente nos pares concordantes

seja devido ao acaso.

Em [38] é referido que a distribuicdo Normal para o nimero de pares concordantes
definido em [35] é inadequada, particularmente quando uma ou as duas parti¢oes tém
um numero muito aproximado de elementos em cada classe. Neste trabalho prova-
se que se as margens da tabela de contingéncia sao constantes, A é claramente uma
funcao linear da estatistica x? para testar a associacao da tabela e espera-se que
seja aproximadamente uma funcao linear de uma distribuicao do qui-quadrado com
(R —1)(C — 1) graus de liberdade. Isto sugere que a distribui¢ao de A devera estar
longe da distribuicao Normal se R e C' forem pequenos mesmo que n seja grande.
Usando o método dos momentos fez-se uma aproximacao da distribuicao de A por
uma funcao linear da distribuicao do qui-quadrado, defendendo que a aproximagao do

qui-quadrado da estatistica A é melhor do que a aproximacao a Normal.
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2.5.4 Indice de Rand Ajustado de Morey e Agresti

Nesta seccao é proposto um ajuste do indice de Rand permitindo ao utilizador com-
parar duas particoes diferentes, corrigindo o indice de modo a que tome em conta o

contributo do acaso para qualquer semelhanca verificada.

O Indice de Rand Ajustado de Morey e Agresti (IRA) consiste num ajustamento do

indice de Rand para o acaso e é definido por [167]:

C
" 22
2D =
1=17=1
IRA = ’ G

[R c } ER:”Z”%

<
—

3{0?
—

(2.16)

i=1  j=1

n2

Verifica-se —1 < ITRA < 1, o indice toma o valor é 1 quando as duas partigdes sao
idénticas, toma o valor 0 quando o acordo verificado entre as duas partigoes se deve ao
acaso e toma valores negativos quando o grau de semelhanca entre as duas particoes

¢ menor que o valor esperado por uma atribuicao ao acaso.

Se se classificar uma amostra aleatéria com numero fixo de classes, entao a estatistica
IRA segue uma distribuicao aproximadamente Normal. A variancia assimptdtica para

a estatistica IRA ¢é calculada usando o método delta [88].

2.5.5 Indice de Rand Corrigido de Hubert e Arabie

A dedugao apresentada em [167] (e usada em [164]) é contestada por Hubert € Arabie
em [113] por ser desenvolvida com base num pressuposto falso, o qual advogava que
o valor esperado do quadrado de uma variavel aleatéria é igual ao quadrado do valor

esperado dessa variavel.

Vejamos entdo como em [113] é feita a correcgdo da estatistica de Rand para o

acaso, associando-lhe uma interpretagao probabilistica, ou seja, tomando em conta
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o contributo do acaso no valor do indice que tera de ser um valor constante (ex. zero).

Sob o pressuposto hipergeométrico para as somas marginais da tabela de contingéncia,

mostra-se que o valor esperado do indice de Rand é dado pela seguinte expressao:

()5 (v) £(5)-5(2)
E(IR) = 1—1—21:1 =t =l j=1

. (2.17)
n n
2 2
Usando a féormula geral de um indice I corrigido para o acaso:
I —E(I)
_ 2.18
Tnaz — E(I) (2.18)

que ¢ limitado por 1 e toma o valor zero quando o indice iguala o seu valor esperado,
o Indice de Rand Corrigido de Hubert e Arabie (IRC) é dado por [113]:

2(v)-(5) £(%)5(Y)
IRC = ’ 7 (2.19)
1E [ n, “ ( n, n m o n n.;

Este indice toma valores em [—1, 1], onde o valor 1 indica um perfeito acordo entre as

duas partigoes, enquanto que valores proximos de 0 correspondem a um acordo entre

as particoes devido ao acaso.

Este indice vai ser usado ao longo da dissertagao sempre que for necessario comparar
duas partigoes.

2.5.6 Indice de Jaccard

O indice de Jaccard é dado por

J=— 2.20
a+c+d ( )
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Este indice ignora os casos de tipo II, ou seja, nao considera os casos em que os pares
de elementos sao classificados em classes diferentes em ambas as partigoes. Em [160],
na realizagao de algumas experiéncias, verifica-se que o indice de Rand e de Jaccard
apresentaram uma elevada correlagao (0.937), mostrando que de facto, os pares de

tipo II podem nao ter uma grande influéncia na comparacao de particoes.

2.5.7 Indice de Fowlkes & Mallows

Em [69] é apresentada uma medida numérica do grau de semelhanca entre classifica¢oes
hierarquicas representada por By, sendo calculada a partir das parti¢coes obtidas pelo
corte das arvores representativas das classificagoes hierarquicas, num nivel tal que
origine k classes em cada uma. Deste modo, e tal como foi notado em [173] e [219],
esta medida ¢é aplicada a partigoes sem se ter em conta a estrutura hierdrquica em
cada uma das classificagoes, por exemplo o nivel onde se cortou cada uma das arvores
¢ ignorado. Para este indice ¢é calculada a média e a variancia sob o pressuposto de que
as somas marginais da matriz [n;;] sdo constantes, ou seja, considera-se constante o
numero de elementos em cada uma das classes de cada uma das classificagoes. Através
de algumas experiéncias baseadas no método Monte Carlo, compara-se By com o
Indice de Baker 9] e com o Indice de Rand [189]. Nesta seccao vamos considerar o
caso particular em que na tabela de contingéncia se tem R = S = k (apesar de esta

restri¢ao nao ser necessaria segundo [219]). A medida proposta é dada por [69]:

By = —t (2.21)

onde
ﬂ:ZZ(?):ZZ@—n (2.22)
ko k
&:Z(£>:Z@—n (2.23)

@=2(3)=Z@—n (2.24)
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k k koK
n; = Z”ij ;ony o= Z”ij con. = n = ZZTLZ] (2.25)
=1 i=1

i=1j=1

Verifica-se 0 < B < 1, existindo uma correspondéncia directa entre valores altos do
indice e um acordo entre as duas particoes a serem comparadas. Sob o pressuposto
hipergeométrico para as somas marginais da tabela de contingéncia, os autores de-
duzem as expressoes para a média e a variancia de By. Neste trabalho é deduzida
outra férmula para o indice de Rand baseada nas expressoes (2.22), (2.23) e (2.24) e
usando o mesmo pressuposto de margens fixas, sao deduzidas a média e a variancia

para este indice.

O indice de Fowlkes & Mallows também pode ser dado por [163]:

a

By = (2.26)
(a+b)(a+c)

2.5.8 Indice de Youness & Saporta

Mais recentemente em [225] foi proposto um novo indice de comparagdo de duas
particoes do mesmo conjunto de dados, baseado no teste de Mac Nemar. Este é
um teste nao paramétrico frequentemente usado para verificar a igualdade de duas
proporgoes em amostras encaixadas. Por exemplo, represente-se por @' o nimero de
individuos que mantém a mesma opiniao favoravel, antes e depois de uma campanha;
represente-se por b’ o nimero de individuos que mantém a mesma opiniao desfavoravel,
antes e depois de uma campanha; finalmente, considere-se ¢ e d’ a frequéncia daqueles
que mudaram de opiniao no decurso da campanha. A estatistica de teste correspon-
dente a hipdtese nula de que as mudancas de opiniao sao equiprovaveis é dada por
[225]:

d—¢
Mec=— 2.27
Ve +d ( )
que segue uma distribuicao aproximadamente Normal de média zero e desvio um, para

n grande.
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Usando o teste para o conjunto de pares de objectos, obtém-se uma nova medida de

comparagao entre duas partigoes [225]:

Me = L (2.28)

2.5.9 Comparagao entre Alguns Critérios Externos

J& foram feitos alguns trabalhos de comparacao entre alguns indices apresentadas
nesta secgio, entre eles refira-se um trabalho apresentado em [164] no qual usando
técnicas de Monte Carlo se comparam os indices: indice de Rand (IR), indice de
Rand Ajustado de Morey e Agresti (IRA), indice de Jaccard e indice de Fowlkes &
Mallows. Como resultado das experiéncias concluiu-se que os indices IRA e de Jaccard
apresentaram um melhor desempenho na avaliacao da capacidade de recuperacao da
estrutura existente nos dados por um método de classificacao hierarquica. No entanto,
neste trabalho os indices s6 foram aplicados a particoes com o mesmo numero de
classes. Em [163], os quatro indices referidos no trabalho anterior e ainda o indice de
Rand Corrigido de Hubert & Arabie (IRC) foram comparados usando parti¢oes com
diferente niimero de classes. Os indices sao usados na comparacao do resultado obtido
pela aplicacao de um algoritmo hierarquico ao conjunto de dados, com a particao que

indica a estrutura em classes que se sabe existir no conjunto de dados.

O estudo apresentado foi efectuado comparando uma particao com um numero de
classes fixo representando a estrutura que se sabe existir no conjunto de dados, com
diferentes niveis de uma hierarquia, ou seja, com partigoes com diferente ntimero de
classes. O resultado do estudo mostrou que os indices IRA e IRC apresentaram um
bom comportamento para o caso nulo de auséncia de classes, concluindo-se, no entanto,

que o Indice de Rand Ajustado de Hubert e Arabie foi mais eficiente.



Capitulo 3
Escolha do Numero de Classes

Sendo a analise classificatéria um processo nao supervisionado, nao é suposto existir
algum conhecimento sobre a estrutura dos dados, capaz de fornecer informagao ttil
para a identificacao do nimero de classes. Assim, um dos problemas mais persistentes
no contexto da andlise classificatoria, consiste no desconhecimento a priori do niimero
de classes existente no conjunto de dados. O problema é muito pertinente uma vez
que o numero de classes é um dos parametros de entrada de um elevado nimero
de algoritmos de classificacao, condicionando sobremaneira a eficacia dos métodos.

Assim, torna-se muito importante toda a investigacao realizada nesta area.

O processo que orienta a escolha do niimero de classes existente no conjunto de dados,
¢ diferenciado de acordo com o tipo de algoritmo de classificacao usado. Quanto aos
algoritmos de particao, a parte de algumas excepgoes, a investigacao tem consistido
no desenvolvimento de alguns indices de validacao que, associados a algoritmos de
classificacao e aos seus parametros de entrada, pretendem indicar o niimero de classes
existente no conjunto de dados. Pretende-se seleccionar o algoritmo e a combinagao
dos valores dos seus parametros de entrada, que correspondem a particao que melhor
descreve a estrutura em classes dos dados. Seguindo esta abordagem, os algoritmos de
classificacao sao executados para diferentes valores dos seus parametros de entrada,
obtendo-se uma partigao para cada combinagao de valores, para a qual é calculado um
indice de validacao. Escolhe-se a particao em k classes, aquela que obedece ao critério
estabelecido pelo indice de validagao. Se o algoritmo de classificagao tiver como tnico
parametro de entrada o ntmero de classes k, faz-se variar o seu valor, em geral de
2 até um numero maximo k... Um dos problemas que surgem neste contexto, diz

respeito ao valor de k., a escolher. Na literatura nao existem guias de accao para

7
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uma boa escolha deste valor; no entanto, se nao existir qualquer informacao acerca do

numero de classes presente no conjunto de dados, pode considerar-se k.. < v/n [182].

Esta estratégia funciona se o indice nao for tendencioso com o niimero de classes. Infe-
lizmente muitos indices de validagao conhecidos apresentam um aumento (diminuicao)
do seu valor, a medida que o ntimero de classes aumenta. Sendo assim, localizar
um minimo (méximo) local indicador do valor de k, pode nao identificar uma boa
particao. Para indices que apresentem esta indesejavel tendéncia, a alternativa é
procurar o valor de k para o qual ocorre localmente uma mudanca significativa do
valor do indice de validagao, identificando-se graficamente como um ”cotovelo”. Uma
outra fonte de complicagoes, associadas a muitos dos indices neste contexto, é que os
seus comportamentos dependem de muitos outros factores tais como o numero e a

dimensionalidade dos elementos no conjunto de dados [216].

Nas excepgoes a abordagem anterior refiram-se os métodos baseados numa mistura de
modelos nos quais se assume que os dados sao gerados por um modelo misto, no qual
cada componente é interpretado como uma classe, e pressupoe-se que cada elemento
do conjunto de dados foi gerado por uma e uma sé das classes ou componentes. Neste
tipo de abordagem, dado o conjunto de dados no qual nao ¢ conhecida a componente
origem de cada elemento, sdo inferidos os parametros das fungoes de densidade (as
classes) ([11] e [209]). O nimero de classes que melhor reflectem a estrutura do
conjunto de dados, pode ser estimado usando modelos probabilisticos baseados em
testes de Monte Carlo com valida¢do cruzada [207]; ou pode ser inferido supondo uma
mistura de modelos gaussianos nos dados e pela deteccao de um ”cotovelo” na curva de
méxima verosimilhanca [19]; ou ainda usando uma aproximagao Bayesiana, pela qual
o problema da escolha do niimero de classes é resolvido em simultaneo com a escolha
do melhor modelo ([70] e [11]). Em [43] é apresentado o método AUTOCLASS que é
um algoritmo baseado no modelo classico de mistura de componentes, suplementado
por uma método Bayesiano para determinar o ntimero de classes. Neste método nao
se considera que cada elemento pertence a uma tnica componente ou classe, mas sao
calculadas as probabilidades de um elemento pertencer a cada uma das classes. Em
[215] sao apresentados novos critérios de classificagdo para serem usados no caso em
que se pode supor uma mistura de distribuicoes normais multivariadas no conjunto
de dados. Os critérios baseiam-se em abordagens Bayesianas e de méxima verosimil-
hanca, correspondentes a diferentes pressupostos sobre as matrizes de covariancia da

mistura de componentes. Os métodos de reamostragem, habitualmente utilizados no
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contexto da analise discriminante, podem também ser usados para estimar o nimero

de classes em analise classificatéria [77].

Tém surgido na literatura muitos indices de validacao considerados como medidas
da qualidade de uma classificacao, pretendendo identificar estruturas que reflectem
melhor a organizacao dos dados em classes, quando tal estrutura existe. No entanto, é
muito dificil definir indices de validagao que sejam completamente fidveis para qualquer
que seja o conjunto de dados. O melhor que se consegue é a definicao de alguns indices
de validacao que apresentam uma elevada fiabilidade para conjuntos de dados com
determinadas caracteristicas. E dificil definir um indice de validacao que seja fidvel
para todos os conjuntos de dados. Tal como referido em [182]: "no matter how good

your index is, there is a data set out there waiting to trick it (and you)”.

Segue-se a descrigao de alguns indices de validacao que tém como tarefa principal
identificar o nimero de classes existente no conjunto de dados. Estes indices inserem-
se no contexto da validagao relativa do resultado da aplicacao de um algoritmo de
classificacao, uma vez que consiste na comparacao de diferentes particoes de um mesmo
conjunto de dados, resultantes da aplicacao do mesmo algoritmo com diferentes valores

para os seus parametros de entrada.

3.1 Indice de Validacido SD

O Indice de validacio SD é proposto em [104] e a sua definigao é baseada nos con-
ceitos de dispersao média das classes e separagao total entre classes, definidas usando
dissemelhancas intra-classes e entre classes. Basicamente, este indice selecciona a
particao cuja densidade de pontos dentro das classes € muito maior do que a densidade

de pontos entre classes. Assim, o indice pretende identificar classes compactas e

isoladas. Consideremos Q = {x1,...,2,} o conjunto de n elementos descritos por
t atributos numéricos, e C', ..., C} uma particao em k classes de nq, ..., n; elementos
e ry,...,T representantes, respectivamente. Represente-se por ((€2) a dispersao do
’ . 1 n
conjunto de dados, definida para a t*"™& coordenada, por (Q) = — > (zj — T;)?
n

=
L I

onde Z; ¢ a t*"™@ coordenada de X = = x;, Va; € Q. Represente-se por ((C;) a

=

S
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L. 1

dispersdo da classe C; e defina-se, para a t*S'"™? coordenada, (;(Ci) = — > (zj1—ru)?
i jea;

onde r; é o representante da classe C; e A; é o conjunto dos indices dos elementos

pertencentes a classe C.

O indice tem uma ordem de grandeza linear, e é definido por:

SD(k) = ~vScat(k) + Dis(k) (3.1)
_ LN IC@ ey pii ¢ -
onde Scat(k) = = (') e Dis(k) é a separagao total entre classes, dada
bor kim 116() Il

D k k -1
Dis(k) = == (Z I — Tj||2> (3.2)
Diin i=1 \j=1
onde Doy = max{||r; — 7;|2}Vi, 7 € {1,2,...,k} € Dy, = man{||r; — r;||2}Vi,j €
{1,2,...,k} sdo respectivamente a distancia maxima e minima entre representantes
das classes. O factor v é um factor de balango e é igual a Dis(kpa,) quando ke €
o numero maximo de classes. A influéncia do nimero maximo de classes relacionado
com o factor de balango é discutido em [102], sendo provado que o valor indicativo do
nimero de classes é obtido quase independentemente do valor maximo de classes. O
nimero de classes presentes no conjunto de dados é aquele que minimiza o valor do

indice.

3.2 Indice de Davies-Bouldin (DBI)

O indice de Davies-Bouldin é baseado na ideia de que uma boa particao é aquela para
a qual as medidas de separacao entre classes e a densidade das classes apresentam
valores altos. O indice é uma func¢ao da razao entre a soma da dispersao intra-classes

e a separacao entre-classes e é dado por [49]:

k
=1

s

1
Hiz flg= (@)
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onde

s{ + 51

Rij = R(Sq Sq dlj) = d
ij

(3.4)

19 °4)

1 1
q _ q _ . ~
sendo s = — dDllaj—rillges]= p— > |l @ —r; ||q as dispersoes das classes C;
i jEA; J i€A;
e Cj respectivamente, r; e r; e A; e A; sao respectivamente os centros de gravidade

e os conjuntos dos indices dos elementos das classes C; e C;. Finalmente d;; ¢ a

dissemelhanca entre os centros das classes C; e Cj.

Uma vez que o objectivo é minimizar a dispersao dentro de classes e maximizar a
separacao entre classes, o numero de classes k que minimiza R, é tomado como o valor

indicativo do nimero de classes existente no conjunto de dados.

3.3 Indice de Dunn (DI)

O indice de Dunn tenta identificar particoes de classes compactas e isoladas. O ntimero
de classes que maximiza o valor do indice é tomado como o valor de k, adequado ao
conjunto de dados. O indice é dado por [18]:

DI = min min 2C: G) (3.5)
{i=1, k=13 | G=it+1,..k} | maxg—1 g {A(C,)}

onde 6(C;, C;) é a dissemelhanca entre as classes C; e C;, dada por exemplo, pela média

das dissemelhangas entre pares de elementos de cada uma das classes. O valor A(C})
representa o diametro da classe C,., sendo dado, por exemplo, pela dissemelhanca

maxima entre pares de elementos da classe.

Se o conjunto de dados contém classes compactas e bem separadas, entao espera-se
que a dissemelhanga entre as classes seja grande e o diametro das classes seja pequeno.
Sendo assim, e baseando-nos nas definicoes do indice de Dunn, pode-se concluir que

grandes valores do indice indicam a presenca de classes compactas e bem separadas.
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O desempenho do indice de Dunn depende sobremaneira das defini¢coes da dissemel-
hanga entre classes d(, -) e do didmetro das classes A(-). Em [18] foi feito um estudo
de comparacao entre varias defini¢coes para estas duas medidas. Para a dissemelhancga
entre classes o autor definiu seis medidas diferentes: o minimo entre as dissemel-
hangas de pares de elementos pertencentes a classes diferentes (9;); o0 méximo entre as
dissemelhancas de pares de elementos pertencentes a classes diferentes (d3); a média
entre as dissemelhangas de pares de elementos pertencentes a classes diferentes (d3); a
dissemelhanca entre os centros das classes (d4); a média das dissemelhangas entre os

elementos das duas classes e os respectivos centros (J5); e ainda a métrica de Hausdorff
(0¢) definida por:

36(S,T) = Orausdors; (S T) = max{s(S,T),8(T, )} (3.6)

onde

5(57 T) = ma’x{ZES}{min{yET}{d(‘xay>}}
5(T7 S) = max{yET}{min{IES}{d(‘rvy)}}

sendo esta medida menos sensivel a presenca de pontos isolados.

Foram definidas trés medidas para o diametro de uma classe: o maximo das dissemel-
hangas entre pares de elementos da classe (A;); a média das dissemelhangas entre
pares de elementos da classe (Ay); e a média das dissemelhangas entre os elementos

da classe e o centro da mesma (Aj).

Combinando estas medidas é possivel definir dezoito variagoes do indice de Dunn. Das
experiéncias realizadas [18] concluiu-se que os indices de Dunn que usam a medida d;
ou Ap, apresentam um pior desempenho devido a grande sensibilidade destas medidas
relativamente a pontos isolados. Este facto é consequéncia de os calculos englobarem s6
dois dos elementos da classe, e nao todos, como acontece para algumas outras medidas.
As medidas que conjugam A; com d3, d4 ou d5; e Az com d3 ou 05 apresentam bons
desempenhos. No estudo referido, as medidas d3 e d5 foram eficazes, sendo referido

que outros estudos mostram o bom desempenho de dg.
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3.4 (eneralizacao dos Indices Davies-Bouldin e de

Dunn usando Conceitos da Teoria dos Grafos

Em [183] s@o apresentadas formas generalizadas para os indices de Davies-Bouldin
(BDI) e de Dunn (DI), utilizando conceitos da teoria de grafos, de modo a abranger

classes nao esféricas e serem robustos na presenca de ponto isolados.

Considere-se uma correspondéncia directa entre os vértices do grafo e os elementos
do conjunto de dados. Os grafos Arvore de Comprimento Minimo (Minimal Spanning
Tree) (ACM), Grafo de Vizinhanga Relativa (Relative Neighborhood Graph) (GVR) e
Grafo Gabriel (Gabriel Graph) (GG) sao frequentemente usados no contexto da analise

classificatoria, e sao nesta secgao aplicados a construcao de indices de validacgao.

Definamos resumidamente cada um deste grafos. Consideremos um grafo representa-
tivo dos dados, no qual os arcos estao ponderados pela dissemelhanca entre os vértices,
representando o custo do arco. Quaisquer dois vértices estao ligados por um caminho
ou sequéncia de arcos, cujo custo ¢ igual ao custo maximo de entre todos os arcos
presentes no caminho. Um grafo ACM é um grafo deste tipo sem ciclos e de custo
minimo. Num grafo GVR, dois vértices x; e x; estao ligados se se verificar d(x;, ;) <
maz{d(x;, i), d(z;, ), Vk, k # i,k # j} onde d(z;, z;) é a distancia euclideana entre
x; e xj; ou seja, se nenhum outro vértice do conjunto pertence a interseccao das duas
bolas de raio d(x;, ;) e de centros z; e x;. Finalmente num grafo GG, dois vértices z; e
x; estao ligados se se verificar d*(x;, z;) < d*(x;, x)+d?*(z;, vx), Vk, k # i,k # j onde
d?(x;, z;) é o quadrado da distancia euclideana entre z; e ;; ou seja, se nenhum outro
ponto do conjunto pertence a bola de diametro d(z;, ;) centrado no ponto médio do
segmento entre z; e ;. Seja e um arco do grafo representativo dos dados e seja c(e)

o custo do arco e, dado pela distancia entre os seus vértices extremos.

Sejam EACM  EGVE o EGCG (r =1... k), o conjunto de arcos que unem elementos da
classe C,., obtida por algum algoritmo de classificacao aplicado ao conjunto de dados,
no qual foi imposta uma estrutura de acordo com cada um dos trés tipos de grafos. Se-
jam Aaca(Cr) = max{c(eAM)][eAM ¢ BACMY NGy p(C,) = max{c(eSVE)|eCVE €
ESVEY e Aga(C,) = max{c(e€9)]efC € EYC}. Estas medidas podem ser substituidas
em (3.5) proporcionando mais trés versoes diferentes para o indice de Dunn. Quanto ao

indice de Dawvies-Bouldin, podem obter-se trés novas versoes do indice se substituirmos
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em (3.4) a dispersao de cada classe C,. (r = 1,...,k) por Aacnm(C,), Agvr(C,) ou
Aga(C)).

Da andlise dos resultados de algumas experiéncias [183], concluiu-se que todas as
generalizagoes do indice de Dunn mostraram ter um melhor desempenho do que o
indice original, sendo o indice que usa o Agg(C,.) o melhor. Os indices generalizados
do indice de Davies-Bouldin mostraram-se mais eficientes na deteccao de classes em

forma de cadeia, e menos sensiveis na presenca de pontos isolados.

3.5 Indice de Krzanowski € Lai

Sejam {z;;}, i =1,...,n; 7 = 1,...,t os elementos a classificar. Suponhamos que
o conjunto de dados foi classificado em C4,...,C} classes de nq,...,n; elementos,

respectivamente. Em [134] é proposto o indice:

DIFF(k)
KLEk)=|—"— )
(k) |D[FF(/£+1)‘ (38)
onde
DIFF(k) = (k — 1)*'Wy_1 — E/'W, (3.9)
e
kol
Wp,=> —D, e D.= Y dy (3.10)
=1 21, 00! €Cy il
t
onde d;; = Z(x” — xi/j)Q é o quadrado da distancia euclideana entre os elementos

Jj=1
x;,x; € Cp. O valor de k indicativo do niimero de classes é aquele que maximiza o

valor do indice, identificando assim uma particao na qual a soma das distancias entre

pares de elementos pertencentes a mesma classe, é a menor possivel.
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3.6 Estatistica Silhouette de Kaufman € Rousseeuw

A estatistica Silhouette de Kaufman € Rousseeuw proporciona um método grafico
de verificagao da densidade e isolamento de classes, diferenciando entre elementos do

centro e da fronteira da classe. A estatistica é dada por ([199] e [131]):

__ b(@) —alx)
s(2) = max(a(x),b(x))

(3.11)

onde a(x) é a dissemelhanga média do elemento = a todos os outros elementos per-
tencentes & mesma classe, b(x) é a dissemelhanga média do elemento = a todos os
elementos pertencentes a classe que lhe estd mais préxima, ou seja, a classe que
minimiza esta média. Verifica-se —1 < s(x) < 1, sendo os valores negativos indicativos
de que os elementos sao similares aos membros de outras classes, e valores perto de
1 indicam que os elementos pertencem fortemente a classe na qual foram colocados,
indicando que o elemento foi bem classificado. O valor indicativo do niimero de classes
no conjunto de dados, é dado pelo valor que maximiza a média de s(z) para todos os

elementos do conjunto de dados.

3.7 Gap Statistics

Esta estatistica pretende estimar o nimero de classes existente num conjunto de dados,
comparando a dispersao intra-classe com o valor esperado sob o modelo nulo Unimodal.
Ou seja [217],

Gapa(k) = E;(log(Wy)) — log(WW}) (3.12)

onde Wj, estéd definido em (3.10), E representa o valor esperado, para uma amostra de
tamanho n, a partir da distribuicao de referéncia. A estimativa do niimero de classes
é o valor de k para o qual a diferenga entre log(W}) e a curva de referéncia é maior, ou
seja, é o valor que maximiza Gap, (k) apds se considerar a distribui¢ao da amostra. E
conhecido que a inércia de uma classificagao diminui a medida que o ntimero de classes
aumenta, podendo-se identificar o niimero de classes correcto aquele que corresponde

a um ”cotovelo” no grafico. Esta estatistica pretende formalizar esta heuristica.
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3.8 Estatistica Modificada de Hubert

A estatistica modificada de Hubert [112] é um indice de validagdo externo e mede
o grau de semelhanca entre o conjunto de dados representado pela sua matriz de

dissemelhanca, e a estrutura imposta por um algoritmo de classificagao.

Seja P = [p;;] uma matriz de dissemelhanga n X n e p;; alguma medida de dissemel-

hanca entre os elementos ¢ e j. A matriz ) = [¢;] é uma matriz n x n definida
por:

G = |7 —reg) |2 (3.13)
parai,j =1,2,...,n; L(i) = m se o elemento i pertence a classe m e rz( é o centro

de gravidade da classe a qual o elemento ¢ pertence.

A estatistica de Hubert I', é definida a partir de P e @) e é dada por:

[(P,Q) = nz_:l z”: Dijqij (3.14)

i=1 j=i+1

Na sua forma normalizada, I' surge como um coeficiente de correlagao simples entre
as entradas de P e de Q:

1 n—1 n - -
M Z Z (Pij = P)(g; — )
M(PQ) = — —I=* 3.15
(P.Q) s (3.15)
onde M = nin —1) e
2
LYy LSy
D= Dij» = == qi
M i=1 j=i+1 ! M i=1 j=i+1 !
1 n—1 n 1 n—1 n
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Para o indice normalizado tem-se —1 < IV < 1. O indice IV mede a relacao linear

entre as entradas de P e de Q).

Considere-se ainda, m; = a + d (nimero de elementos que pertencem a mesma classe
na primeira partigdo) e ms = a + ¢ (nimero de elementos que pertencem a mesma

classe na segunda partigao); mostra-se que [216]:

Ma — myms

=
mlmg(M — ml)(M — TTLQ)

(3.16)

Experiéncias praticas [112] mostram que este indice tem tendéncia a aumentar com o
niumero de classes. Sendo assim, nao sao os valores absolutos da estatistica modificada
que sao examinados mas sim as mudancas verificadas nos valores como funcao do
numero de classes, identificando-se assim, o numero de classes bem separadas, no

"cotovelo” do grafico representativo dos valores do indice contra o nimero de classes.

3.9 Indice de Lerman_Costa Silva

Nesta seccao ¢ apresentado um indice que pretende determinar o nimero de classes
existente num conjunto de dados, caracterizados por atributos numéricos e categoricos.
Este critério resultou de uma linearizagao do indice de Lerman [140] e consequente
extensao a atributos mistos ([141], [142] e [205]).

Consideremos um conjunto €2 de n elementos caracterizados por ¢ atributos (ou variaveis)
numéricos. Como resultado da aplicacao de um método de classificagao nao hierarquica
ao conjunto €2, obtém-se uma particdo em k classes. Designemos por C* uma dessas
classes, ny o nimero de elementos da classe, g, o centro de gravidade da classe e I, o

conjunto dos indices dos elementos da classe ¢. O indice linear é dado por [142]:

1

rXs 4
2 1<k i€l

S Y & (w1 9°) — g iz) e (3.17)

onde

> {[d2(f€,g)}2} — g (3.18)
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sao respectivamente a média e a variancia das distancias de todos os elementos do

conjunto ao centro global, g.

Sejam ainda

T = ZTLIZ € S=n"—r (319)
1<e<k

O valor minimo do indice ¢ indicativo do niimero de classes existente no conjunto de

dados.

O indice de Lerman_Costa_Silva LCS, consiste na adaptacao do indice definido em
(3.17) a conjuntos de dados com atributos mistos, podendo ser numéricos e/ou categdricos.
Sejam Q = {z1,...,z,} o conjunto de dados e z;; o valor do atributo j do objecto z;.
Considere-se que este valor ¢ numérico se 1 < j < £ e é categéricose £ +1 < 5 <t

(t > ¢). A dissemelhanca entre z; e xy pode ser calculada pela seguinte férmula [111]:

dZ(J}i7 xi’) = Z (*Tz'j — xi’j)2 + Y Z 5 (l‘ij, xi’j) (320)

1<j<¢ CH1<s<t
onde

1 Se Tij 7é Tt

O (zij,xqj) = { (3.21)

0 se @y =axy

para £ + 1 < 57 < t. O parametro de equilibrio v evita o favorecimento de um dos
dois tipos de atributos, e é dado por 30% da média aritmética dos desvios padrao dos

atributos numéricos.
O centro de gravidade do conjunto € adaptado a atributos mistos é dado por [111]:

g = (gla"‘7gh7"‘7gfuff+17‘"7ff+j7"‘7ft) (322)

onde g ¢ a média da componente h em 2, 1 < h </, e f,;; representa a moda da

variavel categorica ¢ + j (a categoria mais frequente em Q), 1 < j <t — /.
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3.10 Aplicacdo do Indice de Lerman _Costa Silva e

Comparacao com alguns Indices

Nesta seccao pretende-se avaliar o desempenho do indice de Lerman_Costa_Silva LCS,
aplicado a partigoes obtidas por um método de particao estendido a atributos mistos

(k-prototype), comparando-o com alguns indices definidos em secgoes anteriores.

O algoritmo k-prototype [111] é uma extensao do algoritmo das k-médias suportando
atributos mistos (numéricos e/ou categoricos). Neste algoritmo, a dissemelhanga entre
dois elementos é dada por (3.20). Os centros de gravidade sao determinados pela média

dos atributos numéricos e pela moda dos atributos categdricos (3.22).

3.10.1 Geracao dos Conjuntos de Dados

Os conjuntos de dados usados nesta sec¢ao foram gerados como se segue. O gerador de
dados produz classes de formas esférica e eliptica com densidades de pontos diferentes
no interior de cada classe. Cada classe é composta por trés circulos ou elipses com
o mesmo centro mas com diferentes raios ou parametros elipticos. Em cada arco de
circulo ou de elipse os pontos sao atribuidos com diferentes probabilidades, podendo
algumas delas ser zero. Para a geracao de uma classe esférica deverao ser fornecidos

os seguintes parametros, representados na figura 3.1:
<p><a><b><r ><ry><ryg>< pp >< Py >< p3 >

onde p é a percentagem de elementos que deverdo pertencer a esta classe, (a,b) é o
centro das trés circunferéncias, de raios r1, o e r3. O valor p; é a percentagem dos
p elementos que pertencem ao circulo (A;), pe é a percentagem dos p elementos que
pertencem & coroa circular central (As) e p3 é a percentagem dos p elementos que

pertencem a coroa circular mais exterior (Ajz).

Para a geracao de classes elipticas deverao ser fornecidos os seguintes parametros,
representados na figura 3.2:

<p><a><b><a; ><b ><as >< by ><az >< by ><p; >< py >< p3 >

onde p é a percentagem de elementos que deverdo pertencer a esta classe, (a,b) é o

centro das trés elipses, cujos parametros sao (ai,b1), (az,b2) e (as, b3). O valor p
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Figura 3.1: Esquema de uma classe esférica obtida pelo gerador de classes artificiais.

é a percentagem dos p elementos que pertencem a elipse mais interior (£;), py é a
percentagem dos p elementos que pertencem a coroa eliptica central (Fs) e p3 é a

percentagem dos p elementos que pertencem a coroa eliptica mais exterior(Fs).

Figura 3.2: Esquema de uma classe eliptica obtida pelo gerador de classes artificiais.

O gerador de nimeros aleatérios entre dois ntimeros inteiros fixados foi obtido na

pagina da Internet: www.planet-source-code.com.
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3.10.2 Descricao dos Conjuntos de Dados

O primeiro conjunto de dados esta representado na figura 3.3, é composto por 20000
elementos caracterizados por dois atributos numéricos num espaco euclideano, dis-
tribuidos por cinco classes. A tabela 3.1 indica os parametros do gerador de dados
para as cinco classes do conjunto. A figura 3.4 representa a particao em cinco classes

identificada pelo método k-prototype.

Figura 3.3: Conjunto com 20000 elementos caracterizados por dois atributos

numeéricos.

Figura 3.4: Distribuicao em cinco classes identificadas pelo método k-prototype.

O segundo conjunto de dados deriva do primeiro, aumentando a dimensao com qua-

tro atributos categoricos com cinco categorias cada, seguindo a mesma distribui¢ao
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Tabela 3.1: Parametros do gerador de dados para as cinco classes do conjunto de
dados representado na figura 3.3

p a b |ri|r2|rs| p1|p2|D3
30 | 100 | 100 | 25 | 25 | 25 | 100
251100 [ 180 | 20 | 35 | 50 | 95
10 1140 | 65 | 15120 |25 | 80 | 15
20 [ 190 | 150 | 10 | 20 | 50 | 95
15 1225|225 | 10|20 |50 | 95

NN O N O

de probabilidades em elementos das mesmas classes, e distribuicoes diferentes entre
elementos de classes diferentes. Pretende-se deste modo, que a introducao dos quatro
novos atributos, nao modifique a distribuicao dos elementos nas classes. A distribuicao
de probabilidades das diferentes categorias dos atributos categéricos, estd representada
na tabela 3.2.

3.10.3 Resultados

O indice de LCS var ser comparado com os indices SD, DBI, DI e KL, definidos em
secgoes anteriores. No caso do indice DI optou-se pela média das dissemelhancas entre
pares de elementos de diferentes classes para definir a dissemelhanca entre classes. O
diametro de uma classe ¢ dado pela dissemelhanca maxima entre pares de elementos

da classe.

O algoritmo k-prototype foi executado para k = 2 até k = 15, sendo para cada uma

das partigoes calculados os indices indicados.

A figura 3.5 representa os valores do indice LCS, obtidos para cada uma das particoes
do primeiro conjunto de dados caracterizado por dois atributos numéricos. Como
se pode ver pelo gréafico, o valor minimo corresponde a k = 5 cuja particao esta

representada na figura 3.4.

A tabela 3.3 representa os resultados obtidos para todos os indices seleccionados. No
caso dos indices SD, DBI e LCS, o valor minimo dos indices é indicativo do ntimero

de classes, enquanto que para os indices DI e KL, o niimero de classes a considerar
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Tabela 3.2: Distribuicao de probabilidades das categorias dos quatro atributos
categoricos, para cada uma das cinco classes.
Atributo 1 Atributo 2
‘a’ b’ ¢’ &’ e’ 't g’ gy bk 5
0.072 | 0.116 | 0.115 | 0.642 | 0.055 0.066 | 0.109 | 0.668 | 0.078 | 0.079
0.070 | 0.570 | 0.186 | 0.112 | 0.062 0.084 | 0.172 | 0.142 | 0.503 | 0.099
0.075 | 0.190 | 0.119 | 0.122 | 0.494 0.070 | 0.101 | 0.596 | 0.131 | 0.102
0.080 | 0.188 | 0.566 | 0.132 | 0.034 0.091 | 0.114 | 0.568 | 0.145 | 0.082
0.071 | 0.170 | 0.581 | 0.124 | 0.054 0.060 | 0.698 | 0.040 | 0.127 | 0.075
Atributo 3 Atributo 4
'k’ T ‘m’ n’ 0’ P '’ T’ s’ 't
0.068 | 0.528 | 0.113 | 0.204 | 0.087 0.077 | 0.160 | 0.217 | 0.495 | 0.051
0.074 | 0.470 | 0.162 | 0.207 | 0.087 0.065 | 0.553 | 0.265 | 0.058 | 0.059
0.061 | 0.096 | 0.557 | 0.193 | 0.093 0.071 | 0.186 | 0.172 | 0.082 | 0.489
0.076 | 0.139 | 0.504 | 0.205 | 0.076 0.063 | 0.155 | 0.710 | 0.048 | 0.024
0.064 | 0.135 | 0.535 | 0.186 | 0.080 0.082 | 0.216 | 0.165 | 0.459 | 0.078

Tabela 3.3: Resultados da aplicagao dos indices as partigoes obtidas pelo método

k-prototype, para o conjunto de atributos numéricos.

SD DBI DI KL LCS

E=2 | 0392 | 0.795 | 0.446 | 2.030 | —10184.82
E=3 | 0.311 | 0.699 | 0.428 | 0.843 | —11402.02
k=41 0.176 | 0.423 | 0.298 | 0.940 | —11216.69
k=25 1| 0.089 | 0.162 | 0.454 | 5.637 | —11610.54
E=6 | 0.306 | 0.498 | 0.095 | 0.918 | —10991.47
E=7 | 1.503 | 0.557 | 0.092 | 0.986 | —10817.02

=8 | 2.559 | 0.620 | 0.079 | 1.118 | —10678.32
k=9 | 0.500 | 0.757 | 0.079 | 1.571 | —10528.74
k=101 0.404 | 0.888 | 0.078 | 0.755 | —9918.87
k=111 0.480 | 0.870 | 0.077 | 0.951 | —9719.78
k=121 2.689 | 0.873 | 0.069 | 2.870 | —9608.35
k=131 0.619 | 0.958 | 0.069 | 2.590 | —7096.19
k=141 2228 | 0.930 | 0.069 | 0.138 | —6195.30
k=151 0.680 | 0.948 | 0.069 | 0.419 | —6355.76
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Figura 3.5: Gréfico representativo dos valores do indice LCS para o conjunto de dados

com atributos numéricos, representado na figura 3.3.
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Figura 3.6: Gréfico representativo dos valores do indice LCS para o conjunto de dados
com atributos mistos.

corresponde ao valor maximo apresentado por estes indices. Como se pode ver pela
tabela, todos os indices foram eficazes na identificacao da particao em cinco classes
como aquela que melhor representa o conjunto de dados. No entanto, quanto aos
tempos de execucao os resultados sao diferentes. A tabela 3.4 representa o tempo de
execucao dos indices para as 14 particoes analisadas, sendo a execucao feita num PC
Pentium 4 de 3GHz a 512 Mbytes de RAM. Como se pode ver pela referida tabela, o
indice LCS apresenta o terceiro melhor tempo, tendo dois indices com pior tempo, os
indices DI e KL e dois com melhor tempo, os indices SD e DBI.

No caso do segundo conjunto com dados de atributos mistos, o grafico representativo
dos valores do indice LCS esta representado na figura 3.6, identificando também a
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Tabela 3.4: Tempos de execucao dos indices para as 14 particoes analisadas.

’ H Tempo (seg.) ‘

SD 0.34
DBI 0.52
DI 233.05
KL 70.14
LCS 30.66

particao em cinco classes.

Para analisar o segundo conjunto de dados com atributos mistos, foi feita uma extensao
de cada um dos indices para atributos mistos usando a mesma abordagem, quanto a
funcao dissemelhanca entre elementos e centros de gravidade, que a usada para o indice
LCS, definindo os indices SDM, DBIM, DIM e KLM.

Obtiveram-se os resultados representados na tabela 3.5. Como se pode ver pela tabela
s6 os indices KLM e LCS identificaram a particao em cinco classes. Tendo em conta
que para o conjunto de atributos numéricos, o indice KLM foi mais lento que o indice
LCS, os resultados mostram que relativamente a atributos mistos, o indice LCS é mais

eficiente que os indices considerados, estendidos a atributos mistos.

3.11 Determinacao do niimero de classes nos métodos

hierarquicos: Regras de Corte

Nos métodos hierarquicos, os procedimentos que procuram o valor mais apropriado de
k, sao em geral referidos como regras de corte. Usando estes métodos podemos seguir
dois caminhos. Por um lado, pode obter-se uma classificacao hierarquica completa,
seguindo-se a aplicacao de um indicador do nivel de ”corte” da estrutura em arvore,
de modo a obter-se o nimero de classes [8]. Ou por outro lado, pode existir um
parametro externo que, num determinado momento da execucao do método, faca parar
a reuniao ou divisao de classes, parando assim o processo de classificacao. Uma terceira
abordagem consiste em inserir no préprio processo de classificacao uma condicao a

satisfazer para que as classes sejam reunidas ([74] e [73]) ou separadas [81]. Em [162]
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Tabela 3.5: Resultados da aplicacao dos indices estendidos a atributos mistos, as

particoes obtidas pelo método k-prototype para o conjunto de atributos mistos.

SDM | DBIM | DIM | KLM LCS
k=2 ]0.0046 | 2.617 | 0.171 | 2.464 | —6727.16
k=3 || 0.0046 | 2.829 | 0.160 | 2.169 | —6745.33
k=4 || 0.0046 | 2.827 | 0.157 | 0.369 | —8240.39
k=5 || 0.0048 | 2.873 | 0.153 | 2.760 | —9348.47
k=6 || 0.0047 | 2.806 | 0.137 | 2.470 | —8725.75
k=71 0.0050 | 2.848 | 0.127 | 0.409 | —8388.48
k=8| 0.0055 | 3.084 | 0.122 | 2.445 | —8243.49
k=9 | 0.0054 | 2.941 | 0.120 | 0.492 | —6491.12
k=101 0.0055 | 2.948 | 0.121 | 2.062 | —6864.70
k=111 0.0058 | 3.132 | 0.112 | 0.468 | —6780.59
E=121 0.0059 | 2.984 | 0.108 | 1.682 | —7081.56
k=131 0.0062 | 2.924 | 0.107 | 0.863 | —6082.39
k=141 0.0074 | 2.938 | 0.099 | 1.951 | —6678.41
k=151 0.0084 | 3.156 | 0.110 | 0.419 | —6658.90

¢é apresentado um trabalho de comparacgao entre 30 regras de corte das quais as cinco

melhores classificadas estao representadas na tabela 3.6.

3.11.1 Indice de Calinski €& Harabasz

O indice ¢ dado por [39]:

CH(E) = m (3.23)
onde
W(k) = ZZ: Zc: d*(z,9.) e Bk)= | ‘_Z#'dz'sﬁ(ci,oj) (3.24)

sendo g, o centro de gravidade da classe r e dist(C;,C;) é a dissemelhanga entre

classes. Escolhe-se o valor de k que maximiza o valor do indice Calinski ¢ Harabasz,
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Tabela 3.6: Regras de corte consideradas as melhores em [162].
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Nome Férmula Referéncia
Indice de %
nski Wik [39]
Calinski € Harabasz nfk)
Indice de Je(2) 54
Duda & Hart Je(1)
1 d, — min(d
Indice C-Index w — min(du) [117]

Indice Gamma

)
s(+) — s(=)
o [10]

Indice de Beale F = [91]

identificando-se assim uma particao em que soma das dissemelhancas entre os elemen-
tos e o centro da classe a qual pertencem é menor que a soma das distancias entre

classes, ou seja, identifica classes compactas e isoladas.

Note-se que pela defini¢ao deste indice, este pode ser usado num contexto nao hierarquico,
tal como os indices referidos em seccoes anteriores, aplicado a diferentes particoes do

mesmo conjunto de dados.

3.11.2 Indice de Duda & Hart

Este critério é aplicado a algoritmos que seguem uma abordagem ascendente, e pre-
tende decidir sobre a reuniao ou nao de duas classes no processo de classificagao.
O indice é baseado na razao entre a soma dos quadrados das dissemelhancas intra-
classes das duas classes candidatas a serem reunidas (J(2)), e a soma dos quadrados
das dissemelhancas da classe resultante da reuniao (J(1)). A hipdtese de uma classe
é rejeitada, ou seja, as duas classes candidatas nao se reunem, se a razao for menor

que um dado parametro.
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3.11.3 Indice C-Index

dy — min(dy)

maz(dy) — min(d,)’
hancas intra-classes. O valor minimo ao longo dos niveis da hierarquia é usado para

Este indice é dado por [117]: onde d,, é a soma das dissemel-

indicar o nimero de classes éptimo. Em [160] prova-se que este indice é muito eficaz

na identificagdo do ntiimero de classes existente no conjunto de dados.

3.11.4 Indice Gamma

Este indice representa uma adaptagao da estatistica v de Goodman and Kruskal ([87])
para ser usada no contexto da anélise classificatéria [10]. Este indice ja foi referido
na Seccao 2.4, é calculado para cada nivel da hierarquia, sendo o nivel de corte dado

para valores maximos do indice.

3.11.5 Indice de Beale

Este indice aplica-se a métodos hierarquicos descendentes, e usa um F-ratio para testar
a hipotese da existéncia de ky contra k; classes no conjunto de dados (ks > ky). O
F-ratio avalia o aumento da média dos quadrado dos desvios dos valores dos elementos
das classes em relacao aos centroides, quando se vai de ko para k; classes, contra a
média dos quadrados dos respectivos desvios da particao com ks classes. As tabelas
F podem ser usadas com t(ky — ki) e t(n — ko) graus de liberdade, onde ¢ é o niimero
de atributos e n é o numero de elementos no conjunto de dados. Em cada nivel da
hierarquia é feito um teste de duas contra uma classes, continuando a classificacao até
que a hipdtese de uma classe seja rejeitada. A estatistica de teste para decidir se uma

classe deve ser dividida é dado por:

Wy — Wy
F= Wy (3.25)
-
M= 9% 1
m —

(onde Wy, Wy, m e t sdo definidos como para o indice anterior) com uma distribuicao

F, (k—2)¢, sob a hipétese nula, admitindo multinormalidade dos atributos. Rejeita-se a



Escolha do Niumero de Classes 99

hipotese de uma classe Unica para valores significativamente grandes de F.

3.11.6 Indices de Validagao Interna

Em [203] sao apresentados alguns indices de validacao interna que podem ser apli-
cados a cada passo de um algoritmo de classificacao hierarquica ascendente, com o
objectivo de em conjunto, orientarem na determinacao do nimero de classes existente
no conjunto de dados (ver [102] para uma aplica¢ao). Os indices sdo conhecidos como:
Root-mean square standard deviation de uma nova classe, mede a homogeneidade
das classes formadas em cada passo que devera ser menor do que no passo anterior;
Semi-partial R-squared, mede a perda de homogeneidade devido a reuniao de duas
classes, se o valor do indice for zero entao a nova classe é obtida pela reuniao de duas
classes perfeitamente homogéneas; R-squared, mede do grau de diferenca existente
entre grupos, um valor zero indica que nao existe diferenca entre grupos enquanto que
o valor 1 indica diferengas significativas entre grupos; Distancia entre Classes, mede a

distancia entre duas classes que sao reunidas num determinado passo.

3.12 Conclusao

A determinacao do ntmero de classes de um conjunto de dados numa anélise nao
supervisionada, nao é um problema de solugao facil devido a grande diversidade
dos conjuntos de dados, nomeadamente quanto a forma das classes ou ao tipo de
atributos. Esta questao é abordada de modo diferente de acordo com o tipo de
método de analise classificatoria: particao ou hierarquico. No caso hierarquico, tém
sido desenvolvidos indices que param a reuniao ou a separacao de classes no processo
hierarquico, seguindo uma abordagem ascendente ou descendente respectivamente.
Relativamente aos métodos de particdao, as solucoes que tém surgido na literatura
passam por desenvolver indices de validacao, que permitem medir a qualidade de
uma particao. Fazendo variar o valor de k entre limites pré-definidos, aqueles indices
pretendem identificar a particao que melhor reflecte a estrutura existente no conjunto
de dados. Neste contexto, foi apresentado o indice de LCS que associado ao método
de particao k-prototype, pretende identificar o niimero de classes existente no conjunto
de dados caracterizados por atributos mistos. O método proposto mostrou ser tao

eficiente como alguns indices existentes na literatura, no caso de atributos numéricos,



100 Capitulo 3

mostrando-se superior quando aplicado a atributos mistos.



Capitulo 4

Um Método de Particao Validado

por um Indice de Classificabilidade

Aplicando a teoria de grafos a andlise classificatéria, é proposto um método de clas-
sificacao nao hierarquica validado por um indice de classificabilidade. O método nao
requer qualquer pressuposto sobre a distribuicao dos dados. Os vértices do grafo
definido sobre o conjunto de dados, correspondem aos elementos a classificar; enquanto
que os arcos unem dois vértices se os elementos correspondentes do conjunto distarem
mais do que o valor de um parametro de controlo. O método é baseado na coloragao de
grafos e usa um algoritmo sequencial ajustado. O ntiimero e a composigao das classes
que melhor representam a estrutura existente no conjunto de dados, sao aqueles que
optimizam o valor do indice de classificabilidade. A ideia chave deste indice é a de
que existem k classes compactas e bem separadas, se for possivel definir um grafo k-
partite completo nos dados, apos a classificagao. O indice de classificabilidade também

permite identificar conjuntos de dados sem uma estrutura em classes.

A eficacia do método é constatada em alguns conjuntos de dados artificiais, eviden-
ciando a sua robustez no que diz respeito a conjuntos de dados com pontos isolados,
com classes de formato nao esférico e sem uma estrutura em classes. A estabilidade
do método é avaliada, reclassificando um conjunto de dados modificado, e avaliando

a extensao das diferencas em relagao a classificacao original.

Os algoritmos sequenciais de coloracao dos vértices de um grafo nao sao éptimos, no
entanto, se se escolher uma ordem adequada dos vértices a colorir, pode obter-se uma

coloracao com o menor numero de cores possivel. Tendo este facto em conta, foram

101



102 Capitulo 4

testados alguns algoritmos de coloracao sequenciais, com o objectivo de seleccionar
aquele que melhor responde ao requisito de identificar classes homogéneas no conjunto
de dados.

Finalmente, a complexidade de execugao do método é avaliada, analisando o tempo

de execucao médio e o tempo de execucao no pior caso.

4.1 Nocoes de Teoria de Grafos

Seja V(G) = {v1, v, ...,v,} um conjunto de n vértices e

E(G) ={e1,...,em} = {ec = {vi,v;Hvi,v; € Viv; #vj, 0 € {1,...,m}} (4.1)

o conjunto de m arcos do grafo G(V, E).

Sejam v;,v; € V' dois vértices diferentes do grafo G; se 3¢ € {1,...,m} : e, = {v;,v;}
entao os vértices v; e v; dizem-se adjacentes enquanto e, e v; ou e, e v; dizem-se arco

e vértice incidentes.

Para qualquer grafo G, verifica-se m < ( Z ) e B C {{v,v;},Vi,j €{1,2,...,n},i #

2

j}. No caso de m = ( " ) e B = {{v,v;},Vi,j € {1,2,...,n},i # j}, todos os
vértices do grafo sao adjacentes e este denomina-se grafo completo.

O numero de arcos de (G, incidentes com um vértice v designa-se grau do vértice v e

representa-se por dg(v), ou seja

de(v) = Card{u € V : {u,v} € E(G)}, v € V(G) (4.2)

Os graus dos vértices de um grafo relacionam-se com o nimero de arcos da seguinte

forma:

> dg(v) =2m (4.3)

veV(G)
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Define-se em seguida subgrafo, grafo induzido e grafo parcial, de um grafo G(V, E);

assim como wvizinhanca de um vértice e de um conjunto de vértices.

Definigao 4.1 Seja G(V, E) um grafo com n vértices e m arcos. Seja V' C V um
subcongunto do conjunto dos vértices de G, e seja E' C E um subconjunto do conjunto

dos arcos de G unindo vértices em V', o grafo G'(V', E') designa-se por Subgrafo de

G.

Definig¢ao 4.2 Seja G(V, E) um grafo com n vértices e m arcos. Seja V' C V um
subconjunto do conjunto dos vértices de G, o grafo com V' como conjunto de vértices
e cujos arcos sao aqueles que unem os vértices de V' em G, designa-se Grafo Induzido

por V',

Definigao 4.3 Seja G(V, E) um grafo com n vértices e m arcos. Seja E' C E um
subconjunto do congunto dos arcos de G, o grafo G'(V, E') designa-se por Grafo Parcial

de G.

Definicao 4.4 Seja v € V(G) um vértice do grafo G(V,E). A Vizinhanga de v,

Viz(v), € o conjunto dos vértices de G adjacentes com v, ou seja,

Viz(v) :={u € V(G) : {u,v} € E(G)} (4.4)

Definigao 4.5 Seja W C V(G) um subconjunto de vértices do grafo G(V,E). A
Vizinhanca de W, Viz(W), é o conjunto dos vértices de G adjacentes com algum

vértice de W, ou seja,

Viz(W):={u e V(G): Jv e W {u,v} € E(G)} (4.5)

4.1.1 Classes de Cor

Uma das propriedades mais importantes e talvez um dos problemas mais estudados
no contexto da teoria de grafos, é o problema da coloracao de grafos ([34], [202], [150],
[46], [123], [59], [85], [41], [126], [83] e [63]). A coloracao de grafos envolve a atribuigao
de cores aos vértices de um grafo de tal modo que a dois vértices adjacentes sejam
atribuidas cores diferentes, com o objectivo de minimizar o nimero de cores usado.
Dada uma coloracao de um grafo (G, o conjunto que consiste em todos os vértices
coloridos com uma mesma cor é referido como classe de cor. Ou seja, é sempre

possivel encontrar uma particao do conjunto de vértices V', de modo que qualquer par
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de vértices pertencentes a mesma parte, ou classe de cor, é nao adjacente. No caso
limite de um grafo completo de n vértices, sao necessarias n cores para o colorir, uma
vez que qualquer par de vértices é adjacente. O nimero minimo de cores k (k < n),
necessarias e suficientes para colorir um grafo G é denominado numero cromdtico e

representa-se por x(G).

Definamos de modo mais formal uma coloracao de um grafo G.

Definicao 4.6 ([123/, [94]) Dado um grafo G(V, E) com V' como conjunto dos vértices

e B como conjunto dos arcos, a func¢ao
w:V—={1,...,k}

¢ uma k-coloracao se w(u) # w(v) para todos os arcos {u,v} € E. Ou seja, define-se
uma k-coloracao se for possivel colorir todos os vértices com uma das k cores, de modo

que cada arco une dois vértices de cores diferentes.

Considere-se que o grafo G foi colorido com k cores, sejam C; com ¢ = 1,...,k as k

classes de cor, assim

Ci={veV:ww) =i} (4.6)
As classes de cor verificam as seguinte propriedades:

1. CiNCy =0, Vi,je{l,....k}ei#j

3. Viedl,...,k}Vv e C;, Viz(v) CV\C;

4. Se u,v € C; = {u,v} ¢ E(G)

Se o algoritmo de coloragao dos vértices tiver uma execugao 6ptima, verifica-se Viz(v) =
V' \ C;, ou seja, cada vértice é nao adjacente aos vértices pertencentes a mesma
classe de cor, sendo adjacente a todos os vértices fora da classe. No entanto, o
facto de nao serem conhecidos algoritmos de coloragao éptima de execucgao polinomial,
condiciona a identificacao de tais coloragoes, permitindo que vértices nao adjacentes
sejam colocados em classes diferentes. Pelas mesmas razoes, notar que a condicao (4)

é nao suficiente.
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4.1.2 Grafos k-Partite

Um grafo k-partite é um grafo cujo conjunto de vértices pode ser dividido em k
conjuntos de vértices nao adjacentes; sendo k-partite completo se todos os vértices
pertencentes a conjuntos diferentes forem adjacentes. Deste modo, um grafo k-partite

é constituido por k classes de cor.

Definigao 4.7 Se P = {C},...,Cy} for uma parti¢ao do conjunto V' dos vértices de
um grafo G(V, E), com Card{C;} =n; parai=1,...,k, o grafo € k-partite completo

e representa-se por Ky, n, . n, S€

k

Vie{l,...,k}Yv e C;, {u,v} € E(G), Vue C; Vj#i (4.7)

Ou seja, todos os vértices pertencentes a conjuntos diferentes sao adjacentes.

4.1.3 Multigrafos

Os multigrafos sao grafos de arcos multiplos, ou seja, entre dois vértices pode existir
mais do que um arco. Estes grafos fazem sentido se associarmos significados diferentes
a cada um dos arcos. Por exemplo, neste trabalho aplicam-se os multigrafos para

analisar dados com atributos diferenciados.

4.1.4 Conjuntos Independentes Maximais

Comecemos por definir conjuntos independentes no contexto da teoria de grafos.

Definigao 4.8 Seja G(V, E) um grafo, um subconjunto I C'V diz-se Conjunto Inde-
pendente se

Vu,v e I, {u,v} ¢ E(G)

Ou seja, um conjunto independente é composto por vértices nao adjacentes.

Pelo ja exposto, as classes de cor sao conjuntos independentes. Se se obtiver uma
coloracao 6ptima do conjunto de dados, as classes de cor sao conjuntos independentes

maximais, no sentido em que cada classe tem o maior nimero de vértices possivel.

Definicao 4.9 Seja G(V, E) um grafo, um subconjunto I C V', diz-se Conjunto
Independente Maximal se nao ezistir nenhum vértice v € V \ I tal que 1 U {v} €

conjunto independente, ou seja,

VoeV\I, Juel: {uv}eFE
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4.2 Meétodo de Classificacao Baseado em Classes
de Cor

Nesta seccao, é apresentado um algoritmo de classificagao nao hierarquica baseado em
classes de cor. O algoritmo de colorac¢ao usado é sequencial (greedy), e é seguido por
um processo de ajuste de modo a reduzir o nimero de cores encontradas, orientado

pela procura de classes homogéneas.

4.2.1 Definicao do Grafo Representativo dos Dados
Seja ) = {x1,29,...,2,} o conjunto de n elementos a classificar. Seja ¢ uma fungao

bijectiva de 2 em V:

o Q — V

T — U

(4.8)

que a cada elemento do conjunto de dados faz corresponder um vértice de um grafo
G(V, E), definido sobre o conjunto de dados. Defina-se uma medida de dissemelhanca
d sobre 2:

d: OQxQ — RS

(zi,25) = d(zi, x))

(4.9)

Representemos por dist a dissemelhanca entre vértices do grafo correspondentes aos
elementos do conjunto. Se wu é tal que ¢(x;) = u para algum z; € ) e v é tal que

¢(x;) = v para algum x; em €, entao dist(u,v) := d(z;, x;).

O conjunto dos arcos ¢ definido por

E = {{u,v} : u,v € V;dist(u,v) > a} (4.10)

sendo o um parametro de controlo. Ou seja, existe um arco a unir dois vértices
diferentes do grafo se a sua dissemelhanca for superior ou igual ao valor do parametro

de controlo.
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Definigao 4.10 Seja G(V, E) o grafo definido no conjunto de dados
Q={x,x9,...,2,}, tal que ¢p(x;) = v;, YVar; € Qe
E = {{vi,v;} : v;,v; € V : dist(v;,vj) > a}, entdo para v;,v; € V verifica-se

{vi,v;} € E <= dist(v;,v;) > « (4.11)

Ou seja, os vértices adjacentes sao aqueles cujos elementos correspondentes do con-
junto de dados estao a uma dissemelhanca superior ou igual ao valor de um parametro

Q.

4.2.2 Algoritmo de Coloracao Sequencial

Na literatura muitos algoritmos tém sido propostos para resolver o problema da
coloracao de grafos ([34], [46], [123], [41] e [83]), no entanto, nenhum deles pode
garantir uma atribuicao de cores 6ptima para os vértices do grafo. O problema de
encontrar uma coloracao com o menor numero possivel de cores é um problema NP-
Completo [82], ou seja, nao se conhece nenhum algoritmo de coloragao éptima de
execucao polinomial. A execucao exponencial torna a sua aplicagdo impossivel a
conjuntos de dados com mais de algumas centenas de elementos. Assim, devera optar-
se por um algoritmo de coloracao que obtenha uma atribuicao de cores em maior
nimero que o numero cromatico. Um dos algoritmos nao éptimos mais simples e
mais usados em teoria de grafos para obter uma coloracao de um grafo, designa-se
por Algoritmo de Coloragio Sequencial (ACS) ("greedy algorithm”). Este algoritmo
comega por atribuir ao primeiro vértice a primeira cor. Os restantes vértices sao
coloridos, de modo sequencial, com a primeira cor permitida, ou seja, a primeira das

cores ainda nao atribuida a nenhum dos seus vértices adjacentes.

O algoritmo segue entao os seguintes passos:

1. Sejav; € V(G)
2. Seja w(vy) =1
3. Seja C; a classe de cor ¢ e suponhamos ja coloridos j vértices em k cores

4. Se Fi: C;NViz(vjpq) =0
entao w(vji1) =1

sendo w(vj41) =k +1
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onde Viz(vj1q) é a vizinhanga de vj4;.

A eficacia deste algoritmo de coloracao sequencial depende da ordem de entrada dos
dados. Se 7 for uma permutagao do conjunto de vértices a colorir, entao xs(G,)
representa o nimero de cores obtido pelo algoritmo de coloracao para a permutagao
m. O numero de classes de cor obtidas com a aplicagao deste algoritmo é maior ou

igual ao niimero cromatico, ou seja,

Xs(G,m) > x(G) (4.12)

No entanto, sabe-se [45] que existe uma ordem dos dados para o qual a coloragao

obtida pelo algoritmo sequencial é éptima, ou seja, In’ tal que:

Xs(G, ') = x(G) (4.13)

Sabe-se ainda [59] que se A = max,evide(v) entao o algoritmo de coloragao sequen-
cial usa no maximo A+ 1 cores, usando em média o dobro do niimero de cores minimo

129].

4.2.3 Método de Particao baseado na Coloracao de Grafos

Devido a execucao nao éptima do algoritmo sequencial escolhido, quase todas as
atribuigoes de cores requerem um numero de cores superior ao necessario e suficiente.
Como o objectivo é estabelecer uma correspondéncia entre as classes de cor e as classes
homogéneas do conjunto de dados, um ntmero excessivo de cores pode fragmentar as
classes homogéneas. Este facto é pertinente uma vez que em [105], se prova que as
classes identificadas por uma coloracao 6ptima, correspondem a uma particao com
diametro minimo. No entanto, tendo como critério de classificacao o diametro, o
método favorece a identificagdo de classes esféricas em detrimento das alongadas.
Como um dos objectivos do método proposto é conseguir identificar também classes
de forma alongada, o algoritmo de coloracao exponencial éptimo nao responde aos
requisitos pretendidos. Sendo assim, a reducao do ntimero de classes devera ser feita

baseada na densidade das classes e ndao no seu diametro.
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O Método de Parti¢ao baseado na Colorag¢ao de Grafos (MPCG) consiste num ajuste
da coloragao obtida pelo Algoritmo de Colora¢io Sequencial (ACS), reduzindo o
numero de cores, com o objectivo de identificar as classes homogéneas existentes no

conjunto de dados.

A primeira parte do método de classificacao consiste na aplicacao do algoritmo de
coloracao sequencial ao grafo, definido sobre o conjunto a classificar, obtendo-se k;
classes de cor. A segunda parte do método, consiste num ajuste da particao em
ky classes de cor, resultando em k£ < k; classes homogéneas no contexto da anélise

classificatoria.

O processo de ajuste consiste nos passos descritos a seguir. Para cada elemento u
pertencente a classe de cor C; com n; elementos, seja 7; o nimero de elementos da
classe C; pertencentes a bola com centro em u e raio o, j = 1,..., ki, j # i. Seja
Ny, 0 Maximo dos 1. Se 7, > n; entdao o elemento u, assim como os restantes n; — 1

elementos da classe C;, sao transferidos para a classe a qual os n,,, elementos pertencem.

No processo de ajuste algumas classes sao ”engolidas” por outras, fazendo com que
alguns vértices adjacentes passem a pertencer a mesma classe. Vejamos de um modo

esquematico como funciona o processo de ajuste:

—_

. Suponhamos que existem k; classes de cor designadas por Cy,Cs, ..., Cy,.
2. Vie{l,...,ki} e Vv € C;, seja B(v,a) C 2, a bola centrada em v e de raio .

3. Seja I1;(v) = C; N B(v, ) e nj(v) = Card{Il;(v)}, para j = 1,...,k (j # 1),
ou seja, I1;(v) contém os elementos da classe C; que estao a uma dissemelhanga

menor do que « de v.

4. Seja C,, a classe com maior nimero de elementos em B(v, «), ou seja,

nm(v) = max{j:l,...,k1}{ﬁj<v)}aj 7é v

5. Se ny,(v) > n;, ou seja, se o elemento v estd proximo de um maior nimero de
elementos de uma classe diferente da classe a qual ele pertence, entao o elemento
v, assim como todos os elementos da classe de cor C;, sao transferidos para a

classe m, isto é C,, «— C,, U ;.
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6. Sao retirados os arcos que uniam vértices de classes de cor diferentes e que agora

pertencem a mesma classe.

Na figura 4.1 o elemento v, assim como os restantes elementos da mesma classe, sao
inseridos na classe 3, uma vez que é esta classe que tem maior niimero de elementos
pertencentes a bola B(v,«), e superior ao nimero de elementos da classe a qual
v pertence. Tem-se neste caso, para o elemento v, n;y = 4;n, = 5H;n3 = 6 logo
I1,,(v) = II3(v) e os elementos que formavam uma classe independente, juntam-se aos

elementos da classe 3.

Por esta abordagem, alguns vértices que pertenciam a classes de cor diferentes antes
do processo de ajuste, podem tornar-se membros da mesma classe apds este processo.
No entanto, para que o método possa ter um suporte tedrico no contexto da teoria dos
grafos, pretende-se que se mantenha a propriedade de que s6 elementos nao adjacentes
pertencem a mesma classe. Para o efeito, retiram-se do grafo os arcos que unem
vértices pertencentes a mesma classe (etapa (6)). Sejam C;, ¢ = 1,...,k as k classes
resultantes do método e seja n; o nimero de elementos da classe C;, © = 1,... k.

Neste caso verifica-se:

vj, v € C; = {vj, v} ¢ E(G) (4.14)

no entanto, e ao contrario do que acontece com as classes de cor,

vj, v € C; 7 dist(v;,v0) < a (4.15)

permitindo assim a identificagao de classes de forma alongada.

O processo de ajuste executado apds a obtencao das classes de cor, nao tem como
objectivo reduzir ao minimo o ntimero de cores, no contexto da coloragao em teoria de
grafos. No caso do presente trabalho, o objectivo consiste em melhorar o desempenho
do método na identificagao das classes homogéneas, podendo uma situagao 6ptima cor-
responder a um nimero de cores superior ao nimero cromatico. Concluindo, podemos
dizer que o algoritmo de coloracao sequencial é executado puramente no contexto da

teoria de grafos, sendo o ajuste realizado no contexto da analise classificatéria.
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Figura 4.1: Exemplificacao do processo de ajuste do algoritmo MPCG
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Da aplicacao de um algoritmo de coloracao ajustado ao grafo representativo do con-
junto de dados, resultam £ classes com a propriedade de que vértices adjacentes nao
pertencem a mesma classe. Define-se, deste modo, um grafo k-partite no conjunto de
dados dependente do parametro de controlo . Este grafo é constituido por k classes
de vértices nao adjacentes, sendo completo se todos os vértices pertencentes a classes

diferentes forem adjacentes.

4.3 Indice de Classificabilidade

Com o objectivo de validar a particao obtida pela aplicacao do algoritmo MPCG,

define-se em seguida um indice que avalia a classificabilidade de um conjunto de dados.

Associado a cada valor do parametro de controlo «, existe um grafo GG definido sobre
Q. Da aplicacao do método de particao ajustado ao grafo, resulta um grafo k-partite,
no qual vértices pertencentes a classes diferentes podem ou nao ser adjacentes. O
indice descrito nesta seccao, pretende identificar a particao que melhor representa a
estrutura em classes do conjunto de dados, como sendo aquela que corresponde a um
grafo k-partite completo. Assim, a identificacao de um grafo k-partite completo no
conjunto de dados, apds a aplicacao do algoritmo, implica a identificacao de classes
de vértices nao adjacentes. A obtencao de um grafo k-partite completo depende do
algoritmo de coloracao usado, da ordem de entrada dos elementos e da estrutura dos
dados. Em consequéncia, nem sempre se obtém, como resultado da aplicacao de um

algoritmo de coloracao num grafo, um grafo k-partite completo.

O indice de classificabilidade orienta a procura da melhor partigao, analisando o grafo
k-partite que resulta de uma k-coloragao ajustada dos vértices do grafo associado ao
conjunto de dados. Como é sempre possivel obter uma coloracao de um grafo, existe
sempre um grafo k-partite definido no conjunto de dados. O Indice de Classificabilidade
(IC) mede o nimero de arcos em falta para que um grafo k-partite seja completo. O
valor do indice é obtido somando para cada vértice, a diferenca entre o seu grau

maximo e o seu grau efectivo.

Sejam C1,...,Cy as k classes, de nq,...,n; elementos respectivamente, obtidas pelo

algoritmo MPCG e que caracterizam o grafo k-partite obtido.
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Definicao 4.11 O wvalor do [ndice de Classificabilidade IC, € dado por

=52 3 )~ dolv) (4.16)

l\D\»—t

sendo dE**(v) o grau mdzimo do vértice v e dg(v) o grau do vértice v.

Variando o valor do parametro de controlo, o indice de classificabilidade identifica
como a melhor particao, aquela que corresponde a um grafo com o menor nimero de

arcos em falta para que seja k-partite completo.

Para cada valor fixo do parametro de controlo, o método determina a particdo e o
valor do indice IC associado. Escolhe-se a particao que melhor reflecte a estrutura dos

dados, como aquela que corresponde ao melhor valor do indice.

Usando a propriedade que estabelece que num grafo k-partite, o grau maximo de um

vértice pertencente a um conjunto com n; vértices é n—n;, e a equagao (4.3), obtém-se:

IC =

[\D\»—t

SN [dEe (v) — da(v)] = ;(Z _(”_”")_ZZdG(U))

i=1veC;

N | —

(fjl n(n — ng) — 2m> - ; (f: nin — f:nz _ 2m> (4.17)

1 i 1
= — nQ—Zn?—Qm = — nQ—Zn? —m
2 = 2 ;
onde m é o niimero de arcos no grafo.

O indice é normalizdo pelo nimero maximo de arcos no grafo k-partite completo, dado

por

1 1 b
Erae = §an(n - nz) = 5 <n2 - ZWI?) (418)
) =1

que corresponde a soma dos graus maximos de todos os vértices do grafo definido nos

dados. Assim, o indice de classificabilidade normalizado é dado por,
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C = —me - - — (4.19)

No caso extremo de todos os vértices distarem entre si menos do que «, nao existem
vértices adjacentes, e consequentemente, o grafo nao tem arcos. Neste caso, todos os
vértices podem ser coloridos com uma s6 cor e o conjunto de dados é constituido por
uma s6 classe. Assim, verifica-se F,,,, = 0, porque o grau maximo de cada vértice
é zero. Neste caso, o valor de IC' é indeterminado, optando-se pela atribuicdo do
valor —1. Por outro lado, se todos os vértices distarem entre si mais do que «, todos
os vértices sao adjacentes, e sao necessarias n cores para se obter uma coloracao do

grafo. Assim, existem n classes de cor com um s6 elemento cada, e neste caso, IC = 0.

Para grafos nao completos, se [ C' = 0 tem-se o caso ideal em que o conjunto de dados
é composto por k classes compactas e isoladas. No entanto, uma particao localmente
optima pode corresponder a um valor do indice de classificabilidade diferente de zero,
mas que corresponde a um decréscimo do valor do indice comparando com valores

anteriores.

4.4 Parametro de Controlo

A eficacia do método na identificacao da estrutura em classes homogéneas do conjunto
de dados, depende do valor do parametro de controlo . O valor deste parametro
determina o nimero de arcos no grafo e consequentemente, define as adjacéncias entre
os vértices, sendo estas determinantes na identificacao do grafo k-partite no conjunto
de dados. Em consequéncia, depende de a o niimero de classes do conjunto de dados,
assim como o numero de elementos em cada uma das classes, quantidades das quais
depende o indice de classificabilidade. Assim, para diferentes valores do parametro de
controlo, obtemos diferentes estruturas em classes identificadas pelo método ajustado.
Na implementacao proposta, este parametro pode por opc¢ao, nao ser fornecido pelo

utilizador, sendo-lhe automaticamente atribuidos alguns valores.

Seja dni, a dissemelhanca minima e d,,q, a dissemelhanga maxima, entre pares de
elementos do conjunto de dados. De acordo com a definicao do grafo no conjunto de
dados (Secgao 4.2.1), dois vértices sao adjacentes no grafo G, se a sua dissemelhanga

for maior ou igual a o. Assim, valores do parametro proximos de d,,;, correspondem a
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um maior numero de arcos no grafo e, por consequéncia, a um maior niimero de classes
até um méximo de k = n (onde n é o nimero de elementos do conjunto de dados). Por
outro lado, valores do parametro préximos de d,,,, correspondem a um menor nimero
de arcos e a um menor nimero de classes, até um minimo de k£ = 1 para a = d,q,. O
valor do parametro o pode variar entre o limite minimo e o limite méximo sendo, para
cada valor, calculado o indice de classificabilidade que pretende identificar as classes

homogéneas que melhor reflectem a estrutura do conjunto de dados.

Na implementacao efectuada, os valores que pode assumir o parametro de controlo «
sao decididos pelo utilizador. Se existir algum conhecimento sobre os dados, o valor do
parametro pode ser atribuido directamente pelo utilizador. No entanto, uma execugao
automatica do método permite que os valores de o sejam atribuidos de acordo com

opgoes feitas pelo utilizador.

Assim, o valor do parametro de controle o pode tomar os seguintes valores:

e « ¢ dado pelo utilizador.

e o toma o valor da média das dissemelhangas entre todos os pares de elementos

de conjunto de dados, isto é :

9 n—1 n

a=—3" " d(z;,z;) (4.20)

n(n—1) = ;55

o aé tal que lnin < @ < lpar Cnmin = dimin © liar < dimaz), sendo o intervalo
[Crmin, lmaz) dividido em H partes, e o método executado para cada a = £y, +
th, parat =1,...,H e h = M Os valores de £, lmer € H sa0
seleccionados pelo utilizador, podendo ser, por opcao deste, £,,in = dmin, Cmaz =
dmae- De entre as H particoes, é seleccionada aquela que corresponde ao melhor

valor do indice IC.

4.5 Aplicacao do Método

Nesta seccao, o método ajustado e o indice de classificabilidade sao aplicados a quatro

conjuntos de dados caracterizados por dois atributos numéricos. Foi usada a distancia
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Tabela 4.1: Parametros do gerador de dados para as elipses do conjunto de dados
representado na figura 4.3

p a b | ay | b |ax|by|az|bs| p1 |p2|Dps
251100 [ 50 | 30| 10 | 30 {20 | 40 | 30 | 100
251100 [ 90 |30 {10 | 30 { 20 | 40 | 30 | 100
251100 | 130 | 30 | 10 | 30 | 20 | 40 | 30 | 100

euclideana aplicada aos dados nao estandardizados.

Os conjuntos de dados foram gerados pelo gerador de dados artificiais apresentado na
Secgao 3.10.1.

4.5.1 Conjunto de Dados com Classes de forma Alongada

O primeiro conjunto de dados considerado tem 2000 elementos distribuidos por quatro
classes e estd representado na figura 4.3. As tabelas 4.1 e 4.2 indicam os parametros

do gerador de dados para as trés elipses e para o circulo do conjunto de dados.

A figura 4.2 representa os valores do indice IC e o ntimero de classes, resultantes da
aplicacao do método aos dados, para diferentes valores do parametro de controlo «,
onde dpin < @ < dpae € H = 50. Pela andlise do grafo conclui-se que o valor de Ic
identificativo do ntmero de classes é IC = 0.005275 correspondente a uma particao
em quatro classes, obtida para a = 21.77236 e representada na figura 4.3. Os valores

para os quais IC' = —1 nao foram incluidos no grafico.

Foram gerados 100 conjuntos de dados e as suas particoes de referéncia com os
parametros indicados nas tabelas 4.1 e 4.2. O método foi aplicado a cada conjunto de
dados e a melhor particao obtida foi comparada com a particao de referéncia usando o
indice de Rand corrigido de Hubert & Arabie (IRC) (Seccao 2.5.5). A média e o desvio
padrao dos valores do indice IRC obtidos para os 100 conjuntos foram z = 0.989 e
s = 0.038. Devido a geometria deste conjunto de dados conclui-se que para este

exemplo, o método identificou com sucesso classes de forma alongada.



Um Meétodo de Particao Validado por um Indice de Classificabilidadel17

Tabela 4.2: Parametros do gerador de dados para o circulo do conjunto de dados
representado na figura 4.3

p | a b |ri|m|rs| P |p2|D3
25150 | 100 |10 [ 30|40 (100 0 | O

276

0,044741
0,040035

Valores do indice de classificabilidade
normalizado
0,000808
0,00241
0,004577
0,008127
0,00769
0,008621
0,013335
0,012695
0,018481
0,024584

\\\\\\\\\\\\\\\\\\
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114
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Numero de Classes(k)

Figura 4.2: Gréafico I~C’/ k obtido para o conjunto de dados com classes alongadas.

4.5.2 Conjunto de Dados com Pontos Isolados

O segundo conjunto de dados considerado tem 1000 elementos, sendo 900 distribuidos
por cinco classes compactas e isoladas, enquanto os restantes 100 elementos sao uni-
formemente distribuidos pela janela na qual os elementos estao localizados. A tabela
4.3 indica os parametros do gerador de dados para as cinco classes deste conjunto de

dados representado na figura 4.5.
A figura 4.4 representa os valores do indice IC e o ntimero de classes, resultantes

Tabela 4.3: Parametros do gerador de dados para as cinco classes representadas na
figura 4.5

p a b | 7ri|re|rs| p1 | P2 | D3
20| 50 | 50 | 20|20 | 20 | 100
20 [ 200 | 50 |20 | 20 | 20 | 100
20 | 50 | 200 | 20 | 20 | 20 | 100
20 | 125 | 125 | 20 | 20 | 20 | 100
20 | 200 | 200 | 20 | 20 | 20 | 100

[evll el Nenll Haol Nenl
[evll el Nenll Heol Nenl
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Figura 4.3: Particao em quatro classes obtida para o conjunto de dados com classes

alongadas.

da aplicacao do método ao conjunto de dados para diferentes valores do parametro
de controlo «, onde d,in < o < dpae € H = 50. Pela andlise do gréafico conclui-se
que o valor éptimo é IC' = 0.000044, correspondendo a uma particao em 41 classes,
obtidas para a = 23.529103. Como mostra a figura 4.5, que representa a particao em
41 classes obtidas pelo método, os pontos isolados nao mascararam a distribuicao dos
elementos pelas cinco classes. Nesta particao, 929 elementos sao distribuidos pelas
cinco classes, sendo os pontos isolados distribuidos por uma classe com 5 elementos,
quatro classes com 4 elementos, quatro classes com 3 elementos, dez classes com 2

elementos e dezoito classes com um elemento.

0,007225
0,009708
0,013067

0,000044
0,005926

0,00623
0,00077
0,005562
0,003968
0,006483

Valores do indice de classificabilidade
normalizado
0,000797
0,002201
0,002425

0,000144

24

N O W © © & & & & & N ™
— -

755
110
61
41

Namero de classes (k)

Figura 4.4: Grafico fC/ k obtido para o conjunto de dados com pontos isolados.

Foram gerados 100 conjuntos de dados e as suas partigoes de referéncia para os
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parametros indicados na tabela 4.3. A particao de referéncia tem seis classes, tendo
a sexta classe todos os pontos isolados com distribuicao uniforme. O método foi
aplicado a cada conjunto de dados e a melhor particao foi comparada com a particao
de referéncia usando o indice IRC. A média e o desvio padrao dos valores do indice
IRC obtidos para os 100 conjuntos foram z = 0.922 e s = 0.077. Devido a geometria
do conjunto de dados, pode-se concluir que para este exemplo, o método é robusto

relativamente a pontos isolados.

3,4 [ L) e e
e © N
¢, ;‘ ° a

| £ L s
@

Figura 4.5: Particao em 41 classes obtida para o conjunto de dados com pontos
isolados.

4.5.3 Conjunto de Dados com Classes de Forma Nao Convexa

O terceiro exemplo consiste num conjunto de dados com 500 elementos, distribuidos
por duas classes compactas e isoladas com formas nao convexas ! tal como representado
na figura 4.7. A tabela 4.4 indica os parametros do gerador de dados para as duas
classes deste conjunto. Para este caso, o gerador de dados foi instruido para gerar sé

meios arcos.

A figura 4.6 representa os valores do indice IC' e o nimero de classes, resultantes da
aplicacao do método ao conjunto de dados para diferentes valores do parametro de
controlo «, onde d,;, < @ < dyae € H = 50. Obtém-se a particao com 2 classes que
melhor reflectem a estrutura dos dados, para o = 58.937767 e IC' = 0.000048, como

pode ser visto na figura 4.7.

'Uma versao deste exemplo com 400 elementos foi usado em [72] para testar o algoritmo voting
K-means.
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Tabela 4.4: Parametros do gerador de dados para as classes do conjunto representado

na figura 4.7

p a b (&1 T2 r3s | P1| P2 | P3
50 | 100 | 110 | 80 | 100 | 100 | O | 100 | O
501190 | 90 |80 | 100 | 100 | O | 100 | O

0,111024
0,114841
0,113099

0,102882

0,017814
0,022901
0,031603
0,021123
0,02542
0,02665
0,034222

0,01138

Valores do indice de classificabilidade
normalizado

0,003642
0,006605

T T T T T T
QOQOQ’Q’NMMNNNNN

493 § 0

128 |
24 |
16 |
12 |

Ndmero de classes (k)

Figura 4.6: Gréfico IC/k obtido para o conjunto de dados com classes de forma nio

convexa.

Foram gerados 100 conjuntos de dados e as suas partigoes de referéncia para os
parametros indicados na tabela 4.4. O método foi aplicado a cada conjunto de dados
e a melhor particao obtida foi comparada com a particao de referéncia usando o Indice
de Rand Corrigido de Hubert e Arabie (IRC). A média e o desvio padrao dos valores
do indice IRC obtidos foram z = 0.942 e s = 0.089. Devido a geometria do conjunto
de dados podemos concluir que para este exemplo, o método identificou com sucesso

classes de forma nao convexa.

4.5.4 Conjunto de Dados sem Estrutura em Classes

A figura 4.8 mostra o grafico IC /k, resultado da aplicacdo do método para diferentes
valores do parametro de controlo «a, onde d,,;, < a < dpq € H = 50, a um conjunto de
dados com 1000 elementos com uma distribuigao Uniforme na janela unitaria. Como
se pode concluir da andlise deste gréfico, os valores de IC' para diferentes valores de

a, nao nos permitem concluir acerca do valor indicativo do ntimero de classes. Este
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Figura 4.7: Particao em duas classes obtida para o conjunto de dados com classes de

forma nao convexa.

facto indica a auséncia de uma estrutura em classes no conjunto de dados.

0,334674

~
©
~
[1o)
=]
&l
o

0,107857

0,024063
0,043182
0,048039
0,064627

0,008144
0,01244
0,014842

0,0039

Valores do indice de classificabilidade
normalizado

301 @ 0,001338

949 ¢ 0
76

Q@ ® © © ¢ ¥ ™ O « § o

29

Numero de classes (k)

Figura 4.8: Gréafico ]~C'/ k obtido para o conjunto de dados sem estrutura em classes.

Foram gerados 100 conjuntos de dados com uma distribuicao Uniforme, cada um dos
graficos correspondentes a IC estd representado na figura 4.9. Como se pode ver
na figura, todas as curvas sao semelhantes, impossibilitando a escolha do valor de
IC' indicativo do nimero de classes. O valor médio da diferenca maxima entre os
valores de IC' entre quaisquer duas curvas é 0.060758. Este exemplo mostra que o
método proposto tratou com sucesso o problema de detectar um conjunto de dados

sem nenhuma estrutura em classes.

A tabela 4.5 representa o resumo dos valores do indice IRC obtidos para os trés



122 Capitulo 4

Figura 4.9: Gréfico IC obtido para 100 conjuntos de dados sem estrutura em classes.

Tabela 4.5: Média e desvio padrao dos valores do indice IRC de comparacao com a

particao de referéncia, para 100 execucoes dos trés conjuntos de dados testados.

Conjuntos de Dados Média | Desvio Padrao
Classes de forma alongada 0.989 0.038
Pontos isolados 0.922 0.077
Classes de forma nao convexa || 0.942 0.089

primeiros exemplos.

4.6 Estudo da Estabilidade do Método

Nesta seccao pretende-se avaliar a estabilidade do método de classificacao, reanal-
isando uma versao modificada do conjunto de dados e avaliando a extensao das
diferencas, em relacao a classificacao original. O objectivo consiste em isolar e analisar
aspectos especificos do desempenho do método de classificacao, tais como a obtencao
da estrutura inerente nos dados, a sua sensibilidade quanto a reorganizacao dos dados
e a estabilidade dos resultados perante novos dados, dados retirados ou dados pertur-
bados.

O conjunto de dados artificial estudado é constituido por 1000 elementos, caracteri-
zados por dois atributos numéricos. As tabelas 4.6 e 4.7 indicam os parametros do
gerador de dados para as quatro classes esféricas e para a classe eliptica do conjunto

de dados, representado na figura 4.11. O grafico da figura 4.10 mostra os resultados
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~
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™
L

normalizado

0,007623
0,00745
0,005048

0,002819

0,003005

Valores do indice de classificabilidade

NuUmero de classes (k)

Figura 4.10: Grafico ]~C’/ k obtido para um conjunto de dados com 1000 elementos e

cinco classes.

Tabela 4.6: Parametros do gerador de dados para as classes esféricas do conjunto de
dados representado na figura 4.11.

p a b | ri|rm2|rs| p|p2|Ds
20| 50 | 1702020 120100 | O | O
20 | 80 | 230 |20 |20 |20 | 100
20 | 150 | 50 |20 30 |50 | 8 |10 | 5
20 | 200 | 150 | 30 | 40 | 50 | 80 | 10| 10

obtidos pelo método, para cada um dos valores do parametro de controlo, onde
Amin < @ < dpe: € H = 50. Pela leitura do gréafico conclui-se que a melhor partigao é
obtida para IC' = 0.000205 e k = 5, valores obtidos quando o = 32.313587. A figura
4.11 representa a particao identificada pelo método. Consideremos esta particao como

a particao de referéncia.

Seguem-se algumas experiéncias sugeridas em varios trabalhos encontrados na liter-
atura ([91], [164], [159] e [189]) e que permitem avaliar alguns aspectos importantes
do desempenho do método.

Tabela 4.7: Parametros do gerador de dados para a classe eliptica do conjunto de
dados representado na figura 4.11.

p a b ay | by | az | by | as | bs | p1 | p2 | D3
20150 100 |50 | 15|50 1555120190 0 |10
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Figura 4.11: Distribui¢ao em cinco classes obtida para o conjunto de dados cujo grafico

IC/k esté representado na figura 4.10.

1. Permutacao dos dados de entrada. Um dos factores que condicionam o desem-

penho do método de classificacao Método de Particao baseado na Coloragao de
Grafos (MPCG), é a ordem pela qual os elementos sao classificados. Assim, nesta
experiéncia pretende-se avaliar a alteracao sofrida no desempenho do método
na identificacdo da estrutura dos dados, fazendo permutacoes no conjunto de
dados. O método foi aplicado 100 vezes ao conjunto de dados fazendo em
cada execucao uma permutacgao aleatoria dos elementos, assegurando assim uma
ordem diferente em cada execucao. A melhor particao obtida para cada conjunto
foi comparada com a partigao de referéncia usando o Indice de Rand Corrigido
de Hubert e Arabie (IRC) (Seccao 2.5.5). A média e o desvio padrao dos valores
do indice IRC obtidos para as 100 execugoes foram z = 0.977 e s = 0.058.

Para os conjuntos de dados testados, podemos concluir que o método é robusto

quanto a ordem de entrada dos elementos a classificar.

Retirar 10% dos elementos. Foram retirados de modo aleatério 100 elementos
do conjunto de dados; aplicou-se o método ao conjunto de dados assim reduzido,
sendo a melhor particao obtida, comparada com a particao de referéncia usando
o indice IRC. A experiéncia foi repetida 100 vezes, sendo a média e o desvio
padrao dos valores do indice IRC obtidos, £ = 0.984 e s = 0.050.

Para os conjuntos de dados testados, o método mostrou-se robusto relativamente

a auséncia de alguns elementos.
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3. Introduzir 10% de pontos isolados. Para este caso considerou-se a experiéncia j
realizada na Secgao 4.5.2, na qual foram gerados 100 conjuntos de dados com
900 elementos distribuidos por cinco classes mais 100 elementos distribuidos
uniformemente. A média e o desvio padrao dos indices IRC obtidos foram = =
0.922 e s = 0.077.

Para os conjuntos de dados considerados na sec¢ao referida, o método mostrou
ser robusto face a presenca de pontos isolados. O método, além de nao ser
negativamente influenciado na identificacao das cinco classes principais, pela
presenca de pontos isolados, ainda consegue identificar a maior parte dos pontos

isolados.

4. Perturbar as distancias euclideanas. As distancias eucltideanas entre elementos

do conjunto sdo perturbadas, sendo recalculadas como » _(z;; — z; — eirj)? sendo
=1
x;; o valor da coordenada j do elemento x;, x,; o valor da coordenada j do

elemento x, e e;; ¢ o valor da perturbacao feita na distancia, para a variavel j,
dos elementos z; e xy. Os valores de e;;; sao obtidos a partir de um gerador de
numeros aleatérios com distribuicao univariada Normal com média zero e desvio
padrao igual a média dos desvios padrao na dimensao j para as duas classes que
contém os elementos x; e x, [159]. A experiéncia foi repetida 100 vezes, sendo a

média e o desvio padrao dos valores do indice IRC obtidos £ = 0.888 e s = 0.138.

Com a perturbacao das distancias entre os elementos do conjunto de dados,
verifica-se que em alguns casos, algumas classes nao ficaram totalmente sepa-
radas, tendo o método, nestes casos, maior dificuldade em identifica-las como

classes separadas. Esta situacao verificou-se em 33% dos conjuntos perturbados.

5. Aumentar a dimensao com varidveis de valores uniformes em [0,1]. Foi intro-
duzida uma varidvel cujos valores numéricos foram obtidos por um gerador de
nimeros aleatdrios no intervalo [0, 1]. As outras varidveis foram estandardizadas.
Seguiu-se a aplicagao do método ao conjunto de dados de dimensao trés, sendo
a particao obtida, comparada com a de referéncia usando o IRC. A experiéncia
foi repetida 100 vezes, sendo a média e o desvio padrao dos valores do indice
IRC obtidos, = 0.978 e s = 0.098.

O resultado mostra que a introdugao de uma variavel "ruido” perturbou pouco

a identificagao das classes.

A tabela 4.8 representa os valores do indice IRC obtidos para 100 execucgoes dos cinco
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Tabela 4.8: Média e desvio padrao dos valores do indice IRC, para 100 execucgoes de

todos os conjuntos de dados testados.

Perturbacao dos Dados Média | Desvio Padrao
Permutar os elementos 0.977 0.058
Retirar 10% dos elementos 0.984 0.050
Introduzir 10% pontos isolados || 0.922 0.077
Perturbar as distancias 0.888 0.138
Aumentar a dimensao 0.978 0.098

casos de perturbacao dos dados testados.

4.7 Diferentes Abordagens para a Coloracgao de Vértices

O algoritmo de coloragao sequencial classico depende da ordem de entrada dos dados e
faz a atribuicao de cores pela ordem pela qual os vértices se apresentam. Designemos
o método de classificagao que aplica este algoritmo por método de particao baseado na
coloragao de grafos ajustado usando ordem inicial, MPCG_OI. No entanto, existem
outros algoritmos sequenciais que fazem uma seleccao diferente dos vértices a colorir,
de modo a minimizar o nimero de cores usadas na coloracao. Por exemplo, o algoritmo
maior grau primeiro selecciona os vértices a colorir por ordem decrescente dos seus
graus [220]; este algoritmo apresenta um fraco desempenho em grafos bi-partite [45],
ganhando um grande incremento de eficicia e eficiéncia na sua versao em paralelo [59].
O algoritmo ordenac¢ao de graus de satura¢ao selecciona para vértice a colorir aquele
que apresenta o maior nimero de cores adjacentes diferentes [34]; este algoritmo tem
o grande inconveniente de o tempo de execucao e espago utilizado serem excessivos

[45], sendo o tempo de execugdo proporcional a Y dz(v) ([34] e [85]). Uma outra
veV
alternativa, para a ordem pela qual os vértices sao coloridos, consiste numa escolha

dos vértices seguindo uma ordenagdo de incidéncia de graus ([45] e [123]). Seguindo
este critério, suponhamos que os vértices vy,...,v;_1 ja foram coloridos. O vértice v;
¢é escolhido de entre todos os nao coloridos, como o que apresenta o maior grau no
sub-grafo de G induzido pelo conjunto {vy,...,v;_1} U{v;}. Designemos o método de
classificacao que aplica este algoritmo por método de particao baseado na coloragao de
grafos ajustado usando ordenag¢ao de incidéncia de graus, MPCG_OIG. Para diminuir o
tempo de execucao desta abordagem, note-se que se os vértices u e v sao nao adjacentes

em G, entdo estes vértices podem ser coloridos em paralelo [123].
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Uma outra abordagem, no contexto da coloracao de vértices, baseia-se na procura
de conjuntos independentes maximais no conjunto de dados. A analogia entre estes
conjuntos e coloracao éptima surge uma vez que se pretende encontrar o menor nimero
possivel de classes de cor, e assim, pretende-se que as classes tenham o maior ntimero
de vértices nao adjacentes possivel. Ou seja, pretende-se que Cj seja um conjunto
independente maximal em V', que C] seja um conjunto independente maximal em
V'\ Cy, ete. Este tipo de algoritmos aceita como dado de entrada o grafo G(V, E),
tendo como saida um conjunto independente maximal que corresponde a uma classe
homogénea. Seja G'(V', E') um sub-grafo de G. Para todo W C V| seja Viz(W) a

vizinhanga de W. O algoritmo segue, de modo muito genérico os seguintes passos [150]:

1. I+ 0

2. = (V'E)—G=(V,E)
3. enquanto G’ # () faga

(a) seleccionar um conjunto I’ C V'’ que seja independente em G’
(b) I —IUT

(c) Y —T'UViz{l'}

(d) o grafo G’ = (V', E’) ¢ o subgrafo induzido em V' \ 'YV’

Quando o algoritmo termina, o conjunto / é um conjunto independente maximal. O
passo (3a) é o que apresenta maior complexidade e maior consumo de tempo, sendo
ainda reconhecido como sendo NP-completo. Em [150] é apresentada uma execucao
deste passo em paralelo, reduzindo assim significativamente o tempo de execugao do

mesmo.

No entanto, pode-se optar por uma solucao nao éptima de procura de conjuntos

independentes seguindo o algoritmo:

1. j=0
2. enquanto V # ()

(a) VI <V
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(b) enquanto V' # ()

i. escolher vértice a colorir v
ii. C; «— C; U{v}
iii. V'~ V'\{Viz{v}U{v}}
iv. V—V\{v}

(c) je=j+1

A escolha do vértice a colorir no passo 2(b)i pode ser executada de diferentes formas:

Figura 4.12: Distribuicao em quatro classes do conjunto de dados com 400 elementos,
identificada pelo método MPCG_CIM_MGP.

1. O vértice v a colorir resulta de uma escolha aleatéria de entre os vértices ainda
nao coloridos [150]. Designemos o método de classificagdo que aplica este algo-
ritmo por método de particao baseado na coloragao de grafos ajustado usando o

conjunto independente maximal com seleccao aleatéria, MPCG_CIM_SA.

2. O vértice v a colorir é escolhido sequencialmente pela ordem pela qual aparece no
conjunto de vértices a colorir [151]. Designemos o método de classificagdo que
aplica este algoritmo por método de particao baseado na coloracao de grafos
ajustado usando o conjunto independente mazximal com selec¢cdo do minimo,
MPCG_CIM_SM.
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Figura 4.13: Distribuicao em trés classes do conjunto de dados com 400 el-
ementos, identificada pelos métodos MPCG_OI, MPCG_OIG, MPCG_CIM_SA e
MPCG_CIM_SM

3. O vértice v a colorir é seleccionado da seguinte maneira:

escolher o primeiro vértice ainda nao colorido

i — maz {maw{xGViz{v}}{dG(x)}; dc(v)}

vz idg(r) =1

Figura 4.14: Distribuicao em quatro classes do conjunto de dados com 3892 elementos,
identificada pelos métodos MPCG_OI e MPCG_CIM_SM.



130 Capitulo 4

‘_'._u—--_r‘

Figura 4.15: Distribuicao em trés classes do conjunto de dados com 3892 elementos,
identificada pelos métodos MPCG_CIM_SA, MPCG_OIG e MPCG_OL.

Tabela 4.9: Resultados para diferentes inicializacoes do algoritmo de coloracao.

Conjunto 1 Conjunto 2 Conjunto 3
k ‘ tempo (seg.) ‘ k ‘ tempo (seg.) ‘ k ‘ tempo (seg.)
MPCG_OI 3 1.27 4 43.91 4 660.09
MPCG_OIG 3 26.45 4 3300.7 3 24863.73
MPCG_CIM_SA 3 0.86 4 69.34 3 996.86
MPCG_CIM_SM 3 1.22 4 40.06 4 650.01
MPCG_CIM_MGP | 4 12.11 4 533.98 4 5771.45

ou seja, escolhe-se sequencialmente um vértice candidato a ser colorido e compara-
se o seu grau com os graus dos vértices que lhe sao adjacentes, escolhendo-se
para colorir o vértice de maior grau [59]. Designemos o método de classifica¢ao
que aplica este algoritmo por método de particao baseado na coloragao de grafos

ajustado usando o conjunto independente maximal com seleccao do maior grau

primeiro, MPCG_CIM_MGP.

Estes métodos foram aplicados a trés conjuntos de dados com 2 atributos numeéricos.
Foram analisados o ntmero de classes identificadas assim como os tempos gastos,
sendo a execucao feita num PC Pentium 4 de 3GHz a 512 Mbytes de RAM. O primeiro
conjunto de dados contém 400 elementos e esta representado na figura 4.12; o segundo
conjunto ja foi usado na Secgao 4.5.1 e esta representado na figura 4.3; o terceiro é
um conjunto de dados reais com 3892 elementos, esta representado na figura 4.15 e

consiste em trés partes da rede rodovidria Grega [103].
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Figura 4.16: Gréfico IC/k obtido para o conjunto de dados com 3892 elementos.

Os métodos MPCG_OI, MPCG_OIG, MPCG_CIM_SA e MPCG_CIM_SM identificaram
a particao representada na figura 4.13, enquanto o método MPCG_CIM_MGP identi-
ficou a particao representada na figura 4.12. Pode-se concluir que os métodos testados
identificaram com sucesso as classes pelas quais os elementos estao distribuidos, sendo
o ultimo o mais eficaz; no entanto, tal como pode ser consultado na tabela 4.9, este é
o segundo método mais lento, sé superado pelo MPCG_OIG, nao havendo diferencas

significativas de tempos entre os outros trés métodos.

Quanto ao segundo exemplo, todos os métodos identificaram correctamente a particao
em 4 classes representada na figura 4.3, no entanto, como se pode ver na tabela 4.9,

as diferencas de tempo de execugao entre métodos ja sao mais significativas, sendo os



132 Capitulo 4

Figura 4.17: Distribuicao em quatro classes do conjunto de dados com 3892 elementos,
identificada pelo método MPCG_CIM_MGP.

métodos mais eficientes os MPCG_OI e MPCG_CIM_SM e o mais lento o MPCG_OIG,

sendo aproximadamente 82 vezes mais lento que os dois mais eficientes.

No caso do terceiro exemplo com 3892 elementos, a figura 4.14 representa a particao
identificada pelos métodos MPCG_OI e MPCG_CIM_SM; a particao obtida pelos
métodos MPCG_CIM_SA e MPCG_OIG esta representada na figura 4.15, enquanto a
figura 4.17 representa a particao obtida pelo método MPCG_CIM_MGP. No caso do
método MPCG_OI, obteve-se o grafico representado na parte superior da figura 4.16
(para Lpin = dmin, maz = dmez © H = 50) que identificou a melhor partigdo para
o = 45152.58, IC' = 0.00006 e k = 4. No entanto, existem outros valores de k com
valores de IC' muito préximos do valor éptimo. Assim, justifica-se uma nova execucao
do método restringindo o intervalo no qual toma valores o parametro de controlo «
para valores proximos dos valores minimos locais. A segunda execucao fez-se para
loin = 30102.06, £, = 165556.8 e H = 25. O gréfico respectivo encontra-se na
parte inferior do figura 4.16, onde ¢ identificada como melhor particao aquela que
corresponde a o = 73447.58, IC = 0.000093 e k = 3 e que corresponde & particio
identificada na figura 4.15.

Conclui-se que a opcao de métodos de coloragao mais lentos nao resultou em execucoes
de melhor qualidade; no presente trabalho optou-se pela versao MPCG_OI porque dos

métodos testados foi um dos mais rapidos apresentando elevados niveis de eficacia.
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4.8 Estudo da Complexidade de Execucao do Método

Nesta seccao pretende-se fazer um estudo da complexidade de execucao do método no

pior caso e no caso médio.

4.8.1 Pior Caso

No pior caso, para se colorir um vértice terd que se comparar esse vértice com todos

os vértices ja coloridos. Neste caso a ordem de execugao é O(n?).

Esta situagao ocorre quando se pretende colorir um grafo completo, em que sao
necessarias n cores. Uma vez que a situacao do grafo completo nao ocorre com

frequéncia, vejamos qual a complexidade de execucao no caso médio.

4.8.2 Caso Médio

Suponhamos ja coloridos n, vértices em £ classes e seja A o grau méaximo de entre todos
os vértices do grafo. No méximo, para colorir o vértice v fazem-se dg(v) comparagoes.
No entanto, nem todos os vértices adjacentes a v pertencem ao conjunto dos ny vértices
ja coloridos. Assim, no maximo faz-se um numero de comparacoes igual ao nimero
de vértices adjacentes com v ja coloridos. Seja X a v.a. que representa o numero
de vértices adjacentes com v, ja coloridos. A distribuicao que a v.a. segue é a

hipergeométrica.

Com
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Assim

dg(U)

E(X) = Np=n,

. .y . o TN L7
Assim, quando se colore v (ja coloridos n, vértices) faco em média —dg(v) com-
L n
paracoes. Quando coloro o i®MO yértice, entdao ja colori ¢ — 1 vértices. Assim,

considerando as v.a. X;, tem-se

E (il Xz) = z”: 1 — 1dg<Ui) = ;iidg(vi) — iidG(vi) — izn:idG(Ui) _ 2;”

i=1 =1 i=1

Como,

n+1)

dG(v1)+2dG(vg)—|—...+ndg(vn)§A+2A+...+nA—Z(A+nA)—n( ;A

Verifica-se

Como m é no minimo igual a zero, verifica-se:

E(ZXz) < ";LlA

=1
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Proposicao 4.1 Se A € o grau mdzimo de entre os n vértices e se T'(n) for o nimero

de operacoes elementares esperadas para colorir n vértices, entao

n+1
2

T(n) < A = 0(nA)

4.9 Conclusao

Usando alguns conceitos da teoria de grafos, foi definido um método de classificacao
nao hierdrquica baseado na coloragao de grafos, com ajuste que reduz o nimero de
cores, com o objectivo de que as classes de cor encontradas sejam também as classes
homogéneas do conjunto de dados. O método de classificacao foi associado a um
indice de classificabilidade, também definido no contexto de grafos, e em conjunto,
pretendem identificar o niimero e o conteudo das classes do conjunto de dados. A
eficicia do método foi constatada em conjuntos de dados artificiais, evidenciando a
sua robustez no que diz respeito a conjuntos de dados com pontos isolados, com classes
de formato nao esférico e sem uma estrutura em classes. O método mostrou-se estavel
quando aplicado a varias modificagdes de um mesmo conjunto de dado. A versao nao
ajustada apresenta uma ordem de execugao de O(An) e a ajustada apresenta uma

ordem de execugao de O(n?).
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Capitulo 5

Indices de Avaliacao de Classes e

Particoes

O método proposto permite gerar e avaliar particoes, sem fazer qualquer andlise de
cada uma das classes individualmente. Numa mesma classificacao desconhece-se o
contributo de cada uma das classes para a identificacdo da estrutura nos dados,
sendo esta informagao importante para se ter um conhecimento mais profundo sobre
o modo como os elementos estao relacionados entre si. Usando ainda conceitos de
teoria de grafos, sao apresentados neste capitulo indices de avaliagao do isolamento
e da densidade de classes, obtidas pelo método de classificacao nao hierarquica ap-
resentado no capitulo 4, estendido a conjuntos de dados caracterizados por atributos
(ou variaveis) mistos. E ainda apresentado um indice de avaliagao de particoes, que
permite escolher a particao que melhor reflecte a estrutura existente nos dados, de
entre as candidatas obtidas pelo método de classificagao. Consideram-se partigoes
candidatas aquelas para as quais o indice IC' apresenta valores indicativos do nimero
de classes, nomeadamente quando existem vérias parti¢des com o mesmo IC' associado
(por exemplo, suponhamos que o método identificou varias partigdes com IC = 0,
qual escolher?). Os indices propostos sao aplicados a conjuntos de dados artificiais de

atributos numéricos e mistos, e comparados com alguns existentes na literatura.

Um dos indices de isolamento apresentados permite definir uma medida de dissemel-
hanca entre classes, que proporciona o desenvolvimento de um ajuste hierarquico
baseado em grafos ponderados pela medida de dissemelhanca, a usar em alternativa ao
ajuste baseado em densidade definido no capitulo anterior. Sao apresentados alguns

exemplos que constatam a eficiéncia desta nova abordagem.
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Comecemos por apresentar alguns indices existentes na literatura.

5.1 Indices de Validacao de Classes

Existem na literatura muitas definicoes de classe, nao sendo nenhuma delas universal.
Em geral, cada método de classificacao pretende encontrar as classes seguindo uma
definicao particular. No caso geral, as classes de uma ”boa” classificacao devem ser
homogéneas, em que os elementos de uma mesma classe deverao ser similares; e devem
ser bem separadas, i.e., entidades dissimilares deverao pertencer a classes diferentes
[51].

Uma possivel defini¢ao de classe é considera-la como um subconjunto do conjunto de
dados, tal que qualquer dissemelhanca entre elementos da classe é menor que qualquer
dissemelhanca entre elementos da classe e elementos fora da classe [122]. Uma outra
defini¢ao consiste em identificar uma classe como sendo um subconjunto do conjunto
de dados, para o qual o diametro da classe (maximo das distancias entre pares de
elementos da classe), é menor que o minimo das distancias entre os elementos da
classes e elementos externos a classe [218]. Outra possivel definigdo ¢ dada em [148]
no contexto da teoria de grafos, onde é definido um (¢,7)-cluster, para algum r, como
tendo a propriedade de que numa vizinhanca de cada um dos elementos da classe de
raio 7, tém que existir pelo menos ¢ outros elementos da mesma classe; e todos os
elementos do conjunto de dados podem ser ligados por um caminho de comprimento
menor ou igual a r. Existem ainda outras defini¢oes de classes baseadas em conceitos de
teoria de grafos. Por exemplo, uma classe pode corresponder a um clique ([50], [105] e
[16]), a um subgrafo conexo ([50], [216] e [1]) ou a um subgrafo conexo maximal ([106])
do grafo definido no conjunto de dados. Muitas outras defini¢oes de classes podem ser
encontradas na literatura ([146] e [115]).

Cada indice de validacao pretende validar uma classe de acordo com a sua prépria
definicao. Em geral, a validacao de uma classe engloba o teste de trés caracteristicas

principais: densidade, isolamento e estabilidade [168].
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5.1.1 Medidas de Heterogeneidade e de Isolamento de Classes

numa Particao

Em [91] sdo apresentados alguns critérios de heterogeneidade e de isolamento de
partigoes, definidos a partir dos mesmos critérios aplicados a cada uma das classes
da parti¢ao. Assim, se P = {C},Cs,...,Cy} for uma particao em k classes, entao a

formula geral para os critérios de heterogeneidade sao dados por:

H(P) = Y.H(C) ou H(P) = mazq_. i{H(C,)} (5.1)

O critério de heterogeneidade da classe C.., pode ser definido como o quadrado da
distancia euclideana entre os elementos da classe e o seu centro; como a distancia
city-block entre os elementos da classe e o vector mediana; como a dissemelhancga
maxima entre pares de elementos da classe; ou ainda como o minimo, de entre todos
os elementos da classe, das somas das distancias entre cada elemento e todos os outros
elementos da classe.

A férmula geral dos critérios de isolamento é dada por:

I(P) = > I(C;) ou I(P) = ming.m{l(Cr)} (5.2)

O critério de isolamento da classe C,., pode ser definido como o minimo das distancias
entre os elementos da classe e fora da classe, ou como a soma de todos as distancias

entre todos os elementos da classe e todos os elementos pertencentes a outras classes.

Assim, as medidas de isolamento e heterogeneidade de cada classe de uma particao,
podem ser combinadas para proporcionarem medidas de adequagao de uma particao.
As partigoes Optimas sao aquelas que minimizam as medidas de heterogeneidade e
maximizam as medidas de isolamento, ou sao baseadas numa combinacao daquelas

medidas.
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5.1.2 Indice de Isolamento de Ling

No contexto da classificacao hierdrquica, seja C' um (¢,r)-cluster, sendo r o nivel no
qual a classe é formada, e ' o nivel no qual a classe C' é absorvida por outra classe.
O ndice de isolamento de C' ([148]), é dado por r — 7’ e representa o ”tempo” que

decorre entre a classe ser formada e ser absorvida por outra classe.

Assim, uma classe é compacta se for formada relativamente cedo (quando r é pequeno)
para o seu tamanho, sendo isolada se o seu indice de isolamento for grande. O indice
de Ling baseia-se na ideia de que a duracao de vida de uma classe valida, devera ser
superior a duragao de vida de uma classe encontrada ao acaso. Tendo como plataforma
probabilistica um modelo nulo de matrizes aleatérias, prova-se ([148]) que o indice

de isolamento segue uma distribuicao aproximadamente Geométrica, com parametro

(n —ne)

p=1-— nCN onde N = ( Z ), para (1,r) — clusters com n, elementos.
—r

5.1.3 Indices de Densidade e Isolamento de Bailey € Dubes

Considere-se o grafo G(n, m) de n vértices, correspondentes aos n elementos de 2, e m
arcos. Um par de vértices i e j estao ligados por um arco se a dissemelhanca entre i e
j estd entre as m dissemelhancas menores, de entre todos os pares de elementos de 2.
Seja C' um subconjunto de €2 pré-definido com r elementos. O objectivo é determinar
se C' é uma boa classe. Seja F,, o conjunto dos arcos {i,j} do grafo G(n,m). A
densidade da classe C' é definida por [8]: Da(m) = card{{s, j}|i,j € C,{i,j} € En} e
representa o nimero de arcos internos a classe C' no grafo G(n,m). Grandes valores
de D¢ (m) indicam que a classe C' é compacta. O isolamento da classe C' é definido
por [8]: Ic(m) = card{{i,j}|i € C,j ¢ C,{i,j} € E,}. Pequenos valores de I(m)

indicam que ¢ isolada.

Seja I a variavel aleatoria que representa o ntimero de arcos que ligam os 7 elementos
de uma classe aos outros vértices do grafo e seja D a variavel aleatoria que representa o
numero de arcos internos a classe de r elementos. Para uma classe C' de tamanho r que
nao seja o resultado de um algoritmo de classificacao, as distribuigoes destes indices

sob a hipdtese do grafo aleatério (Hp) sao hipergeométricas [91]: H (ng, m; ;—22) para o

n(n—1)

indice de densidade e H (ng, m; 7“(7;7;7”)) para o indice de isolamento, onde ny = =5

-1
ery = T(’"2 ),
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No entanto, se C' foi obtida como o resultado de um algoritmo de classificacao, estas
distribuicoes terao de ser modificadas. Neste caso, sao sugeridos alguns indices cujo
principio base consiste na comparagao dos valores do isolamento e da densidade de
uma classe, resultado da aplicagao de um algoritmo de classificacao, com os valores de

uma classe escolhida ao acaso. As férmulas para os indices de isolamento e densidade
sao ([91] e [168]):

Io(m) = min { ( ’; ) P(I <ic | Hy), 1} (5.3)

De(m) = min { ( Z ) P(D > do | Hy), 1} (5.4)

considerando as distribuicoes hipergeométricas indicadas.

5.1.4 Métodos para Testar a Estabilidade de Classes

Em [168] é proposto um método de validagdo de uma unica classe, através de novos
indices de validagao que se baseiam na avaliacao da estabilidade de uma classe por
métodos de reamostragem, consistindo na medicao da influéncia da remocao de certos
elementos do conjunto de dados, sobre essa classe. O principio adoptado ¢ o seguinte:
aplica-se o método de particao sobre um grande ntmero de amostras retiradas do
conjunto €2, de seguida verifica-se se os elementos da classe C' sao, tanto quanto
possivel, classificados juntos nas diferentes amostras, nao se misturando com elementos
de outras classes. Este tipo de comportamento é evidente numa classe idealmente

estavel, tanto do ponto de vista de isolamento como do ponto de vista da densidade.

5.1.5 Estatistica de Validagao U

Uma outra estatistica de valida¢do de uma classe é inicialmente proposta em [156] e
frequentemente referida em trabalhos posteriores ([89], [91] e [168]):

0 if dij < dkl
Ujmw=1q 3 if dj = du
1 if dz’j > dy
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Para uma classe C' de tamanho r, seja:

r(r—1)

W ={{i,j}li,j € C,i < j} o conjunto de =5

pares de elementos da classe, e

B={{k,}keC,l¢C} oconjuntode r(n—r) pares de elementos entre classes.

O indice U global, Ug é definido por:

UgE Z Z Uijkl (55)

(4,5)EW (k,l)eB

O indice U local, Uy, é definido por:

Up = Z Z Z Uijir (5-6)

ieC jeC\{i} k¢C

Quanto mais baixos forem os valores dos indices Ug e Uy, melhor é a classe. As
classes que apresentem os indices nulos sao aquelas que verificam as condigoes de classe
ideal, pela qual as dissemelhancas entre elementos pertencentes as mesmas classes, sao

sempre menores que entre elementos pertencentes a classes diferentes.

5.1.6 Indices de Isolamento, Densidade e Validacao de Bel
Mufti

No trabalho descrito em [168] foram definidos e testados indices de medi¢ao do iso-
lamento, da densidade e da validacao de uma classe C', gerada por um método de
particoes, aplicado a um conjunto de dados {2 a classificar, usando um esquema de
reamostragem. Designemos por &1,&, ..., &y, N amostras de €2, obtidas respeitando

uma cota de p% sobre cada classe da particao.
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A definicao de cada um dos indices aplicados a uma classe é feita de modo externo, a
partir de uma particao de referéncia; ou de modo interno a partir de N particoes de

Q) em k classes, obtidas a partir de N amostras do conjunto de dados.

Para avaliar de modo externo os indices de isolamento e de densidade da classe C,
dispomos da partigao @ = {Q1, ..., Qr} conhecida apriori. Nestas condigdes, a classe
C sera considerada isolada se dois elementos que sao classificados separadamente
na particio Qc = {C,C}, também o forem na particio Q conhecida. A classe C
serd considerada compacta se dois elementos que sao classificados juntos na classe
C, também o sao na particao ). Os indices de isolamento e densidade externos,
representam-se por I.(C) e H.(C) respectivamente, e sdo definidos para uma classe C'

como sendo:

2 k _
Ie(C):l—n(n_l)];WﬂlelCﬂle (5.7)
e
2
H(C)=1- o — 1<]Z<:é<k [CNQ;|IC N Q| (5.8)

Verifica-se 0 < I(C) < 1e 0 < H,(C) < 1. Quanto mais préximos os indices
estiverem de 1 mais isolada e mais compacta é a classe. Quanto mais proximos os

indices estiverem de 0, menos a classe é isolada e compacta, respectivamente.

Para avaliar de modo interno o isolamento e a densidade da classe C, dispomos de N

particoes QW ..., QW) que foram obtidas pela aplicacio do método de classificacao
sobre N amostras &;,...,&y do conjunto 2. Para cada amostra &(i = 1,...,N),
obtém-se uma particido, em k classes Q) = {Qgi), .. .,QS)}. Nestas condicoes, a

classe C' sera considerada como isolada se dois elementos que sao classificados em
classes diferentes na particao {C,C}, também o sdo na particio Q) para algum i. A
classe C sera considerada como compacta se dois elementos que sao classificados juntos
na classe C, também o sdo na particio Q@ para algum i. Os indices de isolamento e
densidade internos, designam-se por I(C) e H(C') e sao definidos para uma classe C

da seguinte maneira:

I(0) =1 €N QI NQY (5.9)

) k
=1

n(n —1)N = 4

=17
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2

N ' '
noTN L 2 lonallionay’ (5.10)

i=11<j<t<k

H(C)=1-

Verifica-se 0 < I(C) < 1e 0 < H(C) < 1. Quanto mais préximo o indice estiver de 1
mais isolada e compacta € a classe. Quanto mais préximo o indice estiver de 0, menos

isolada e compacta, respectivamente é a classe.

Dizemos que uma classe C' é wvdlida, se for ao mesmo tempo isolada e compacta, ou
seja, se as duas regras que garantem respectivamente o isolamento e a compacticidade
forem satisfeitas. Assim os indices de validacdo externo e interno, representados por

V.(C) e V(C) respectivamente, sao definidos para uma classe C' da seguinte maneira:

k

n(n —1)

J

Cnailicnel+ ICﬂQjIICﬂQzl) (5.11)

1 1<j<t<k

v;<0>=1—2(

n(n —1)N i=1 \j= 1<j<t<k

k
v<c>:1—22( cnQPc NP+ X |cm@§-">||cm@é“i<>.12>
1

Verifica-se 0 < V,(C') < 1e0 < V(C) < 1. Quanto mais préximos os indices estiverem
de 1, mais valida é a classe. Quanto mais préximos estiverem de 0 menos vélida ¢é a

classe.

5.2 Indices de Validacao de Particoes: 7, e 7, de

Guénoche

Os indices de validacao 7, e 7, [98] sdo baseados no principio de que uma particao é
"boa”, se grandes dissemelhancas se verificam entre elementos de classes diferentes,
e pequenas dissemelhancas se verificam entre elementos da mesma classe. O indice
racio de acordo entre pares, designado por 7,, mede a qualidade de uma particao
pela percentagem de pares de objectos, que pertencendo a mesma classe, apresentam
pequenas dissemelhancas; e que pertencendo a classes diferentes, apresentam grandes

dissemelhancas. Uma particao P em 2 induz uma biparticdo no conjunto dos pares
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de elementos do conjunto de dados. Seja (L., L;) essa parti¢do, e sejam N, e N; o
numero de elementos em cada parte. A parte L. contém todos os pares de objectos
que pertencem a classes diferentes, e a parte L; contém todos os pares de objectos
pertencentes a mesma classe. Depois de ordenar os valores das dissemelhancas por
ordem decrescente, divide-se a sequéncia em duas partes, a primeira com os N, maiores
valores e a segunda com os N; menores valores. Esta particao é designada por
(Ga,Sq). Uma partigao perfeita em €2, de acordo com o principio anterior, tem as
duas biparticoes idénticas. O indice rdcio de acordo entre pares conta a percentagem
de pares que pertencem em simultaneo a L, e a G4 ou a L; e a S;. Neste caso, valores

do indice perto de 1, identificam classificagoes com melhor qualidade.

O outro indice de validagao é denominado rdcio de pesos, é designado por 7,, e é
calculado pelas somas das dissemelhancas entre elementos dos quatro tipos de pares:

Z(Le>a Z(Li); Z(Gd) and Z(Sd), como

(5.13)

Estes dois racios correspondem ao peso das ligacoes externas, dividido pelo maximo
que pode ser conseguido com N, valores de dissemelhancas; e pelo peso minimo de N;
ligacoes, dividido pelo peso das ligacoes internas. Este indice toma valores menores ou
iguais a 1. Um valor proximo do maximo significa que as dissemelhancas entre classes
correspondem as maiores dissemelhancas, e que as dissemelhancas dentro de classes

correspondem as menores dissemelhancas.

De seguida apresentam-se alguns indices que foram desenvolvidos no ambito da pre-

sente dissertacao.

5.3 Indice de Isolamento Absoluto

O Indice de Isolamento Absoluto (IIA) pretende determinar o isolamento de cada

classe, no contexto da particao na qual se insere.
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5.3.1 Definicao do Indice de Isolamento Absoluto

O valor do indice apresentado nesta seccao esté directamente relacionado com o valor
do indice de classificabilidade, pretendendo-se que determine o contributo que cada
uma das classes tem para o valor deste indice. Existindo uma relagao inversa entre o
valor do indice de classificabilidade e a qualidade da partigao identificada pelo método,
MPCG uma classe deverd ser tanto mais isolada quanto menor for o valor do indice

de isolamento absoluto correspondente.
Seja C; uma das k classes da particao.

Definicao 5.1 O wvalor do Indice de Isolamento Absoluto ITA, da classe C; representa-
se por A?, e é dado por:

Af =3 [dg*(v) — da(v)] (5.14)

veC;

sendo dg*(v) e dg(v), o grau mdzimo e o grau do vértice v no grafo G representativo

dos dados, respectivamente. Se n for o numero de vértices do grafo estruturado em k

classes, C1,...,Cy com nq,...,n, elementos respectivamente, entao
A =ni(n—n;) — > da(v (5.15)
veC;

Para cada vértice v € C;, d*(v) — dg(v) ¢ o numero de vértices exteriores a C; aos

quais v dista menos do que a.

Como as classes identificadas no conjunto de dados sao também classes de cor no
contexto da teoria de grafos, verifica-se que numa mesma classe nao existem vértices
adjacentes. Um vértice de uma classe s6 podera ser adjacente no maximo, a todos os
outros vértices fora da classe a qual pertence. Deste modo diZ**(v) = n — n;. Como

se pretende a soma dos graus méaximos para todos os vértices da classe C;, vem

AP = ) g™ () —de(v)] = > dg™(v) = ) da(v)

UEC»; UECZ' UECZ'
(5.16)

= ni(n—mn;)— Y de(v)

veC;
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Consideremos a defini¢ao do indice de classificabilidade definido na equagao (4.17)
(Seccao 4.3). Relacionando o valor do indice de classificabilidade com o valor do

indice de isolamento absoluto, resulta:

1 k
IC = §ZA$ (5.17)
=1

Assim, quanto menor for o valor A%; para a classe C;, menor é a sua contribui¢ao para
o valor IC e como tal, maior é o seu isolamento absoluto no contexto da particao onde

se insere.

Para que o niimero de elementos nas classes nao tenha um peso excessivo no valor do
indice, define-se:

< A% 1

Al = —— =] ———— dg(v) (5.18)
n;(n —n;) n;(n —ny;) ng

Verifica-se que 0 < Af < 1, tomando o valor zero para classes isoladas. Quanto maior

for o valor do indice, menos isolada é a classe.

O indice de isolamento absoluto definido pelos grafos k-partites completos, usa na sua
determinacao um conceito ja usado por alguns autores como por exemplo, Bailey &
Dubes [8] (Secgao 5.1.3). Um dos indices definidos por estes autores é baseado no
nimero de arcos que unem elementos da classe C; a elementos fora da classe, de um
grafo definido nos dados. No grafo definido pelos autores, dois vértices sao adjacentes
se a dissemelhancas entre eles for menor que um dado parametro; considere-se o valor
desse parametro igual ao valor de . Valores baixos deste indice indicam classes
isoladas. O indice de isolamento absoluto conta o niimero de arcos em falta para que
o grafo seja k-partite completo. Tendo em conta que na abordagem utilizada pelo
método, dois vértices v;, v; sdo adjacentes se dist(v;,v;) > «a, entdo o indice conta o
nimero de arcos cujas dissemelhancas entre os respectivos vértices nao ¢ maior ou igual
a «, ou seja, conta o numero de arcos com dissemelhanca entre vértices menor que
«. Assim, com defini¢cGes complementares para os grafos representativos nos dados, o
indice de isolamento absoluto e o indice de Bailey € Dubes baseiam-se numa mesma

quantidade.
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Tabela 5.1: Valores do indice IIA para o conjunto representado na figura 5.1.

| ma
Cy 0
C, | 0.004663
Oy [ 0.005371
O, | 0.020833

5.3.2 Aplicacao do Indice de Isolamento Absoluto

O indice de isolamento absoluto foi aplicado as classes das particoes obtidas pela
aplicagao do método, a dois conjuntos de dados. A figura 5.1 representa a distribui¢ao
em quatro classes de um conjunto de dados obtida pelo método para a = 97.33817 e
IC = 0.004261. A tabela 5.1 mostra os valores do indice de isolamento absoluto para
cada uma das classes, indicando que o indice identificou correctamente a classe mais

isolada, como sendo a classe C'.

S
8

¢
s/

¢Cl

Cc2
e C3
XC4

Figura 5.1: Particao em quatro classes obtida pelo método.

A figura 5.3 representa o resultado da aplicagdo do método ao conjunto de dados
representado na figura 5.2. Como se pode ver pela parte superior do grafico, a tinica
particao que é possivel identificar é a particao em duas classes. Assim, repetiu-se a
aplicacao do método para £,,;, = 16.67248, {,,.. = 58.46575 e H = 50. O gréfico da
parte inferior da figura mostra o resultado obtido. Para a = 26.702861 obteve-se a
particao em cinco classes com IC = 0.000999 e representada na figura 5.2. A tabela

5.2 mostra os resultados obtidos da aplicacao do indice de isolamento absoluto para
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Tabela 5.2: Valores do indice IIA para o conjunto representado na figura 5.2.

| ma
¢y || 0.00003
Cy || 0.000122
O, || 0.001369
c, || 0.002757
Cs || 0.000865

cada uma das cinco classes. O indice identificou correctamente a classe C; como a
mais isolada. A classe menos isolada é identificada pelo indice como sendo a Cy, pois

é a classe que esta mais perto de um maior nimero de outras classes.

&Cl
mC2
OC3
=C4
+C5

Figura 5.2: Particao em cinco classes obtida pelo método.

5.4 Indice de Isolamento Relativo

O Indice de Isolamento Relativo (IIR) pretende determinar o isolamento relativo entre

classes de uma particao.

5.4.1 Definicao do Indice de Isolamento Relativo

O indice de isolamento relativo, pretende medir o isolamento de uma classe C; em

relacdo a outra classe da mesma partigdo. Designemos por A} (C;) o isolamento da
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©
t;)

4
N
©
&

Valores do indice de classificabilidade
normalizado
0,002677
0,006085
., 0010002, e eirrrre e
0,007909
0,009484
0,013176
0,01623
0,032239

Numero de Classes (k)

Valores do indice de classificabilidade
normalizado

W M~ I © © © © 1 1" 1L < 1 < < <

Numero de Classes (k)

Figura 5.3: Grafico [~C/ k obtido para o conjunto de dados representado na figura 5.2.

classe C; em relacao a classe C;. Num grafo k-partite, o grau de um vértice pertencente
a classe (};, consiste na soma do nimero de arcos que unem o vértice aos elementos
de cada uma das classes existentes na particao. Ou seja, o grau de v € C; pode ser

definido da seguinte maneira:

do(v) = Y dg'(v) (5.19)
{7=1.j#i}

Cy , -
sendo dg/ (v) o numero de arcos que unem o vértice a elementos da classe C;. Para
‘ - . C;
se obter um grafo k-partite completo, cada vértice de v € C; devera ter d7 (v) = nj,
para j =1,...,k,j #i. Para cada vértice v € C;, n; — d7 (v) é o ntimero de vértices

de C; que distam de v menos do que a.
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Definicao 5.2 O wvalor do Indice de Isolamento Relativo IIR, da classe C; em relacao
a classe C; representa-se por AL(C}), € calculado como sendo a diferenca entre o grau

mdzximo relativo a classe C; e o grau de cada um dos vértices de C;:

AN(Cy) = 3 [y — dg (v)] (5.20)

veC;

C' 7/ . . 7z e N
sendo dg’ (v) o grau do vértice v relativamente a C;. Se n for o nimero de vértices do

grafo estruturado em k classes, Cy,...,Cy com nq,...,n; elementos respectivamente,
entao
ANC)) = nmy — S d5 (v) (5.21)
veC;

Normalizando, vem:

AC)=1-—— 3 d% ) (5.22)

nln] veC;

Quanto maior for o valor do indice, menor é o isolamento relativo entre as classes.

Finalmente, refira-se que a medida de isolamento entre classes definida nesta seccao,

depende do valor do parametro de controle «, verificando-se a seguinte relacgao:

AN(C;) =0 & YveC;, dist(v,u) > a,Vu € C| (5.23)

Neste caso, as classes C; e C; estao afastadas, para o valor de a.

5.4.2 Aplicacao do Indice de Isolamento Relativo

O indice foi aplicado a varios conjuntos de dados indicando um bom desempenho
na determinacgao do isolamento entre classes. A tabela 5.3 indica o isolamento entre
todas as classes representadas na figura 5.4. Uma classe isolada de todas as outras
do conjunto de dados, apresenta uma linha s6 de zeros como é o caso a classe Cy. As
classes C e (5 e as classes C3 e (4 nao estao isoladas, verificando-se ainda que as

classes C5 e (4 estao mais proximas do que as classes C e (5, como se pode constatar
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Figura 5.4: Particao em cinco classes obtida pelo método.
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Tabela 5.3: Valores dos indices IIR para o conjunto representado na figura 5.4.

Cl & Cs Cy Cs
Ch 0 0 0 0 0.002435
Cy 0 0 0 0 0
Cy 0 0 0 0.004365 0
Cy 0 0 | 0.004365 0 0
Cs | 0.002435 | 0 0 0 0

pela figura.

A tabela 5.4 indica o isolamento entre todas as classes representadas na figura 5.2. As

classes ('3 e Cy sao as menos isoladas, sendo o par de classes C; e (5 o segundo par

menos isolado. A classe C'; é a menos isolada de um maior niimero de outras classes.

As classes Cy e C5 s6 nao sao isoladas de uma outra classe (Cy).

Tabela 5.4: Valores dos indices IIR para o conjunto representado na figura 5.2.

Cy Cy Cs Cy Cs
4 0 0 0.000022 | 0.00011 0
Cy 0 0 0 0.000563 0
Cs || 0.000022 0 0 0.006078 0
Cy || 0.00011 | 0.000563 | 0.006078 0 0.00393
Cs 0 0 0 0.00393 0
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5.5 Indice de Densidade

O Indice de densidade (ID) mede a densidade ou compacidade de uma classe. Esta
medida estd relacionada com o facto de que numa vizinhanca de cada elemento, a
percentagem de elementos da classe a qual o elemento pertence, devera ser maior do
que a percentagem de elementos de outras classes. Esta medida pretende favorecer a

identificacao de classes densas nao necessariamente esféricas.

5.5.1 Definicao do Indice de Densidade

Considere-se uma particao em k classes obtida para o valor do parametro de controle

a. Seja

|B(v, 6:) N Cif v e (5.24)

a percentagem de elementos de Cj, diferentes de v, que pertencem a bola B(v,q;),
centrada em v e de raio ;. O valor & é o parametro de controlo do indice de densidade
que, se nenhum outro valor lhe for atribuido, toma o mesmo valor de a. Pretende-se
calcular esta quantidade para todos os elementos de C;. Sendo assim, a densidade de

uma classe C; é dada por:

v, &z) N C,L’

B(
ID; := | (5.25)
onde n; é o numero de elementos da classe C;. Tem-se:
L cmp< ™ (5.26)
Normalizando vem
ID; = ID] ! (5.27)
e ‘ n; — 1 ’

e entao
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0<ID; <1 (5.28)

tomando o valor 1 se todas as bolas contiverem todos os elementos da classe. Isto é,

quanto mais proximo o valor de ID; estiver de 1 mais densa é a classe.

O nimero de elementos da classe tem muita influéncia no valor do indice de densidade,
levando a que em geral, classes com maior nimero de elementos sejam consideradas
as mais densas. Para diminuir essa tendéncia dividiu-se o valor de indice por n —n; e

assim o valor do indice é definido por:

ID; = (5.29)

ou seja,

J— |B(U70~5>QOZ’| _ 1
ID; = vgi ni(n;—1)(n—n;) (n; —1)(n—ny) (5.30)

5.5.2 Parametro de Controlo do Indice de Densidade

Definamos um outro indice, denominado limite de conexao.

Definicao 5.3 O limite de conexao de uma classe C;, designa-se por LC; (designado
em [98] por si) e € dado pela distancia mdzima entre os vizinhos mais proximos, ou
seja,

LC; = mazpecy{minuecy{dist(v, u)}}

O parametro de controlo & de densidade, pode assumir os valores:

e (; =« ou
e &, = LC, ou
e &; = max{a, LC;} ou

e &; = min{a, LC;}
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Tabela 5.5: Valores dos indices W e ID para o conjunto representado na figura 5.5.
L w [
Ch || 0.45695 | 0.455313
Cy 1 0.994845
Cs 1 0.994792

parat=1,..., k.

Os resultados obtidos da aplicacao do indice a varios conjuntos de dados, para as
diferentes opgoes do seu parametro de controlo de densidade, mostraram que o de-
sempenho do indice nao varia significativamente para as diferentes opgoes possiveis.

Assim, em todos os exemplos apresentados considerou-se &; = o para 1 =1,..., k.

5.5.3 Aplicagao do Indice de Densidade

O indice de densidade foi comparado com o indice de densidade de Bailey & Dubes [8]
(Secgao 5.1.3), designado por W e também baseado em teoria de grafos. Neste caso,
existe um arco entre dois vértices se a dissemelhanga entre eles for menor ou igual a
um dado parametro. Este indice conta o niimero de arcos que unem elementos de uma

mesma classe C e assume valores altos para classes compactas ou densas.

Os dois indices foram testados em alguns conjuntos de dados. Os resultados mostraram
que o indice de densidade I D é mais eficaz na identificacao de pequenas diferencas de
densidade entre classes. Por exemplo, a figura 5.5 apresenta um conjunto de dados
em que as classes mais densas sao as que tém menor nimero de elementos (classes Cy
e C3) e a menos densa é a que tem maior nimero de elementos. Como se pode ver
na tabela 5.5, o indice W identificou correctamente a classe menos densa, nao sendo
capaz de diferenciar as outras duas classes. O indice I D identificou correctamente a

classe mais densa como sendo a classe Cs.

5.6 Indice de Avaliacao de Particoes

O Indice de Avaliagao de Partigoes (IAP) pretende avaliar uma particdo baseado

no pressuposto de que o numero de vizinhos comuns entre elementos de uma mesma
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sCl
gc2
c3

Figura 5.5: Particao em trés classes obtida pelo método.

classe, devera ser maior do que o niimero de vizinhos comuns entre elementos de classes
diferentes.

5.6.1 Definicao do Indice de Avaliacao de Particoes

A Matriz de Adjacéncias A = [a;;], de um grafo G, é uma matriz n X n bindria,
simétrica, com:

1 se A{v,v;} € E(G)
0 se A{v,vj} ¢ E(G)

n
Assim a; = Z a;; = |Viz(v;)| representa o nimero de vizinhos de v;, ou seja, o niimero
=1

de vértices v; tais que {v;,v;} € E(G). Tem-se ainda a; = de(v;), o grau do vértice v;.

Seja a; a coluna ¢ de A e a; a coluna j de A, a quantidade

a; - a; = |Viz(v;) N Viz(v;)| (5.32)

representa o numero de vizinhos comuns entre v; e v;.
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Sejam u, v € C; e |C;| = n;. O nimero maximo de vizinhos comuns de u e de v é n—n,,
uma vez que estes elementos s6 podem estar ligados a elementos nao pertencentes a
classe C;. Se somarmos o nimero maximo de vizinhos entre todos os pares de elementos

da classe C; temos:

(5.33)

Assim, a parcela do indice de avaliacdo de particGes correspondente aos vizinhos
comuns dentro das classes, representa-se por IAP? e é dada pela soma do nimero
de vizinhos comuns entre todos os elementos de uma mesma classe, normalizado
pelo nimero maximo de vizinhos comuns. Para cada uma das classes faz-se uma
reordenagao da matriz de adjacéncias, de modo a que os n; elementos da classe C}
estejam nas n,; primeiras linhas da matriz. Assim, o valor da parcela IAP¢ é dado
por:

n;—1 n;
a;-a
TAP" = =%~ (5.34)

k= | ni(ni — 1)(n —n,)

Verifica-se 0 < TAP? < 1, tomando o valor 1 na situacao ideal, na qual todos os pares

de elementos de cada uma das classes tem o nimero maximo de vizinhos comuns.

Sejam u € C; e v € Cj com |C;| = n; e |Cj] = nj, ¢ # j. O ntmero maximo de
vizinhos comuns de u e de v é n — n; — n;, uma vez que estes elementos sé6 podem
estar simultaneamente ligados a elementos nao pertencentes a classe C; nem a classe
C;. Se somarmos o niimero maximo de vizinhos entre todos os pares de elementos da

classe C; e C; temos:
(n —n; —nj)nn, (5.35)
Para cada par de classes C; e C}, faz-se uma reordenacao da matriz de adjacéncias,

de modo a que os n; elementos da classe C; estejam nas n; primeiras linhas da matriz,

estando os n; elementos da classe C; nas n; linhas seguintes. Assim, a parcela do
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indice de avaliacao de partigoes correspondente a vizinhos comuns entre elementos

pertencentes a classes diferentes, representa-se por IAP€ e é dada por:

n; Nit+n;

Z Z ap * Qg

k
p=1g=n;+p

5.36

2 (n —n; —nj)nmn; (5.36)

k—1

>

1 j=i+1

TAP® =

2
k(k—1)

Verifica-se 0 < [AP¢ < 1, pretendendo-se que uma particao é tanto melhor, quanto

maior for a diferenca entre JAP? e I AP®.

O Indice de Avaliacdo de Parti¢des (IAP) define-se por

TAP = [AP* — [AP® (5.37)

tomando valores —1 < JAP < 1. Se 0 < IAP < 1, entdao IAP? é maior ou igual a
T AP¢ e corresponde a uma boa particao, tendo preferencialmente valores perto de 1.

Caso contrario, a particao nao deverd ser considerada valida.

5.7 Aplicacao dos Indices

Consideremos o conjunto de 500 elementos e dois atributos numéricos representado
na figura 5.8. O grafico 5.6 representa o resultado da aplicacao do método a este
conjunto de dados. Como se pode verificar pela andlise do grafico, foram identificadas
trés particoes para as quais se verifica IC' = 0, ou seja, trés particoes candidatas a
representar o conjunto de dados, indicadas na tabela 5.6. Para decidir sobre qual
das trés particoes candidatas é a preferida, aplicaram-se os indices de avaliagao de
classes e particoes definidas neste capitulo, assim como, alguns outros presentes na
literatura. Usou-se o indice 7, definido em [98] (Seccao 5.2) que mede a qualidade
de uma partigao, calculando a percentagem de pares de elementos, que pertencendo a
mesma classe, distam menos do que um dado parametro e que pertencendo a classes
diferentes, distam mais do que o mesmo parametro. Neste caso, o indice apresenta

valores proximos de um para particoes de boa qualidade.
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Tabela 5.6: Trés possiveis particoes identificadas pelo método.
[ o [k]iC]

Py | 1413847 | 5| O

P, || 66.69234 | 4| O

P; || 1258154 | 2| 0O

Tabela 5.7: Avaliagao das particoes obtidas pelo método.

P P Py
Ta 1 ] 0.994 | 0.852

TAP | 1 |0.9964 | 0.9958

Como se pode ver na tabela 5.7, quer o indice 7,, quer o indice TAP identificaram

como a melhor particao a de cinco classes.

0,027713

0,006681
000226
0,005862
0,014372

0,001673
0,000142
0,001575

o/MOooo

0
0

Valores do indice de classificabilidade
normalizado

gu‘)I!?LDLDLDLDIDLDQ‘Q‘?Q?Q?W(V)NNNNNNN

o
©o
<

Numero de Classes (k)

Figura 5.6: Grafico fC/k: obtido para o conjunto de dados representado na figura 5.8.

A este conjunto de dados foram introduzidos dois atributos categdricos, seguindo a
mesma distribuicao de probabilidades em elementos das mesmas classes, e distribuicoes
diferentes entre elementos de classes diferentes. Pretende-se deste modo, que a in-
troducao dos dois novos atributos, nao modifique significativamente a distribuicao dos
elementos nas classes. A distribuicao de probabilidades estd representada na tabela
5.8. Aplicou-se 0 método com a funcao dissemelhanca definida em [111] (Seccao 3.9,
Equagao (3.20)) para atributos mistos. O grafico resultante da aplicagdo do método
¢é apresentado na figura 5.7. Como indica a tabela 5.9, foram identificadas quatro

particoes que, segundo o método utilizado, podem representar o conjunto de dados a
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Tabela 5.8: Distribuicao de probabilidades das categorias dos atributos do exemplo

com dois atributos numéricos e dois categdricos, para cada uma das cinco classes.
Atributo 1 Atributo 2

‘a’ b’ ¢’ 'd’ e’ 7 ‘g | W
0.40 | 0.04 | 0.28 | 0.28 0.21]0.23|0.18 | 0.38
0.10 | 0.05 | 0.12 | 0.73 0.09 | 0.16 | 0.32 | 0.43
0.30 | 0.23 | 0.17 | 0.30 0.51 | 0.10 | 0.11 | 0.28
0.18 1 0.26 | 0.31 | 0.25 0.1510.29 | 0.26 | 0.30
0.06 | 0.12 | 0.44 | 0.38 0.36 | 0.12 | 0.28 | 0.24

estudar.

0,032311

0,009443

0,006447

Valores de indice e classificabilidade
normalizado

0,001086
0,001305
0,000796
0,000041
0,000033
0,00047
0,002767
0,000227
0,002044

OOWOLOITOIIIIIITOMONNNNN
~~ N —

Numero de Classes (k)

Figura 5.7: Grafico [NC/ k obtido para o conjunto de dados representado na figura 5.8,

mas com mais dois atributos categoricos.

A tabela 5.10 representa os valores dos indices de avaliacao de particoes. O indice 7,
identifica a melhor partigao a de setenta e cinco classes, enquanto que o TAP identifica
como melhor como sendo a de quatro classes. Tendo em conta a distribuicao do
conjunto representado na figura 5.8, que corresponde a distribuicao dos elementos
considerando somente os atributos numéricos, e tendo em consideracao que o aumento
de dimensao introduzindo dois novos atributos categéricos, em principio, nao modi-
ficou significativamente a estrutura; existe a tendéncia de considerar como melhores
particoes as de quatro e cinco classes. Estas sao alids as duas partigoes para as quais
o indice IAP apresentou valores mais elevados. Vejamos se os indices de avaliacao

de classes nos fornecem alguma informacao, que justifique a escolha da particao em
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¢Cl
e C2
AC3
X C4
54 C5

Figura 5.8: Particao em cinco classes obtida pelo método.

Tabela 5.9: Quatro possiveis parti¢oes identificadas pelo método.

o k IC
Py | 34.27643 | 75 0
P, | 54.24229 | 5 | 0.00037
Py | 67.55286 0
Py | 140.761 | 2 0
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quatro classes (P3), como sendo a preferida em relacdo a partigdo em cinco classes

(P2). O indice de isolamento absoluto considerou todas as classes da parti¢do em

quatro classes isoladas, isto é, A? =0 (i = 1,2, 3,4) para todas as classes, assim como

o IIR considerou que o isolamento relativo entre todas as classes é maximo, ou seja,

AI(C;) =0 parai,j=1,2,3,4 ei# j. Quanto a partigdo em cinco classes a tabela

5.12 mostra que todas as classes sao isoladas excepto duas, conclusao confirmada pelo

indice de isolamento IIR (tabela 5.11) e pelo indice de isolamento absoluto (tabela

5.12), que indica que duas das cinco classes nao estdo muito isoladas. Assim, a reuniao

destas duas classes nao muito isoladas favorecer o aparecimento de uma particao com

melhores indices de avaliacao. No entanto, pelos valores apresentados pelos indices

To © IAP, qualquer das particdes poderia ser considerada para o conjunto de dados,

excepto a particao Fj.

Tabela 5.10: Avaliagdo das parti¢oes obtidas pelo método.

P P, Py Py
T 1 0.993 | 0.99 | 0.851
TAP || 0.9832 | 0.9906 | 0.9929 | 0.881
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Tabela 5.11: Valores do IIR entre classes da particao com 5 classes.

_|alal e | a |G

Ci ] 010 0 0 0
Ca| O] 0 0 0 0
Cs| 0] 0 0 0.006 | 0O
Cy || O] 0 |0.006 0 0
Cs| 010 0 0 0

Tabela 5.12: Valores do ITA para as classes da particdo em 5 classes.

ITA
Ch 0
Cy 0
Cs || 0.001426
Cy || 0.000868
Cs 0

5.8 Ajuste Hierarquico

Recorde-se que o método de particao proposto é constituido por duas fases. Em
primeiro lugar é aplicado ao conjunto de dados um algoritmo sequencial obtendo-se
ky classes de cor, tais que k; > k. Estas classes de cor sao em seguida alvo de um
processo de ajuste baseado em densidade que pretende reduzir o nimero de classes de

cor, identificando no final as classes homogéneas (Seccao 4.2.3).

O indice de isolamento relativo permite definir uma medida de dissemelhanca entre
classes que serve de base ao desenvolvimento de um método de ajuste hierarquico,

proposto em alternativa ao método de ajuste baseado em densidade.

5.8.1 Dissemelhanca entre Classes

O indice de isolamento relativo entre classes definido na sec¢ao anterior pode ser usado

para definir uma dissemelhanca entre duas classes.

Definicao 5.4 Sejam C; e C; duas classes de n; e n; elementos respectivamente,
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define-se 6(C;, C;) como uma medida de dissemelhanga entre classes do sequinte modo:

0 se 1=
8(C;, C)) = . (5.38)
1-— A(G) se 1F#]
nin;
sendo AL(C;) o indice de isolamento da classe C; relativamente a classe C;.
Usando (5.20) tem-se:
0 se 1=]
8(CC) =1 S i) (5.39)
’UGCi se /L%j
nin;

Esta medida de dissemelhanca tem as seguintes propriedades:

1. 0 < 6(C;,C) < 1, para i,j = 1,..., k. Valores perto do minimo represen-
tam classes menos isoladas, valores perto do maximo representam classes mais

isoladas (mais dissimilares).
2. (C;,Cy) =0, parai=1,...,k

3. 6(C;,C;) =46(C,Cy), parai,j=1,....k

5.8.2 Formacao de Grafos Ponderados

Suponhamos que foi aplicado ao conjunto de dados o algoritmo sequencial obtendo-se
k1 classes de cor tais que k1 > k. Usando a fungao de dissemelhanga definida em
(5.39), é possivel construir um grafo ponderado no conjunto de dados com k; classes
de cor, em que as k; classes constituem os vértices do grafo ponderado e cada arco tem
custo igual a dissemelhanca entre as classes respectivas. Seja GP o Grafo Ponderado

assim definido:

1. V(GP) = {vy,... v, } sdo os ky vértices correspondentes as k; classes de cor
C;, obtidas pelo método de coloragao sequencial.

2. E(GP) = {e1,...,ex} sdo os N = ( k; ) arcos de custos §;; tais que J;; =
8(Cy, Cy)
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5.8.3 Definicao do Ajuste Hierarquico

Partindo do grafo ponderado definido a partir da partigdo em k; classes de cor (em
geral k; > k), obtidas pelo algoritmo de coloragao sequencial ao conjunto de dados,
aplica-se um processo hierarquico no qual em cada passo se reunem as classes de menor

dissemelhanca, ou seja, menos afastadas.

Esquematicamente o método com ajuste hierarquico funciona da maneira que se segue:

1. Aplica-se ao conjunto de dados €2 o algoritmo de coloragao sequencial obtendo-se

ky classes de cor, sejam Cf, ..., Cy,

2. Cria-se o grafo ponderado completo (GP) cujos vértices sao as k; classes obtidas
no passo anterior. Existe um arco a unir dois quaisquer vértices (classes), de
custo associado igual a dissemelhanca entre as classes. Designemos por e;; o arco
que une as classes C; e C; e por ¢;; uma fungao tal que ¢;; = c(e;;) = 0(C;, C})
representa o custo do arco e;j, ou seja, que a cada arco faz corresponder a

dissemelhanca entre as classes

3. Aplicagao do algoritmo de classificagao hierarquica ascendente em que a medida

de comparacao entre classes é a funcao 9.

Com esta abordagem obtém-se para cada valor de o nao uma particao, como no caso
do ajuste de densidade, mas uma hierarquia de particoes. Podem considerar-se trés

opcoes de execucao:

1. E dado o valor de o e de k. Neste caso, a partir do grafo ponderado definido
para «, o método reine sucessivamente classes até que se obtenha uma particao
em k classes.

2. O wvalor de a € varidvel e é dado o valor de k. Para cada valor de a ({5, < @ <
lmaz), 0 método retine sucessivamente classes até que se obtenha uma particao
em k classes & qual é associado um valor de IC. Com esta op¢io obtemos H
(sendo H o ntmero de valores diferentes de « testados) partigoes em k classes
As quais sdo associados valores de IC' que permitem escolher a melhor particao

em k classes.

3. O wvalor de o € varidvel e nao € dado o valor de k. Para cada valor de «a, e para

1 < k < ki1 o método retine sucessivamente duas classes de cada vez, estando
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associado a cada particao obtida um valor de IC. Concretamente, comega-se
com uma particio em k = k; classes de cor & qual é associado um valor de IC.
No passo seguinte obtemos uma particao em k; — 1 classes, também com um
valor de IC' associado. Prossegue-se sucessivamente até k = 1. Assim, para
cada valor de «, escolhe-se a particdo em k classes indicado pelo valor de IC.

Com esta opgao determinam-se (k; — 1) x H partigoes.

Nos casos (1) e (2), considerando k fixo, o processo de reuniao de classes para se numa

etapa a dissemelhanca entre todos os pares de classes for maxima.

O ajuste hierarquico permite obter particoes em k classes com o valor de k fixo a
priori. No caso do ajuste de densidade nao se sabe a partida, quantas classes vai ter

a particao indicada pelo valor de IC.

5.8.4 Aplicacao do Ajuste Hierarquico

Nesta seccao apresentam-se alguns exemplos para os quais o método de ajuste acima

descrito apresenta algumas vantagens em relacao ao método baseado em densidade.
Primeira opcao: o conhecido, k conhecido

O novo método de ajuste foi aplicado a todos os conjuntos de dados testados até ao
momento. Para todos os casos, fixos os valores adequados de « e de k obtidos pelo
método de ajuste de densidade, obtiveram-se exactamente as mesmas partigoes e os

mesmos valores de IC'.
Sequnda op¢ao: « variavel, k conhecido

Recordemos as experiéncias da Seccao 4.5, nas quais foram gerados 100 conjuntos de
dados para cada um dos conjuntos de parametros associados. Foi aplicado o ajuste
hierarquico aos 100 conjuntos de dados de cada um dos exemplos. Cada particao
identificada pelo método foi comparada com a particao de referéncia usando o indice
IRC. Com o objectivo de comparar o método com alguns métodos cléssicos, esta
experiéncia repetiu-se para o algoritmo das k-médias e para o método de classificacao

hierarquica ascendente com indice da média.
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Tabela 5.13: Média e desvio padrao dos valores de IRC para 100 execugoes do conjunto

de dados com classes de forma alongada (Secgao 4.5.1).
H Média ‘ Desvio Padrao

Ajuste de Densidade 0.989 0.038
Ajuste Hierdrquico / k = 4 1 0

k-Médias / k =4 0.959 0.094

Indice da Média / k =4 | 0.995 0.117

Tabela 5.14: Média e desvio padrao dos valores de IRC para 100 execugoes do conjunto

de dados com pontos isolados (Secgao 4.5.2).

Média | Desvio Padrao
Ajuste de Densidade 0.922 0.077
Ajuste Hierarquico / k =5 || 0.843 0.228
k-Médias / k =5 0.775 0.127
Indice da Média / k =5 | 0.876 0.070

No caso do exemplo com classes alongadas (figura 4.3) os resultados estao represen-
tados na tabela 5.13. Pelos valores apresentados na tabela, conclui-se que para este
caso, o método com ajuste hierarquico apresenta o melhor desempenho. No caso de
exemplo com pontos isolados (figura 4.5) os resultados estao representados na tabela
5.14. Pelos valores apresentados na tabela, conclui-se que para este caso, o método com
ajuste de densidade apresenta o melhor desempenho. No caso de exemplo com classes
de forma nado convexa (figura 4.7) os resultados estado representados na tabela 5.15.
Também para este exemplo o ajuste hierarquico apresentou um melhor desempenho.

Assim, para estes exemplos o ajuste hierdrquico mostrou-se mais eficaz na deteccao

Tabela 5.15: Média e desvio padrao dos valores de IRC para 100 execugoes do conjunto

de dados com duas classes de formas nao convexas (Seccao 4.5.3).
Média | Desvio Padrao

Ajuste de Densidade 0.942 0.089
Ajuste Hierdrquico / k = 2 1 0

k-Médias / k = 2 0.525 0.001

Indice da Média / k =2 | 0.855 0.117

Indice do Minimo / k = 2 1 0
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Figura 5.9: Particao em duas classes obtidas pelo método com ajuste hierdrquico.

Tabela 5.16: Parametros do gerador de dados para as classes do conjunto representado

na figura 5.9.

(plafb[nlrln|n|r|n]
40 | 100 | 100 | 20 | 20 | 20| 100 | O | O
60 | 100 | 100 | 50 | 70 | 70| O | 100 | O

de classes de formas arbitrarias, nao sendo, no entanto, tao eficiente como o ajuste de

densidade na deteccao de classes em conjuntos com pontos isolados.

Considere-se ainda o conjunto de dados com 1000 elementos representados na figura 5.9
gerado com os parametros indicados na tabela 5.16. O algoritmo de classificagao com
ajuste de densidade mostrou-se incapaz de identificar as duas classes correctamente.
Como se pode concluir pela andlise do grafico da figura 5.10, nao existe um valor que
nos permita seleccionar uma particao com alguma seguranca. Pelas regras seguidas
até ao momento, a particao que melhor descreve os dados é dada para a = 14.92926
correspondendo a IC' = 0.005075 e k = 12. Nesta particao o circulo do centro constitui
uma classe, sendo a coroa circular dividida em 11 classes. A aplicacao do método
com ajuste hierarquico para k = 2 originou o grafico representado na figura 5.11.
Pela analise deste grafico identificam-se algumas partigoes correspondentes ao valor
de IC' = 0. Todas as particoes em duas classes para as quais se verificou IC' = 0
sao iguais e identificam correctamente a estrutura do conjunto. Assim, seleccionando

um dos valores de « para os quais IC' = 0, por exemplo a = 9.357553, obtém-se
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A 3*4

,031455

0,018451
0,020752
0,024575

0,00497
0,010174
0,007702
0,005075
0,005535
0,008655
0,010774
0,011906
0,009395

Valores do indice de classificabilidade
normalizado
0,001878
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NUmeor de Classes (k)

Figura 5.10: Grafico I~C’/k obtido para o conjunto de dados representado na figura 5.9

com ajuste de densidade.

a particao representada na figura 5.9. Este exemplo mostra uma maior vantagem
do ajuste hierarquico relativamente ao ajuste baseado em densidade. No entanto,
recorde-se que na opcao da abordagem hierarquica usada neste exemplo, foi indicado

a priori o numero de classes existentes no conjunto de dados.
Terceira opcao: « varidavel, k desconhecido

Nesta op¢ao de execucao do ajuste hierarquico, o nimero de classes do conjunto de
dados nao é conhecido a priori. Neste caso, para cada a obtém-se uma hierarquia de
partigoes. O método selecciona a particao em k classes que minimiza o valor do indice
IC. Esta abordagem foi aplicada aos conjuntos de dados representados nas figuras
4.3,4.5,4.7e5.9.

Os resultados estao representados na tabela 5.19. Para cada valor de a, a particao em
k classes apresentada corresponde a IC' = 0. No caso do exemplo das classes alongadas
representado na figura 4.3 e cujos resultados estao na primeira e segunda colunas da
tabela, opta-se por k = 4 uma vez que se obteve esta particao um maior nimero
de vezes. Todas as particoes correspondentes a quatro classes sao iguais a particao
de referéncia. No caso do conjunto com pontos isolados representado na figura 4.5 e
cujos resultados estao na terceira e quarta colunas da tabela, como nao existe uma
particao que é obtida um maior nimero e vezes, usa-se o indice IAP para seleccionar

a particao representativa da estrutura dos dados. A tabela 5.17 mostra os valores
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Figura 5.11: Gréfico IC /k = 2 obtido para o conjunto de dados representado na figura

5.9 com ajuste hierarquico.

do indice para cada uma das particoes obtidas. A particao correspondente a o = 1
nao foi analisada porque é a particao obtida a partir do grafo completo e este nao é
representativo da estrutura dos dados, uma vez que o nimero de classes da particao
obtida ¢ aproximadamente igual ao nimero de elementos. Como se pode ver pela
tabela, a particao seleccionada é a que corresponde a o = 7.52, na qual as cinco classes
sao identificadas e 81 dos 100 pontos isolados sao distribuidos por 64 classes. Como
também se pode ver pela tabela, a particao seleccionada é a mais semelhante com a
particao de referéncia. Nos casos do conjunto de formas nao convexas representado na
figura 4.7 e cujos resultados estao na quinta e sexta colunas da tabela, e do conjunto de
dados com duas classes em forma de anel representado na figura 5.9 e cujos resultados
estao na sétima e oitava colunas da tabela, opta-se por k£ = 2 uma vez que se obteve
esta particao um maior nimero de vezes. Todas as particoes em duas classes sao iguais
as particoes de referéncia. A tabela 5.18 apresenta os resultados obtidos pelo ajuste

hierarquico com k variavel para 100 execucoes de cada um dos conjuntos indicados.

Com os parametros apresentados na tabela 5.16, foram gerados 100 conjuntos de
dados com 400 elementos cada, aos quais foram aplicados os diferentes métodos. Os
resultados estao apresentados no Capitulo 8, no qual os resultados dos métodos MPCG

sao comparados com os obtidos por outros métodos de classificacao.

Concluindo, para classes de formas nao esféricas, o ajuste hierarquico apresenta um

desempenho superior relativamente ao ajuste de densidade. No entanto, aquele ajuste
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Tabela 5.17: Valores do indice IAP para as partigoes obtidas pelo ajuste hierarquico
para k desconhecido para o conjunto de dados representado na figura 4.5.

o k | IAP | IRC
7.52 |69 | 0.823 | 0.971
14.03 | 46 | 0.733 | 0.950
20.55 | 20 | 0.631 | 0.907
27.06 | 7 | 0.622 | 0.525
33.58 | 2 | 0.611 | 0.295

Tabela 5.18: Média e desvio padrao dos valores de IRC para 100 execucoes dos

diferentes conjuntos de dados para ajuste hierarquico para k variavel.

Conjunto de Dados || Média | Desvio Padrao
Figura 4.3 1 0
Figura 4.5 0.920 0.016
Figura 4.7 1 0

¢ menos eficaz na detecgao de classes em conjuntos de dados com pontos isolados.

5.9 Conclusao

Neste capitulo foram apresentados alguns indices de avaliacao de classes e partigoes,
desenvolvidos no contexto da teoria de grafos e que, essencialmente, servem de su-
porte ao método proposto. Os indices de avaliacao do isolamento absoluto e da
densidade de classes permitem avaliar as classes obtidas pelo método; enquanto o
indice de avaliacao de particoes, permite decidir qual a particao a seleccionar de entre
aquelas que apresentem o mesmo valor do indice de classificabilidade. O indice de
isolamento relativo serviu de suporte ao desenvolvimento de um ajuste hierarquico da
coloracao obtida pelo algoritmo sequencial, baseada em grafos ponderados pela medida
de dissemelhanga definida a partir do indice de isolamento. Esta abordagem mostrou-
se eficiente na deteccao de classes de forma alongada e de formas nao convexas,
superando o método das k-médias, o método hierarquico ascendente com o indice
da média e a abordagem de ajuste de densidade adoptada inicialmente. Este método
tem duas opg¢oes de funcionamento: k fixo ou k desconhecido. No caso do k fixo,
o nimero de classes do conjunto de dados k, é atribuido a priori, enquanto que no

caso de k desconhecido, a escolha da particao é feita, ou directamente pelos resultados
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Tabela 5.19: Resultados da aplicagao do ajuste hierarquico com « variavel e k

desconhecido.

Conjunto da Conjunto da Conjunto da Conjunto da
Figura 4.3 Figura 4.5 Figura 4.7 Figura 5.9
Q@ ‘ k ‘ « ‘ k ‘ Q@ ‘ k ‘ Q@ ‘ k
1 1368 1 878 1 490 1 899

3.08 4 7.52 69 6.80 25 3.79 100

5.16 4 14.03 46 12.59 3 6.57 3

7.25 4 20.55 20 18.38 2 9.36 2

9.33 4 27.06 7 24.18 2 12.14 2

11.41 4 33.58 2 29.97 2 14.93 2
13.49 3 40.10 1 35.76 2 17.72 2
15.58 3 46.61 1 41.56 2 20.50 2
17.66 3 53.13 1 47.35 2 23.29 2
19.74 3 59.65 1 53.14 2 26.07 2
21.82 1 66.16 1 58.94 1 28.86 2
23.91 1 72.68 1 64.73 1 31.64 1
25.99 1 79.19 1 70.53 1 34.43 1
28.07 1 85.71 1 76.32 1 37.22 1
30.15 1 92.23 1 82.11 1 40.00 1
32.24 1 98.74 1 87.91 1 42.79 1
34.32 1 105.26 1 93.70 1 45.57 1
36.40 1 111.77 1 99.49 1 48.36 1
38.48 1 118.29 1 105.29 1 51.15 1
40.57 1 124.81 1 111.08 1 53.93 1
42.65 1 131.32 1 116.88 1 56.72 1
44.73 1 137.84 1 122.67 1 59.50 1
46.81 1 144.36 1 128.46 1 62.29 1
48.89 1 150.87 1 134.26 1 65.07 1
50.98 1 157.39 1 140.05 1 67.86 1
53.06 1 163.91 1 145.85 1 70.65 1
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do método (selecciona-se a partigdo que é identificada um maior nimero de vezes)
ou usando o indice TAP. O ajuste hierarquico mostrou um melhor desempenho na
identificacao de classes de forma arbitraria, nao sendo tao eficaz como o ajuste de

densidade, na deteccao de classes em conjuntos com pontos isolados.
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Método com Atributos

Diferenciados

Neste capitulo os atributos (ou varidveis) que caracterizam os dados vao ser consid-
erados de modo diferenciado, quer quanto ao tipo, quer quanto ao modo como cada
atributo participa no processo de classificacao. A diferenciacao dos atributos tem como
suporte tedrico os multigrafos, nos quais os arcos multiplos entre vértices correspondem
aos diferentes blocos de atributos. Vao ser apresentadas duas abordagens distintas com
o objectivo de obter uma classificagao nao hierarquica no conjunto de dados. Numa
primeira abordagem, sao efectuadas projeccoes dos multigrafos em grafos simples,
aos quais é aplicado o método de partigao baseado na coloragdo de grafos (MPCG)
ajustado, obtendo-se uma particao. Neste contexto, sao apresentadas extensoes dos
indices definidos em capitulos anteriores aos atributos diferenciados. Uma segunda
abordagem consiste em obter uma particao por cada bloco de atributos que, em
conjunto, sao usadas para formar uma particao consenso, representativa do conjunto de
dados. Os métodos com atributos diferenciados vao ser aplicados a alguns conjuntos
de dados reais, para os quais se poe em evidencia alguma vantagem destas novas

abordagens.

6.1 Atributos Diferenciados

Os atributos (ou varidveis) podem ser de tipo numérico ou categérico, sendo aplicadas

funcoes de dissemelhanca diferentes, adequadas a cada tipo de atributos.

173
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6.1.1 Blocos de Atributos

Tal como na abordagem feita em [86], os atributos sao agrupados em ¢, blocos de
acordo com o seu tipo, podendo ser numérico ou categérico. Designemos cada bloco
com b; e np, o nimero de atributos do bloco b;, para ¢ =1,...,%,. Todos os atributos
pertencentes ao mesmo bloco sao afectados com a mesma fungao de dissemelhanca.
No limite podemos ter t, = t blocos em que cada bloco é constituido por um tnico

atributo.

6.1.2 Funcoes de Dissemelhanca Especificas

As fungoes de dissemelhanca especificas sao definidas para cada bloco de atributos.
A cada bloco de atributos pode ser associada uma funcao de dissemelhanca diferente,

seja ¢, a fungao associada ao bloco by para £ € {1,...,ty}.

Se o bloco de atributos b, for numérico entao usa-se uma distancia de Minkowski,

q

¢£m ZL’/ _(ijw_x’ )

Em geral usa-se a distancia euclideana obtida para g = 2. Se o bloco b, for categérico

entao

x x, 25( Tij, T ) (6.1)
onde
b (ot o) = { L sea; # 7 (6.2)

6.1.3 Funcao de Dissemelhanca Global

A funcao de dissemelhanca global ¢ resulta da soma de ¢, fungoes especificas, e mede

a dissemelhanca entre dois elementos x e y do conjunto €:
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o(r,y) =3 B delats o)
/=1

sendo z‘ e y* os valores dos atributos correspondentes ao bloco by, dos elementos z e

y respectivamente.

A cada bloco de atributos é associado um peso de equilibrio, permitindo minimizar
o efeito que os diferentes dominios das varidaveis podem ter no processo de classi-
ficacao. Quando todos os atributos sao numéricos, basta fazer uma estandardizacao
das varidveis para que a compensacao seja feita. No entanto, quando se combinam
atributos numéricos com categoricos uma simples estandardizacao nao é suficiente.
Designe-se por 3° o peso de equilibrio associado ao bloco by, em que £ € {1,...,t,}.
Atribui-se ao peso de equilibrio a associar aos atributos categéricos 30% da média
aritmética dos desvios padrao dos atributos numéricos [111]. Verifica-se Gy = 1 se o

bloco b¢ for numérico.

6.2 Multigrafo Representativo dos Dados

No multigrafo de suporte aos atributos diferenciados, a cada vértice corresponde um
elemento do conjunto de dados. A unir dois vértices existe um arco multiplo composto
por, no maximo, t, arcos simples, ou seja, no maximo, o nimero de arcos entre dois

vértices ¢é igual ao nimero de blocos de atributos.

No multigrafo existe um arco entre os vértices u e v, ao nivel i se se verificar:

oi(u,v) > «; (6.3)

Neste caso, existe um parametro de controlo para cada bloco de atributos. Sejam

Qi, ..., 0S t, parametros de controlo.

b

Definigao 6.1 Seja e}} = {v;,v;} o arco miiltiplo que une os vértices v; e v;. O grau
do arco multiplo €7 designa-se por g(e;}‘) e € dado pelo niumero de arcos simples que

compoem o arco multiplo ef;.
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Definicao 6.2 Seja V o conjunto dos vértices do multigrafo definido nos dados, no

qual o conjunto de atributos estd organizado em t, blocos. Defina-se a fung¢ao

U:VXV!—){l,...,tb}
tal que

n(vi,v;) = g(eij) (6.4)

onde e} = {vi,v;}, como sendo o niumero de arcos que unem os vértices v; e v,.

Designe-se por GG o grafo projectado do multigrafo representativo dos dados com
atributos diferenciados. O nimero de vértices mantém-se. No grafo projectado existe
um arco entre dois vértices, se existirem pelo menos ¢ arcos a liga-los no multigrafo, ou
seja, estao presentes no grafo projectado todos os arcos multiplos tais que g(e™) > ¢.

O valor ¢ é uma constante fixada e designa-se por forca da ligacao.

Definicao 6.3 Seja ¢ um numero tal que 1 < ¢ < 1y, uma p-projeccao é um grafo
simples com n vértices, no qual existe um arco a unir dois vértices, se existir em pelo

menos @ arcos a ligar os vértices no multigrafo origem.

Assim, no grafo projectado G, os vértices v; e v; sao adjacentes se e s6 se

n(vi,vj) > @

para ¢ fixado.

6.3 Extensao dos Indices aos Atributos Diferenci-

ados

Usando o multigrafo representativo dos dados definido na seccao anterior, nesta sec¢ao
sao estendidos o indice de classificabilidade (Seccao 4.3, equacao (4.17)), o indice de
isolamento absoluto (Seccao 5.3.1, equacdo (5.18)), o indice de isolamento relativo
(Seccdo 5.4, equagao (5.22)) e as duas componentes do indice de avaliagao de partigoes,
intraclasses (Seccao 5.6, equagao (5.34)) e entre classes (Seccao 5.6, equacao (5.36)),
aos atributos diferenciados. Também para o ajuste hierarquico se vai fazer uma
adaptagao aos atributos diferenciados, optando-se por uma abordagem pela qual a
escolha das classes a reunir em cada etapa, nao ¢é feita tomando apenas em conta a

adjacéncia entre vértices, mas também considerando o nimero de arcos entre eles.
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6.3.1 Indice de Classificabilidade

Recorde-se a férmula (4.17) do indice de classificabilidade

1 k
10 = 535 [d5™(v) - da(v)
i=1veC;
(6.5)
1 k k
= 3 Z Z dg™(w) =3 > da(v)
i=1veC; i=1veC;

O grau maximo de v € C; é ty(n — n;), sendo ¢, o numero de blocos de atributos ou o
nimero maximo de arcos entre dois vértices do multigrafo repesentativo dos dados, e

n; o numero de elementos da classe Cj.

No contexto dos atributos diferenciados (AD), seja V2?(v) a vizinhanga de v € Cj,

ou seja,

VfD(U) ={ueV\C;:n(uv)> e} (6.6)

sendo ¢ a forga da ligacdo entre os vértices do multigrafo. Designe-se por dap(v) o

grau do vértice v no contexto dos AD. O grau do vértice v € C; é dado por:

L) = Y (o) (6.7)
ueVAP (v)
A férmula do indice de classificabilidade no contexto dos atributos mistos diferenciados

¢é dado por:

X YW

i=1 veC;
IC:=1— TAD (6.8)

max

sendo EAD o nimero maximo de arcos no multigrafo k-partite completo, dado por:

t k
Ent =5 (n - Zn?> (6.9)



178 Capitulo 6

6.3.2 Indice de Isolamento Absoluto

Foi provado na seccao 5.3.1 que o indice de isolamento absoluto normalizado é definido

por:

Al =1- ZdG

n’( i veC;

no contexto dos AD o indice é difinido por:

AMP =1 — Z dap(v (6.10)

tbnz( n—nmn;) v

6.3.3 Indice de Isolamento Relativo

O indice de isolamento da classe C; relativamente a classe C;, no contexto do multigrafo

definido nos dados, é dada por:

AP (CH)=1-— d 6.11
(C5) tbnmj ; ap(v (6.11)

sendo
dip) = > nlvu) (6.12)

weC;NVAP (v)

6.3.4 Indice de Avaliacao de Particoes

A parcela do indice de avaliacao de particoes referente aos vizinhos comuns de elemen-
tos pertencentes a mesma classe. Para cada uma das classes faz-se uma reordenagcao
da matriz de adjacéncias, de modo a que os n; elementos da classe C; estejam nas n;

primeiras linhas da matriz. Assim, o valor da parcela IAP%,, é dado por:

n;i—1 n;
2k Z Z a; e
[APS LA 6.13
AD = % ; t2n;(n; — 1)(n —ny) ( )
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sendo a} e a as linhas j e £ da matriz de adjacéncias miltiplas A’[a;;] do multigrafo.

Esta é uma matriz n x n simétrica, tal que:

n(vi,v;)  se  n(v,v;) > @

0 se  n(v;,v;) < ¢

Para cada par de classes C; e C}, faz-se uma reordenacao da matriz de adjacéncias,
de modo a que os n; elementos da classe C; estejam nas n; primeiras linhas da matriz,
estando os n; elementos da classe C; nas n; linhas seguintes. Assim, a parcela do
indice de avaliacao de partigoes correspondente a vizinhos comuns entre elementos

pertencentes a classes diferentes, representa-se por IAP§, e é dada por:

k
e =1 qg=n;+
TAPS,, = 7} j}j t;" e (6.15)

Notar que, para todos os casos, se ¢ for igual ao ntimero de atributos ¢, entao as
férmulas (6.8), (6.10), (6.11), (6.13) e (6.15) sao andlogas as formulas apresentadas

nos capitulos 4 e 5 para atributos nao diferenciados.

6.3.5 Extensao do Ajuste Hierarquico

Recorde-se que no ajuste hierarquico, em cada etapa se reunem as classes com menor
isolamento relativo, obtido pelo niimero de pares de vértices adjacentes entre as duas
classes (Seccao 5.8). No caso dos atributos diferenciados, a fun¢ao de dissemelhanca

define-se do seguinte modo.

Definicao 6.4 Sejam C; e C; duas classes de n; e n; elementos, respectivamente,
caracterizados por atributos diferenciados em t, blocos. Define-se 6P (C;, C;) como

uma medida de dissemelhanca entre as classes do sequinte modo:

0 se 1=

5AD(01‘,C]‘) = Z Z n<u7 "U) (616)

ueC; ’UGCJ

se 1#£]

thLiTLj
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Assim, nao se considera sé se os vértices sdo ou nao adjacentes (n(u,v) > ¢), mas
conta-se o nimero de arcos que os une. Quanto maior for esse niimero mais afastadas

sao as classes.

6.4 Particoes em Grafos p-Projectados

Nesta abordagem, o grafo representativo dos dados a ser usado pelo método de
particao ajustado, resulta de uma @-projeccao do multigrafo obtido com atributos
diferenciados, no qual existem, no maximo, t;, arcos a unir dois vértices. Designemos
por particoes p-projectadas, as particoes obtidas pelo aplicagdo do método ao grafo

p-projectado.

O modo de execucao do método nao se altera a nao ser quanto a variacao dos
parametros de controlo. A partir do momento em que o método fixa todos os parametros,

o modo de funcionamento é igual ao caso com atributos nao diferenciados.

No caso dos atributos diferenciados com fungoes de dissemelhanca especificas, considera-

se

i
gmin

<aq; </ i=1,...,1

max?

S (b;naar, onde ¢:mn e (/blmaaz

é a dissemelhanca minima e méaxima, respectivamente, ao nivel i (correspondendo ao

para cada bloco de atributos, sendo £ . > ¢™" e (1
bloco b;), entre todos os pares de vértices do grafo. Tal como no caso dos atributos

nao diferenciados, os intervalos [¢2 . ¢¢ 1 sdo divididos em H; partes iguais.

min’ “max

Para uma enumeragao completa, os parametros «;, © = 1,...,%,, tomam todos os H;

valores possiveis, obtendo-se particoes pelo algoritmo representado na tabela 6.1.

O procedimento descrito na tabela 6.2 determina o grafo p-projectado G ao qual é
aplicado o método de classificacao MPCG, obtendo-se particoes seguindo o mesmo

procedimento que o seguido para o caso com atributos nao diferenciados.

Seguindo esta abordagem, obtém-se N = I}, H; particoes. Das particdes obtidas,

seja N, k € {1,...,n} o numero de partigdes em k classes, sendo n o nimero de
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Tabela 6.1: Algoritmo do método com atributos diferenciados para particoes ¢-

projectadas.

Seja ¢ a forca de ligacao

e =1

max mznizl, ,tb

€jam Hl

3

_pl _ )2 _
Faga—se o = 15 Qo = 14 Qg = gmzﬁw s

min>? min) e

| Enquanto a; < ¢! faca-se
[ Enquanto o, < 2, faca-se
faca-se

[ Enquanto az < €3

[ Enquanto ay, < ¢p** faga-se

P = encontra_particao_M PCG(G;)

faca-se oy, = ay, + Iy,

| faga-se a3 = ag + hs

| faga-se ap = ap + hy

faca~se oy = a3 + My

b —

G = encontra_grafo_projectado(ay, ag, ag,

e Oy, )
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Tabela 6.2: Algoritmo de obtencao do grafo p-projectado.

Seja M G(V, FE) o multigrafo representativo do conjunto de dados
G = encontra_grafo_projectado(oy, ag, as, . .., Q@)

G(V) — GM(V)

G(E) — 0

para todos os pares {v;, v} faca

n_arcosj; = n(vj,v,) em MG

se n_arcos;j; > y entao G(E) = G(E) U {{v;, v} }

n

elementos a classificar. Verifica-se N = Z Nj. Considerado k fixado, de entre as
k=1

Ny particoes em k classes, escolhe-se aquela que apresenta o maior valor do indice de

avaliacdo de particoes IAP (Seccao 5.6). Os valores possiveis de k sao aqueles para os

quais foi gerada pelo menos uma particao em k classes.

A enumeracao completa nos valores dos parametros de controlo, limita a aplicacao

desta abordagem a conjuntos de dados com nao mais de quatro atributos.

6.5 Particoes Consenso das Particoes por Blocos
de Atributos

Outra possivel abordagem consiste em obter uma particao consenso das particoes
obtidas para cada bloco de atributos. Uma teoria formal para parti¢oes consenso é
apresentada em [12] e uma revisdo bibliografica sobre o assunto ¢ apresentada em
[137].
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6.5.1 Particoes por Blocos de Atributos

Seja «; o parametro de controlo associado ao bloco de atributos b;, parat=1,... 1.
A variagdo deste parametro é ¢ . < «a; < ! sendo £ . e ¢  a dissemelhanca

minima e maxima, respectivamente, entre todos os pares de elementos, calculada
apenas com os atributos pertencentes ao bloco b;. O método de classificagago MPCG

aplica-se a cada bloco de atributos obtendo-se ¢, partigoes, sejam P = {P,,..., P, }.

Pretende-se que a particao representativa do conjunto de dados seja a particao con-

senso destas t, partigoes.

6.5.2 Particao Consenso

Um dos processos possiveis para a obtencao de particoes consenso consiste numa
abordagem por optimizacao, pela qual se pretende minimizar uma funcao de controlo
definida entre o conjunto das partigoes por blocos de atributos P e a parti¢ao consenso
P. [92].

Consideremos as t, parti¢oes definidas por uma matriz tri-dimensional C' = (¢;5¢), onde
cije = 1 (respectivamente, 0) se x;, z; pertencem (respectivamente, nao pertencem)
a mesma classe Py (i,j = 1,...,n; ¢ = 1,...,t;). Seja A(P,, P,) uma medida da
dissemelhanca entre as partigdes P, e Pp. Uma definicdo comum para A(FP,, Py) que
foi usada em [92] e também vai ser adoptada, é o numero de pares de objectos que

pertencem a mesma classe numa das particoes e a classes diferentes na outra:

AP P) = D (cijr —cije)? (6.17)

1<i<j<n

A funcao de controlo consiste na soma dos valores de A entre cada particao P, € P e
a partigdo consenso. Outra possivel definigao para A(P,, P), usada em [191] e mais
tarde, por exemplo, em [101] e em [48], consiste no nimero minimo de elementos que
tém que ser transferidos entre classes em P,, de tal forma que a particao resultante
seja igual a P;. Em [133] é proposto o indice de Rand corrigido de Hubert € Arabie

como medida entre partigoes a maximar para encontrar a particao consenso.

Pretende-se entdo minimizar a fungao de controlo (6.17), ou seja, pretende-se encontrar
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a solucao para o problema:

tp
min»_ A(P,, P,) tal que P .elP (6.18)

r=1

sendo IP o conjunto de todas as particoes possiveis do conjunto €2 de n elementos.

A solucao do problema (6.18) consiste na obtencao de uma partigdo consenso mediana
[92]. Esta particao foi inicialmente designada por parti¢ao central [191] e mais tarde
designada por particao mediana por varios autores. Outros procedimentos da mediana

aplicados a partigoes sao apresentados em [14] e [13].

Outra possivel abordagem consiste em encontrar a parti¢ao consenso medoid [92] pela

qual a particao consenso é procurada de entre as particoes observadas, ou seja

ty
min Z A(P,, P,) tal que P.eP (6.19)

r=1

Como o problema (6.18) é NP-Completo vai-se adoptar uma heuristica baseada no
nimero de vezes que um par de elementos é classificado junto nas t, partigoes por
blocos de atributos. Defina-se uma funcao de semelhanca entre todos os pares de

elementos de conjunto de dados, seja

ty

Cijr ..
sijzzlt—]b, i,j=1,...,n (6.20)

a propor¢ao do nimero de vezes em que o par {z;,z;} foi colocado na mesma classe

nas parti¢des Pp,..., P,. Tal como na abordagem apresentada em [213] e em [75],
a fun¢ao de semelhanga (6.20) vai ser usada para se fazer uma reclassificagao dos
elementos do conjunto. Considere-se d;; = 1 — s;;. Esta funcao de dissemelhanca
associada a todos os pares de elementos do conjunto de dados, é usada no método de

classificacao MPCG para se obter a particao consenso.

Outras heuristicas podem ser usadas, por exemplo em [48], a heuristica usada consiste

em assumir que se um conjunto de elementos sao sempre classificados juntos em todas
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as partigoes iniciais, entdo também deverao ficar juntos na parti¢do consenso. Em [14]
¢é usada a heuristica baseada no facto de que dois elementos estao na mesma classe
na particao mediana, se e s6 se foram classificados na mesma classe em pelo menos
I/2+41ou I/2+ 0.5 das I partigdes iniciais.

O método de coloracao sequencial foi aplicado com o ajuste de densidade e com ajuste
hierarquico. Neste contexto, o parametro de controlo o podera tomar qualquer valor

entre zero e um.

Aplicando um algoritmo hierarquico ascendente com o indice da média sobre um
conjunto de dados munido da fungao de semelhancga definida em (6.20), e cortando a
arvore ao nivel 0.5, obtém-se uma boa solugao para o problema (6.18) [92]. Assim, ao
conjunto de dados munido da dissemelhanca d, foi também aplicado o algoritmo de

classificacao ascendente hierarquico com o indice da média.

6.6 Aplicacoes

Segue-se a aplicacao do método com atributos diferenciados a trés conjuntos de dados

reais.

6.6.1 Conjunto de Dados Zoo

O conjunto de dados Zoo foi obtido do UCI Machine Learning Repository ! e foi
originalmente criado por Richard Forsyth em 1990. E constituido por 101 animais
caracterizados por 16 atributos, sendo 15 binarios e 1 numérico. Os atributos carac-
terizam os animais com o objectivo de os classificar em um dos sete tipos: mamiferos
(41 animais), passaros (20 animais), répteis (5 animais), peixes (13 animais), anfibios

(4 animais), insectos (8 animais) e invertebrados (10 animais).

No caso do método com atributos diferenciados, em primeiro lugar, consideraram-se 16
blocos com um atributo cada, sendo 15 deles categdricos e um numérico; em segundo

lugar, consideraram-se dois blocos tendo um deles os 15 atributos categoricos e o outro

Thttp://www.ics.uci.edu/~mlearn/MLSummary.html.
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Tabela 6.3: Resultados obtidos para o conjunto Zoo pelos métodos MPCG com

atributos nao diferenciados.

Método a | IC |k |IRC | 7, | IAP
MPCG / Ajuste de Densidade 1.614 | 0.002 | 19 | 0.729 | 0.992 | 0.560
MPCG / Ajuste Hierarquico (k = 7) 2.074 1 0.0005 | 7 | 0.808 | 0.945 | 0.622
MPCG / Ajuste Hierarquico (k desconhecido) || 1.614 0 151 0.761 | 0.989 | 0.612

o atributo numérico. Na primeira abordagem nao foi aplicado o método das partigoes

p-projectadas, devido ao elevado ntimero de blocos.

6.6.1.1 Método com Atributos nao Diferenciados

Para a aplicagao do método com atributos nao diferenciados, foi considerado um inico
bloco com os 16 atributos e como funcao global, a fungao dissemelhanca entre dois
elementos definida na Seccao 3.9 pela Equacao 3.20, sendo dada pela soma do quadrado
da distancia euclideana entre os atributos numéricos, e o nimero de categorias nao

coincidentes para cada um dos atributos categéricos.

0,091975
975

0,02786
0,02786
0,027311

Valores do indice de classificabilidade
normalizado
0,023109

0,006412
0,007362
0,006984

0,00163
0,00163

o o ¥ ¥ ~ © © ®m N N o
HHHHH

NUmero de Classes (k)

o o o
n m M m

Figura 6.1: Grafico I~C/ k obtido pelo ajuste de densidade para o conjunto de dados
Z00.

O grafico representado na figura 6.1 representa o resultado da aplicagao do método
MPCG com ajuste de densidade, obtendo-se uma particao em 19 classes com os valores
associados a = 1.613575 ¢ IC' = 0.00163. Como se pode ver na tabela 6.3, esta
particao apresenta um elevado valor para o indice de validagao 7, = 0.992, e um valor

razoavel para o indice de Rand corrigido, I RC' = 0.729. No caso do ajuste hierarquico
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normalizado

0,197917
0,197917

0,175892

Valores do indice de classificabilidade
0,175892
0,175892

QNENNNNEN NSNS NNNNNNON T OO0 000

Namero de classes (k)

Figura 6.2: Gréafico INC/ k obtido pelo ajuste hierarquico para k = 7 para o conjunto
de dados Zoo.

para k = 7, o resultado esta representado na figura 6.2. A particao identificada pelo
método apresenta os valores a = 2.073757 e IC' = 0.000523. Este valor do indice de
classificabilidade é inferior ao obtido para o ajuste de densidade, identificando assim
uma particao melhor, o que é constatado pelos valores do indice de IRC' = 0.808.
No entanto, de acordo com o critério do indice de validacao 7, esta ultima particao
tem uma qualidade inferior a anterior, que apresenta um valor 7, = 0.945. No caso
do ajuste hierarquico com k desconhecido, foi identificada uma particao em 15 classes
para o valor a = 1.613575, com uma particao mais semelhante a de referéncia do que
a obtida pelo ajuste de densidade, mas menos semelhante que a obtida pelo ajuste

hierarquico com k = 7.

6.6.1.2 Particoes Consenso

Considerem-se em primeiro lugar ¢, = 16 blocos com um atributo cada, sendo 15 deles
categoricos e um numérico. Obtiveram-se as 16 partigoes, uma para cada bloco de
atributos, cujos valores associados estao representados na tabela 6.4. No caso dos
atributos binarios consideram-se as partigoes definidas pelas categorias. No caso do

atributo numérico (atributo 13) a particao obtida tem os valores associados: a = 0.96,

IC=0e¢k=6.

Apbs a obtencao das dissemelhangas entre pares de elementos d;; = 1 — s, 1,] =

1,...,n (Secgao 6.5.2), aplicam-se os métodos de classificagago MPCG fazendo variar



188

Capitulo 6

Tabela 6.4: Particoes obtidas para cada um dos 16 blocos de atributos do conjunto de

dados Zoo.

Blocode fl ype | | 1ap

Atributos
1 0.383 | 0.714 | 0.334
2 0.455 | 0.472 | 0.330
3 0.562 | 0.694 | 0.333
4 0.585 | 0.707 | 0.335
5 0.406 | 0.492 | 0.332
6 0.352 | 0.656 | 0.332
7 0.184 | 0.590 | 0.333
8 0.504 | 0.638 | 0.334
9 0.392 | 0.731 | 0.330
10 0.382 | 0.720 | 0.332
11 0.277 | 0.798 | 0.347
12 0.256 | 0.740 | 0.330
13 0.298 | 0.921 | 0.431
14 0.201 | 0.667 | 0.334
15 0.073 | 0.676 | 0.347
16 0.129 | 0.629 | 0.332
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a entre dp,in € dpae, OU Seja, entre a dissemelhanca minima e méxima de pares de
elementos, respectivamente. De acordo com a definicao da dissemelhanca, para cada
valor de «, consideram-se semelhantes os pares de elementos que ficaram na mesma
classe em pelo menos 100 x a% das particoes por bloco de atributos. O gréfico
representado na figura 6.3 representa o resultado da aplicacao do método MPCG
com ajuste de densidade, obtendo-se uma particao em 11 classes com os valores
associados o = 0.26 e IC' = 0.00223. Como se pode ver na tabela 6.5, esta particao
apresenta valores elevados para o indice de validagao 7, de Guénoche [98] (Seccao 5.2),
7, = 0.827 e para o indice de Rand corrigido de Hubert € Arabie [113] (Secgao 2.5.5),
IRC = 0.887. No caso do ajuste hierarquico para k = 7, o resultado é representado
na figura 6.4. A particao identificada pelo método apresenta os valores v = 0.245 e
IC = 0.0005.
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38883
[eNeNoNe
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0,056995
0,056995
0,056995

0,046696
0,046696
0,046696
0,046696

23
1264

¢ 000223
19 000223

10,0023
0,011264

0,011264
0,011264

Valores do indice de classificabilidade
normalizado
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4540
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10160
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24
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24
24 |
11
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11

Numero de classes (k)

Figura 6.3: Gréfico I~C/ k obtido pelo ajuste de densidade para o conjunto de dados

Zoo, para a obtengao da particao consenso.

Como se pode ver pela tabela 6.5, os valores dos indices IAP e 7, identificam como
melhor particdo consenso aquela que é obtida pelo ajuste hierarquico, tendo esta
particao consenso um valor de IRC com a particao de referéncia, ligeiramente inferior
ao que é obtido para a particao obtida pelo ajuste de densidade. Verifica-se que, para
este exemplo, o método com atributos diferenciados encontrou uma particao mais
semelhante (IRC' = 0.887) com a de referéncia, que o método com atributos nao
diferenciados (I RC' = 0.808).

A partigdo consenso medoid é dada pela particdo associada ao quarto atributo (ver
tabela 6.4), que como se pode ver pela tabela, também ¢ a parti¢do, de entre as 16,

mais semelhante com a particao de referéncia.
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Figura 6.4: Gréfico INC'/ k obtido pelo ajuste hierdrquico com k = 7 para o conjunto

de dados Zoo, para a obtencao da partigao consenso.

Tabela 6.5: Particoes consenso mediana obtidas pelos métodos MPCG, para o conjunto
de dados Zoo para t, = 16.

Particao Consenso Mediana « IC k | IRC Ta IAP
Ajuste de Densidade 0.260 | 0.002 | 11 | 0.887 | 0.827 | 0.482
Ajuste Hierarquico / k=7 0.245 | 0.0005 | 15 | 0.848 | 0.941 | 0.663
Ajuste Hierarquico / k desconhecido | 0.245 0 15 ] 0.848 | 0.941 | 0.663

Considerem-se de seguida os atributos agrupados em dois blocos, tendo um deles os
15 atributos categoéricos, e o outro bloco, o atributo numérico. Designemos por bloco
categorico o primeiro e bloco numérico o segundo. Obtiveram-se as 2 particoes, uma
para cada bloco de atributos, cujos valores associados estao representados na tabela
6.6.

Apés a obtencao das dissemelhancas entre pares de elementos d;; = 1 — s;5, 1,] =

1,...,n (Secgao 6.5.2), aplicam-se os métodos de classificacgao MPCG para o = 0.5,

Tabela 6.6: Particoes obtidas para cada um dos dois blocos de atributos do conjunto

de dados Zoo. _
Bloco de Atributos « e k | IRC Ta IAP

Categorico 3 10.012 | 10| 0.807 | 0.922 | 0.489
Numérico 0.96 0 6 | 0.298 | 0.921 | 0.431
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Tabela 6.7: Particoes consenso mediana obtidas pelos métodos MPCG, para o conjunto
de dados Zoo, para t, = 2.

Particao Consenso Mediana || « c k | IRC Ta [IAP
Ajuste de Densidade 0.5 10.0013 | 21 | 0.715 | 0.988 | 0.615
Ajuste Hierarquico / k=7 0.5 0 8 | 0.174 | 0.549 | 0.598

assim, consideram-se semelhantes os pares de elementos que ficaram na mesma classe
em pelo menos uma das particoes por bloco de atributos. A tabela 6.7 apresenta os
resultados obtidos para os dois tipos de ajuste. Como se pode ver pela tabela, os
valores dos indices IAP e 7, identificam como melhor particdo consenso aquela que é
obtida pelo ajuste de densidade, tendo esta particao consenso um valor de IRC com
a particao de referéncia, significativamente superior ao que é obtido para a particao

obtida pelo ajuste hierarquico.

A partigao consenso medoid é dada pela parti¢ao associada ao primeiro atributo (ver
tabela 6.6), que como se pode ver pela tabela, também é a partigdo mais semelhante

com a particao de referéncia.

Para este exemplo, a melhor particao (I RC' = 0.887) foi a partigdo consenso mediana
obtida pelo ajuste de densidade, quando aplicado ao conjunto com 16 blocos, um
por atributo. No caso de se considerarem dois blocos, tendo um deles os atributos
categoricos e o outro o atributo numérico, a partigdo consenso medoid (I RC' = 0.807)
¢ muito semelhante com a obtida pelo método com atributos nao diferenciados e ajuste
hierarquico (I RC = 0.808).

6.6.1.3 Particoes p-projectadas

Tal como no caso anterior, considerem-se os atributos agrupados em dois blocos,
tendo um deles os 15 atributos categéricos e o outro o atributo numérico. Seja «,
o parametro de controlo associado ao bloco com o atributo numérico, considera-
se M < q, < ¢ sendo @M e @M as dissemelhancas minima e méxima,
respectivamente, para o atributo numérico entre todos os pares de elementos. Seja .
o parametro de controlo associado ao bloco com os atributos categoricos, considera-se
a. € {1,2,...,15} uma vez que se trata de atributos categdrios, para este caso, a

dissemelhanca entre dois elementos varia entre 0 e 15.
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Tabela 6.8: Parti¢coes ¢-projectadas obtidas pelos métodos MPCG, para o conjunto
de dados Zoo, para ¢ =2 e t, = 2.

Métodos an |ac | IC | k| IRC | 7, | IAP
Ajuste de Densidade 1 | 1]0.005|6]0.514 | 0.921 | 0.947
Ajuste Hierarquico / k=7 115 10264 |7)0.443 | 0.892 | 0.616
Ajuste Hierdrquico / k desconhecido || 1 | 5 0 710.443 | 0.892 | 0.616

Tabela 6.9: Parti¢goes ¢-projectadas obtidas pelos métodos MPCG, para o conjunto
de dados Zoo, para ¢ =1 e t, = 2.

Métodos an | a.| IC | k| IRC | 7, | IAP
Ajuste de Densidade 1 (1 10.002|60.511]0.903 | 0.919
Ajuste Hierarquico / k=7 1] 1 10.006|7]|0.517|0.923 | 0.879
Ajuste Hierdrquico / k desconhecido || 1 | 1 0 7 10.517 | 0.923 | 0.879

As tabelas 6.8 e 6.9 apresentam os resultados obtidos, para ¢ = 2 e ¢ = 1, respecti-

vamente. Recorde-se que ¢ = 1,...,t, sendo t;, o nimero de blocos (Seccao 6.4).

Como se pode constatar pela andlise das tabelas, os resultantes foram muito semel-
hantes entre si. De acordo com o indice 7,, a melhor particao é a de k = 7 classes obtida
pelos ajustes hierarquicos para ¢ = 1, esta partigao apresenta os valores AP = 0.879
e IRC = 0.517. De acordo com o indice IAP a particao a selecionar seria a de k = 6
classes obtida pelo método com ajuste de densidade e p = 2, esta particao apresenta os
valores 7, = 0.921 e ITRC = 0.514, valores estes muito semelhantes com os anteriores.
Finalmente, a indice IRC indica que a particao identificada pelo indice 7, é a mais

semelhante com a particao de referéncia.

6.6.2 Conjunto de Dados Iris

O conjunto de dados Iris [214] é constituido por 150 flores, 50 de cada uma de trés
variedades de Iris: Setosa, Versicolor e Virginica; caracterizadas por quatro atributos
numéricos que descrevem a largura e o comprimento das pétalas e das sépalas de cada
tipo de flores. As flores sao numeradas de 1 a 150, sendo as x; a x5q flores do tipo Iris

Setosa, as x5, a x99 flores do tipo Iris Versicolor e finalmente as x19; a x150 flores do
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Tabela 6.10: Resultados obtidos para o conjunto de dados Iris, pelos métodos MPCG

com atributos nao diferenciados.

Métodos o IC | k| IRC T, IAP
Ajuste de Densidade 1.218 | 0 | 2| 0.568 | 0.929 1
Ajuste Hierarquico / k=3 0.798 31 0.564 | 0.930 | 0.827
Ajuste Hierarquico / k desconhecido || 1.218 2 1 0.568 | 0.929 1

tipo Iris Virginica. Os atributos apresentam-se pela seguinte ordem: (1) comprimento
da sépala, (2) largura da sépala, (3) comprimento da pétala e (4) largura da pétala,
sendo todas as quantidades medidas em centimetros. A particao de referéncia para
este conjunto de dados indica que uma das classes (Iris Setosa) é bem separada das

outras duas, que se intersectam.

No caso do método com atributos diferenciados, vao ser consideradas duas situagoes:
(1) formacao de 4 blocos com um atributo cada e (2) formagcao de dois blocos com dois
atributos cada; o primeiro bloco tem os atributos 1 e 2 referentes as caracteristicas das

sépalas, e o segundo bloco tem os atributos 3 e 4 referente as caracteristicas das pétalas.

6.6.2.1 Método com Atributos nao Diferenciados

Para a aplicacao do método com atributos nao diferenciados foi considerado um 1nico

bloco com os quatro atributos e como funcao global, a funcao distancia euclideana.

A figura 6.5 representam o grafico obtido da aplicacao do método MPCG com ajuste
de densidade, da qual resultou a identificacdo de uma particao em duas classes com os
valores associados de o = 1.217631, IC' = 0 e k = 2. Esta particao consiste na classe
Setosa isolada, estando as outras duas fundidas numa sé. Esta particao apresenta os
valores 7, = 0.929, ITRC = 0.568 com a particao de referéncia e AP = 1. De acordo
com o indice de validacao 7,, esta particao é de melhor qualidade que a de referéncia

que apresenta um valor de 7, = 0.797.

No caso do ajuste hierdrquico com k = 3 obteve-se o gréfico representado na figura
6.6, pelo qual se identifica a particao em trés classes para os valores associados de
o = 0.798519, IC' = 0 e k = 3. No entanto, apresenta um valor JRC' = 0.564 nio

correspondendo a separacao das floras nas trés classes de 50 flores cada. Esta particao
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Figura 6.5: Gréfico INC'/ k obtido pelo ajuste de densidade para o conjunto de dados

Iris.

identifica separadamente as flores Iris Setosa num classe, considera duas flores do tipo
Iris Virginica noutra classe, colocando as restantes numa unica classe. Esta particao
apresenta os valores 7, = 0.930 e AP = 0.827.

No caso da aplicacao do método MPCG com ajuste hierarquico e k desconhecido
obteve-se o mesmo resultado que para o caso com ajuste de densidade. A tabela 6.10

apresenta os resultados obtidos para estes trés métodos.

Vejamos se o método com atributos diferenciados consegue encontrar particoes mais

idénticas a de referéncia ou com valores dos indices de validagao mais elevados.

6.6.2.2 Particoes p-projectadas: t, =4

Consideraram-se quatro blocos com um atributo numérico cada. Seja «; o parametro
de controlo associado ao atributo 4, considera-se ¢ < a; < ¢ para i = 1,...,4
e sendo @7 e ¢ as dissemelhancas minima e mdxima, respectivamente, para o

atributo ¢ entre todos os pares de elementos, respectivamente.

Para a forca de ligacao ¢ = 4, obtiveram-se partigoes em k = 7,6,5,4, 3,2 classes,
sendo em maior nimero (88% dos casos), as particoes em duas classes. De entre as

partigdes obtidas pelo método em k = i classes, (i = 2,...,7) escolheu-se aquela
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Figura 6.6: Grafico INC’/ k obtido pelo ajuste hierarquico para k = 3, para o conjunto

de dados Iris.

Tabela 6.11: Resultados da aplicagao do método das particoes -projectadas ao

conjunto de dados Iris, para p =4 e t, = 4.

k|l oy oo Qs y IRC T, IAP
71038 0.33 | 0.59 | 0.24 | 0.490 | 0.843 | 0.390
610380514 |0.472 | 0.24 | 0.478 | 0.816 | 0.326
510450284 | 0.472 | 0.624 | 0.859 | 0.858 | 0.513
410.38 [0.284 | 1.534 | 0.528 | 0.794 | 0.871 | 0.471
311.01 | 033 |0.944 | 0.24 | 0.504 | 0.866 | 0.443
21045 |0.284 | 2.242 | 0.528 | 0.540 | 0.935 | 0.400

particao com o maior valor do indice de avaliacao de particoes. Os parametros de

controlo que originaram as partigoes seleccionadas e os respectivos valores do indice

IRC com a particao de referéncia estao representados na tabela 6.11.

Como se pode concluir pela analise da tabela, com o método com atributos diferenci-

ados, o indice TAP identificou uma particao mais semelhante com a de referéncia do

que a que tinha sido identificada pelo método dos atributos nao diferenciados. Essa

particao em cinco classes é composta por uma classe com as 50 flores do tipo Setosa,

outra classe é composta por uma flor do tipo Virginica, a terceira classe é composta

por duas flores também do tipo Virginica, a outra classe ¢ composta por 48 flores

do tipo Versicolor mais quatro flores do tipo Virginica, finalmente a quinta classe é

composta por 43 flores do tipo Virginica e duas flores do tipo Versicolor. Esta particao
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Tabela 6.12: Particoes obtidas para cada um dos quatro blocos de atributos para o

conjunto de dados Iris.

Atributo ||« IC | k| IRC T IAP
1 0.87 | 0.323 | 5| 0.324 | 0.802 | 0.292
2 1 0.323 | 3| 0.156 | 0.582 | 0.204
3 2.596 | 0.234 | 3| 0.508 | 0.917 | 0.247
4 0.624 | 0.169 | 4 | 0.837 | 0.850 | 0.297

apresenta um valor 7, = 0.858.

No caso da aplicacao do método com forca de ligacao ¢ = 3 e ¢ = 2 obtiveram-se as
particoes em duas e trés classes ja identificadas pelo método com ajuste de densidade
e hierarquico para atributos nao diferenciados. Para o caso de ¢ = 1, para todas as

combinagoes dos parametros de controlo, obtiveram-se parti¢oes com uma tnica classe.

6.6.2.3 Particoes Consenso: t, =4

No caso do método com atributos diferenciados com particoes consenso, consideraram-
se quatro blocos com um atributo cada, e obtiveram-se as quatro partigoes, correspon-

dentes aos quatro atributos, cujos valores associados estao representados na tabela
6.12.

Ap6s a obtencao das dissemelhancas entre pares de elementos d;; = 1 — s;5, 4,7 =
1,...,n (Secgao 6.5.2), aplicam-se os métodos de classificaggo MPCG para a = 0.5, ou
seja, considerando-se semelhantes os pares de elementos que ficaram na mesma classe
em pelo menos 50% das particoes por bloco de atributos. A tabela 6.13 apresenta
os resultados obtidos para os dois tipos de ajuste. Como se pode ver pela tabela, os
valores dos indices IAP e 7, identificam como melhor particao consenso aquela que
¢é obtida pelo ajuste hierarquico, tendo também esta particao consenso um valor de
IRC com a particao de referéncia, superior ao que é obtido para a partigao obtida pelo

ajuste de densidade.

Finalmente a particao consenso medoid é dada pela particao associada ao quarto

atributo (ver tabela 6.12), que como se pode ver pela tabela, também foi considerada
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Tabela 6.13: Partigoes consenso mediana obtidas pelo método MPCG, para o conjunto
de dados Iris para t, = 4.

Particao Consenso Q IC | k| IRC Ta IAP ‘

Ajuste de Densidade 0.5 10.054 | 4| 0.525 | 0.827 | 0.351 ‘

Ajuste Hierdrquico / k=3 || 0.5 | 0.001 | 3 | 0.560 | 0.931 | 0.403 ‘

Tabela 6.14: Resultados da aplicacao do método das partigdes p-projectadas ao

conjunto de dados Iris, para p = 2 e t, = 2.

Método | 1C k| a1 | a |IRC| 7, [ IAP |
Ajuste de Densidade 0.05 | 31]0.679 | 1.002 | 0.560 | 0.926 | 0.891
Ajuste de Densidade 0.0858 | 2 [ 0.823 | 2.004 | 0.568 | 0.929 | 0.853
Ajuste Hierdrquico / k=3 | 0.051 | 3| 0.679 | 1.503 | 0.560 | 0.934 | 0.867

a melhor particao de entre as quatro dos atributos, de acordo com o indice TAP.

6.6.2.4 Particoes p-projectadas: t, = 2

Considerem-se dois blocos com dois atributo numérico cada, estando os atributos 1 e 2
num bloco e os outros dois no outro bloco. Seja «; o parametro de controlo associado
ao atributo ¢, considera-se ¢7"" < q; < @7 para i = 1,2 e sendo @™ e ¢ as
dissemelhancas minima e maxima, respectivamente, para o bloco de atributos 7 entre

todos os pares de elementos, respectivamente.

As tabelas 6.14 e 6.15 apresentam os resultados obtidos para ¢ = 2 e ¢ = 1 respecti-

vamente.

Como se pode ver pelas tabelas, as particoes y-projectadas aplicadas aos atributos

agrupados em dois blocos, nao melhorou o desempenho dos métodos relativamente a

Tabela 6.15: Resultados da aplicacao do método das partigoes -projectadas ao
conjunto de dados Iris, para ¢ =1 e t;, = 2.

Método 1C k| o o IRC T, IAP
Ajuste de Densidade 0 21 0.245 | 0.501 | 0.568 | 0.929 1
Ajuste Hierarquico / k=3 || 0.010 | 3 | 0.389 | 1.253 | 0.561 | 0.923 | 0.875
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Tabela 6.16: Particoes obtidas para cada um dos dois blocos de atributos para o

conjunto de dados Iris.

Bloco de Atributos Q@ I1C | k| IRC Ta IAP
1 0.606 | 0.017 | 4 | 0.526 | 0.905 | 0.589
2 0.877 0 21 0.568 | 0.929 | 0.500

Tabela 6.17: Particoes consenso mediana obtidas pelos métodos MPCG, para o
conjunto de dados Iris, para t, = 2.

Particao Consenso Mediana || « IC" | k| IRC Ta IAP
Ajuste de Densidade 0.5]0.017 | 6 | 0.542 | 0.905 | 0.589
Ajuste Hierdrquico / k=3 0.6 | 0.04 | 2| 0.568 | 0.929 | 0.608

abordagem com atruibutos nao diferenciados. A particao mais semelhante com a de

referéncia é a obtida pela aplicacao do ajuste de densidade para ¢ = 1 (IRC = 0.568).

6.6.2.5 Particoes Consenso: t, = 2

A tabela 6.16 apresenta as duas particoes, correspondentes aos dois blocos de atributos,

identificadas pelos método.

Ap6s a obtencao das dissemelhancas entre pares de elementos d;; = 1 — s;5, 4,7 =
1,...,n (Secgao 6.5.2), aplicam-se os métodos de classificaggo MPCG para a = 0.5, ou
seja, considerando-se semelhantes os pares de elementos que ficaram na mesma classe
em pelo menos 50% das particoes por bloco de atributos. A tabela 6.17 apresenta
os resultados obtidos para os dois tipos de ajuste. Como se pode ver pela tabela, os
valores dos indices IAP e 7, identificam como melhor particao consenso aquela que
¢é obtida pelo ajuste hierarquico, tendo também esta particao consenso um valor de
IRC com a particao de referéncia, superior ao que é obtido para a partigao obtida pelo

ajuste de densidade.

No caso do ajuste hierarquico optou-se por a = 0.6 porque com o valor a = 0.5, a

particao obtida consistia em trés classes, estando 147 dos elementos numa tnica classe.

Finalmente, quanto a particao consenso medoid o critério de seleccao da particao
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obteve o mesmo valor para as duas particoes por blocos de atributos.

Com o método para atributos diferenciados considerando dois blocos com dois atribu-
tos cada, nao se obtiveram melhores resultados do que os obtidos pelos métodos com
atributos nao diferenciados.

A tabela 6.18 apresenta as particdes candidatas a melhor particao de acordo com os
indices e métodos utilizados. A particao P; foi a obtida pelo método com ajuste
de densidade e atributos nao diferenciados, pelo método das particoes p-projectadas
para o = 1l e ¢ = 2 e t, = 2, e foi ainda obtida pelo método de conseno mediana
com ajuste hierarquico para t, = 2. A particao P, foi obtida pelo método com ajuste
hierarquico e atributos nao diferenciados. A particao Ps é a candidata das partigoes
p-projectadas (p = 4 e t, = 4), sendo considerada a melhor das indicadas na tabela
6.11 pelo indice IAP. Para este caso, o indice de validacao 7, considerou como a melhor
particao a composta por duas classes, no entanto, como nesta particao a classe Setosa
nao foi identificada correctamente, consideramos somente a particao de cinco classes.
A partigdo P, é a particao medoid consenso correspondente ao quarto atributo (tabela
6.12), finalmente a particao P foi considerada a melhor pelos dois indices, de entre
as particoes de consenso obtidas pelos métodos com ajuste de densidade e hierarquico
(tabela 6.13). Como se pode ver pela andlise da tabela, as melhores partigoes sao as
que consideram que o conjunto de dados é composto por duas classes, que é o caso da
partigdo P; e P, (em que uma das classes é composta por dois elementos). A terceira
melhor particao de acordo com o indice IAP é a particao P53 que é aquela entre todas,
¢ mais semelhante com a particao de referéncia. No caso do indice de validagao 7,,
considerou-se como melhor a particao consenso, obtida para o ajuste hierarquico, a
qual identifica correctamente a classe Setosa, considerando seis flores Virginica numa
classe, ficando todas as restantes numa terceira classe. Para este indice, a quarta

melhor particdo é a correspondente a particao mais semelhante com a de referéncia.

6.6.3 Conjunto de Dados da UNESCO

O conjunto de dados que vai ser analisado nesta secgao foi obtido da pagina da Internet
da UNESCO ? (United Nations Educational, Scientific and Cultural Organization), e

consiste nos racios (net enrolment ratio) entre o nimero de jovens entre os 11 e os 15

Zhttp://www.uis.unesco.org
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Tabela 6.18: Particoes obtidas pelo método de classificacao para o conjunto de dados

Iris.
Particoes || k| 7, IAP | IRC
P 2 10.929 1 0.568
P, 3 10.930 | 0.827 | 0.564
Py 510.858 | 0.513 | 0.859
Py 4 1 0.850 | 0.297 | 0.837
Ps 3 10.931 | 0.403 | 0.560

anos matriculados em instituicoes do ensino primario e secundério publico e privado,
e o numero total de individuos da populacao nessa faixa etaria, de alguns paises. Os

racios que excedem os 100% reflectem discrepancias entre os dois conjuntos de valores.

Foram analisados 45 paises e as tabelas 6.19 e 6.20 apresentam os resultados obtidos.
A primeira engloba os paises participantes no programa WEI ( World Education In-
dicators), enquanto a segunda tabela apresenta os resultados obtidos para os paises
da OECD (Organisation for Economic Co-operation and Development). No presente
estudo, as duas tabelas foram consideradas em conjunto. Os dados da Argentina,
Brasil, Chile, Peru, Malésia e Filipinas referem-se ao ano 1998, os dados da Indonésia

referem-se ao ano 2000, todos os restantes referem-se ao ano de 1999.

Note-se que para este exemplo nao ha particao de referéncia.

6.6.3.1 Método com Atributos nao Diferenciados

Tal como foi feito para os exemplos anteriores, foi considerado um tnico bloco com os

cinco atributos e como funcao global, a funcao distancia euclideana.

A figura 6.7 representa o grafico obtido da aplicacao do método MPCG com ajuste
de densidade, da qual resultou a identificacao de uma particdo em sete classes com os
valores associados de v = 21.246, IC' = 0 e k = 7. Esta particao apresenta os valores
T, = 0.939 e TAP = 0.676. No caso do ajuste hierarquico obtiveram-se resultados

semelhantes.
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Tabela 6.19: Frequéncia de escolaridade priméria e secundaria de individuos entre os
11 e os 15 anos nos paises participantes WEI (Fonte: UNESCO).

11 anos | 12 anos | 13 anos | 14 anos | 15 anos

1 Argentina 106 105 95 91 80
2 Brasil 97 97 96 93 85
3 Chile 95 93 90 89 86
4 Egipto 93 86 73 65 67
5 | Indonésia 79 94 70 59 45
6 Jordania 87 85 87 79 79
7 Malasia 95 100 92 90 76
8 Paraguai 91 90 78 70 29
9 Peru 105 99 95 86 82
10 || Filipinas 95 61 82 78 80
11 || Federacao Russa 90 95 97 89 74
12 || Tailandia 99 100 93 86 7
13 || Tunisia 102 94 91 84 71
14 || Uruguai 109 129 99 81 72
15 || Zimbabwe 93 93 121 39 51

Médias WEI 95.7 94.7 90.6 78.5 72.3
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Tabela 6.20: Frequéncia de escolaridade primaria e secundaria de individuos entre os

11 e os 15 anos nos paises da OECD (Fonte: UNESCO).

Capitulo 6

11 anos | 12 anos | 13 anos | 14 anos | 15 anos

16 || Australia 99 99 98 99 97
17 | Austria 99 99 99 99 95
18 || Bélgica 98 99 99 99 100
19 || Belgica (F1) 96 96 96 95 97
20 || Canada 98 99 98 97 98
21 || Republica Checa 100 100 100 100 100
22 || Dinamarca 100 100 100 98 97
23 || Finlandia 99 99 99 99 100
24 | Franca 99 99 99 99 98
25 || Alemanha 99 99 100 100 99
26 | Grécia 99 99 96 97 93
27 || Hungria 101 101 99 99 96
28 || Islandia 99 99 99 100 98
29 || Irlanda 101 99 100 99 102
30 || Italia 99 101 99 94 88
31 || Japao 101 103 102 101 99
32 | Coreia 99 94 100 98 97
33 || Luxemburgo 98 90 99 95 92
34 | México 96 90 82 73 55
35 | Holanda 98 99 100 99 102
36 || Nova Zelandia 100 99 98 98 96
37 || Noruega 99 99 99 99 100
38 | Polénia 97 97 97 97 96
39 | Portugal 110 115 111 112 95
40 | Espanha 106 105 105 104 96
41 | Suécia 101 101 101 101 97
42 | Suica 100 100 99 99 97
43 || Turquia 89 74 63 o1 47
44 || Gra-Bretanha 99 99 98 98 103
45 || Estados Unidos 104 113 102 96 107

Médias OECD 99.4 98.9 97.9 96.5 94.6
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Figura 6.7: Grafico I~C/ k obtido pelo ajuste de densidade para o conjunto de dados
UNESCO.

Tabela 6.21: Particoes obtidas para cada um dos cinco blocos de atributos do conjunto

de dados da UNESCO.

Blocosde 1o |k | | 1ap

Atributos
1 8.2 0.525 | 4 | 0.743 | 0.222
2 3.68 | 0.104 | 9 | 0.792 | 0.519
3 13.54 | 0.382 | 5 | 0.764 | 0.342
4 1252 | 0312 | 6 | 0.931 | 0.405
5} 5.88 | 0.114 | 10 | 0.865 | 0.387

Esta parti¢ao considerou como pontos isolados os paises: Indonésia (5), Filipinas (10),
Uruguai (14), Zimbabwe (15) e Turquia (43), que como se pode ver pela tabela de da-
dos, apresentam valores nao usuais. Outra classe é constituida por trés paises: México
(34), Egipto (4) e Paraguai (8) que apresentam valores semelhantes. Finalmente os

restantes paises estao colocados numa tunica classe.

6.6.3.2 Particoes Consenso

No caso do método com atributos diferenciados com partigoes consenso, consideraram-
se cinco blocos com um atributo cada (¢, = 5), e obtiveram-se as cinco partigoes cujos

valores associados estao representados na tabela 6.21.
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Tabela 6.22: Particao consenso mediana obtida pelo método MPCG para o conjunto

de dados da UNESCO. _
Particao Consenso Mediana | « 1C | k| 7, IAP

Ajuste de Densidade 0.5 0.005 ]9 |0.909 | 0.732

Apbs a obtencao das dissemelhangas entre pares de elementos d;; = 1 — s, 1,] =
1,...,n (Secgao 6.5.2), aplicou-se o método de classificacao MPCG para a = 0.5.
Como para este caso nao ha particao de referéncia, desconhecendo-se o valor de k, nao
se aplicou nenhum dos métodos hierarquicos. A tabela 6.22 apresenta os resultados

obtidos para o ajuste de densidade.

A particao consenso obtida para o ajuste de densidade é semelhante a que foi obtida
para atributos nao diferenciados. Relativamente a paises colocados isoladamente
considerou: Indonésia (5), Uruguai (14), Zimbabwe (15), Jordania (6), Turquia (43)
e Portugal (39), que como se pode ver pela tabela de valores apresentam valores nao
usuais. Sao formadas duas classes com dois paises cada: Egipto (4) e Paraguai (8)
numa classe e Filipinas (10) e México (34) noutra classe. Finalmente os restantes

paises estao agrupados numa unica classe.

A partigdo consenso medoid é dada pela partigdo associada ao quarto atributo (ver
tabela 6.21), que apresenta um valor 7, = 0.931 e TAP = 0.405.

Pela analise dos resultados, e segundo o indice de validagao de particoes 7,, a mel-
hor particao corresponde a obtida pelo método com ajuste de densidade aplicado
a atributos nao diferenciados (7, = 0.939). Segundo o mesmo indice, a segunda
melhor particdo corresponde & obtida para o quarto atributo (7, = 0.931). De
acordo com o indice IAP, a melhor particdo consenso é a obtida para o método
com atributos diferenciados usando partigoes consenso e ajuste de densidade (IAP =
0.732), sendo a segunda melhor, obtida para os atributos nao diferenciados (IAP =
0.676). Analisando os resultados pela tabela de dados, verifica-se que a parti¢ao
identificada pelo indice IAP é ligeiramente "melhor” do que a identificada pelo indice
T,, uma vez que aquela considerou como pontos isolados, dois dos paises (Jordania
(6) e Portugal (39)) com valores ndo usuais, que nao foram isolados na parti¢do com
atributos nao diferenciados.
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6.7 Conclusao

Este capitulo apresentou uma nova abordagem do método, pelo qual as parti¢coes nao
sao obtidas usando todos os atributos em simultaneo, mas por partigoes encontradas
em sub-espagos de atributos. A diferenciagao dos atributos permite que os atributos ou
blocos de atributos tenham um contributo individual para a identificacao de particoes
no conjunto de dados. O método das partigoes ¢-projectadas mostrou-se eficiente
na deteccao da particao de referéncia para o conjunto de dados Iris, para ¢ = 4 e
t, = 4, apresentando um valor de T RC' = 0.859 com a particao de referéncia. Devido
a uma enumeracao completa nos valores dos parametros de controlo, esta abordagem
é computacionalmente muito pesada pelo que se restringe a sua aplicacao a conjuntos
de dados com, no maximo, quatro atributos. Outra abordagem consiste em identificar
particoes de consenso das parti¢oes obtidas para cada bloco de atributos. No caso do
conjunto de dados Zoo, a particao mais semelhante com a de referéncia, foi a particao
consenso mediana obtida com ajuste de densidade para t, = 16 (I RC = 0.887). Para
este conjunto de dados, os atributos foram ainda também agrupados em dois blocos
(t, = 2), tendo um deles os atributos categdricos e o outro o atributo numérico; no
entanto, com esta abordagem nao foi identificada uma particao melhor do que para o
caso anterior. A abordagem das parti¢oes consenso também se mostrou eficiente na
deteccao da particao do conjunto Iris, apresentando um valor IRC' = 0.837 com a

particao de referéncia.
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Capitulo 7

Estudo Estatistico dos Indices

usando Teoria de Grafos Aleatorios

A avaliacao do valor de uma medida de validacao de uma estrutura em classes, exige
uma comparacao com o valor do indice obtido sob um modelo nulo de auséncia
de estrutura. A ideia base é testar se os elementos do conjunto de dados estao
uniformemente estruturados. Esta andlise é baseada na hipdtese nula, Hy, expressa
como uma afirmacao de uma estrutura uniforme nos dados. A hipétese nula devera
ser testada comparando o valor da estatistica de teste, obtida para um conjunto de
dados de referéncia gerados sob a hipdtese nula, com o valor da estatistica obtida do
conjunto de dados a analisar. Assim, para se concluir sobre a significancia do valor
de um indice, sera necessario determinar a distribuicao do indice de validagao, sob a

hipotese nula de auséncia de estrutura.

O uso de grafos como base tedrica de suporte ao desenvolvimento dos indices definidos
nos capitulos anteriores, facilita o estudo estatistico dos mesmos, permitindo a defini¢ao

das suas distribuicoes sob modelos definidos no contexto da teoria de grafos aleatorios.

Assim, vao ser apresentadas as distribuicoes tedricas dos indices nao normalizados e

quando aplicados a particoes nao ajustadas.

207
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7.1 Teoria de Grafos Aleatorios

A teoria de grafos aleatdrios consiste na aplicacao de métodos de probabilidades a
teoria de grafos, tendo como objectivo estudar algumas propriedades importantes dos

grafos.

7.1.1 Um pouco de Histéria

A teoria de grafos aleatdrios teve a sua origem numa série de oito artigos fundamentais
publicados no periodo de 1959-1968 (ver [127]) por dois matematicos hingaros, Paul
Erdos e Alfred Rényi. A partir desta data, a teoria tem tido uma significativa evolugao
como um ramo independente da matematica discreta, localizado na interseccao da teo-
ria de grafos com a teoria combinatéria e probabilistica. A teoria de grafos aleatorios
tem uma vasta aplicabilidade em diversas areas como ciéncia de computadores, redes

de comunicagcoes, ciéncias naturais e sociais e na propria matematica discreta.

Nos tltimos anos, Béla Bollobés tornou-se o cientista lider na area de grafos aleatorios
contribuindo com dezenas de artigos, culminando num livro editado em 1985 com
uma segunda edigao em 2001 [29]. Muitos outros investigadores tém trabalhado nesta
area contribuindo para que a producao cientifica seja muito elevada, permitindo que

a teoria de grafos aleatérios evolua rapidamente.

7.1.2 Modelos de Grafos Aleatdrios

Um grafo aleatério é um grafo construido por algum procedimento aleatdrio, podendo

ser usado no estudo probabilistico de algumas estruturas combinatérias [121].

O modelo introduzido por Erdos é muito natural e pode ser descrito como escolhendo

um grafo aleatoriamente, com igual probabilidade, a partir do conjunto de cardinal

2
espago de probabilidades (G, IF, Prob), onde G é o conjunto de todos os grafos com

n ’ e . .
2NV sendo N = ( ) o numero de todos os grafos com n vértices. Considere-se um

n vértices, IF é a familia de todos os subconjuntos de G e para cada g € G, o valor
de Prob(g) da-nos a probabilidade de se obter um grafo especifico, g. A construcao é
representada por uma funcao do espacgo de probabilidades numa adequada familia de
grafos [121].
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Em geral, no contexto da teoria de grafos aleatérios, muitas propriedades sao definidas
assimptoticamente, quando o niimero de vértices tende para o infinito, sob o respectivo

modelo.

7.1.2.1 Modelos G, , e G, i

Os dois modelos mais populares na literatura em teoria de grafos aleatérios sao o
modelo G, , e o modelo G, ys (designados em [121] por modelo binomial e modelo
uniforme, respectivamente), constituindo uma plataforma de suporte ao desenvolvi-

mento da maior parte dos resultados conhecidos nesta area.

O modelo G, , considera todos os grafos de n vértices, nos quais os arcos sao inseridos
de modo independente e com probabilidade p, sendo esta a probabilidade de existir
um arco entre dois vértices quaisquer. Por outras palavras, se Gy é um grafo com n

vértices e m arcos, entao [29]

Prob(Gy) = Prob(G = Gy) = p™¢g" ™™ (7.1)

sendog=1—p e N= ( Z ) o numero de todos os pares de vértices.
A maior parte da literatura de grafos aleatérios consideram o caso no qual p — 0 e

n — OQ.

O modelo G,y considera todos os grafos de n vértices tendo M arcos, no qual os

grafos tém a mesma probabilidade de ocorrer. Verifica-se 0 < M < N, G,y tem

-1
( AA; ) elementos e cada elemento ocorre com probabilidade < AA; ) .

Estes dois modelos basicos sao, em muitos casos, assimptoticamente equivalentes, se
Np estiver perto de M ([121] e [29]). Seja A uma qualquer propriedade dos grafos
aleatdrios e seja G; um grafo aleatério gerado pelo modelo G, , e G um grafo aleatério
gerado pelo modelo G,, ps. Considere-se Prob(G; € A) parai € {1,2}, a probabilidade
de o grafo G; ter a propriedade A. Os dois grafos G e G5 sao equivalentes para a
propriedade A se Prob(G; € A) — a para n — oo é equivalente a Prob(Gs € A) — a

para n — oco. Em [121] s@o estabelecidas algumas condigoes para as quais se verifica
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esta equivaléncia.

7.1.2.2 Modelo é[m,...,nk;p}

O modelo é[m,...,nk;p] representa um modelo para grafos aleatorios k-partite, com n
elementos repartidos por k£ conjuntos independentes de ngy,...,n; elementos, respec-

tivamente; p é a probabilidade de existir um arco entre vértices de conjuntos diferentes.

Cada instancia deste modelo tem k conjuntos independentes, sejam Cf,...,C} de
ni,...,n, vértices, respectivamente. Se v € C; entdao o seu grau maximo (nimero
méximo de arcos que ligam v a outros vértices) é n — n; uma vez que v s6 pode ser
adjacente a vértices fora da classe a qual pertence. A soma dos graus maximos de
todos os elementos da classe C; é dado por n;(n — n;). Percorrendo todas as classes

obtemos o nimero maximo de arcos permitido num grafo k-partite:

Emax =

k k
=1 i=1

DO | —

k
;n,(n —n;) =

DO | —

1 k
b3
2 =1

Se G é um grafo com n vértices e m arcos entre vértices de conjuntos independentes,
entao [29]

_ _ —_ oM Emar—m
0 = :
Prob(Gy) = Prob(G = Gy) = p™q (7.3)

7.1.3 Propriedades de Grafos Aleatoérios

Seguindo o modelo G, , da teoria de grafos aleatdrios, os grafos aleatérios de n vértices
podem ser considerados como entidades em evolucao. Na fase inicial do processo
os grafos nao tém arcos, seguindo-se a sua insercao de modo aleatério, nas etapas
seguintes. Uma das questoes importantes é saber a partir de que etapa, o grafo
aleatorio apresenta determinada propriedade, por exemplo, a partir de que etapa o

grafo passa a ser conexo. Um dos resultados mais interessantes em teoria de grafos
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aleatorios indica que grande parte das propriedades dos grafos surge repentinamente.
Ou seja, para um grafo de m arcos, a probabilidade de se verificar uma dada pro-
priedade ¢ muito baixa, enquanto que para m + 1 arcos, a probabilidade de a mesma

propriedade se verificar, ja é muito alta [29].

A lista de publicagoes efectuadas no contexto da teoria de grafos aleatorios é vastissima;
no entanto, a maior parte dos estudos debrugam-se sobre um ntmero reduzido de
propriedades. Possivelmente um dos assuntos mais estudados relaciona-se com o
nimero cromatico ([29] e [121]), que consiste no menor nimero de cores necessarias e
suficientes para colorir um grafo, de tal modo que dois vértices adjacentes nao tenham
a mesma cor. Grande parte dos resultados obtidos referem-se ao valor esperado do
nimero cromdtico para grafos aleatérios ([23], [28], [153], [152], [3], [121], [29] e [5]).

Outros estudos debrugam-se sobre as propriedades dos graus dos vértices de um grafo
aleatério. Alguns trabalhos estudam a sequéncia dos graus [29] de um grafo aleatério,
tentando encontrar intervalos nos quais se localizam os graus dos vértices [25]. Outros
estudos relacionam-se com a distribuicao do niimero de vértices com um determinado
grau num grafo simples ([184] e [27]) ou numa drvore [193]. A distribui¢do do grau
méximo de uma grafo aleatério ([24]), ou dos graus dos vértices de um grafo [174],

tém também suscitado algum interesse por parte dos investigadores.

Em teoria de grafos, dois vértices estao ligados se existir um caminho entre eles;
define-se o comprimento desse caminho como o niimero de arcos nele contido, sendo
a distancia entre os vértices o comprimento minimo de entre todos os caminhos que
os ligam [41]. O diametro do grafo, que consiste na distancia maxima entre pares de
vértices de um grafo, é também alvo de alguma investigacao quer nos grafos aleatorios
simples [26], quer nos grafos aleatérios regulares, nos quais todos os vértices tém o

mesmo grau [30], quer nos grafos bipartite (grafos 2-partite) aleatérios [32].

Um subgrafo completo maximal de um grafo designa-se por clique, sendo o nimero
de cliqgue o numero maximo de vértices de um cligue. O numero independente é a
cardinalidade maxima de um conjunto de vértices independente (conjunto de vértices
nao adjacentes) [41]. Quer o ntumero de cliqgue ([31], [93] e [157]), quer o numero

independente ([25] e [79]) tém também sido alvo de algum estudo.
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7.2 Modelos de Multigrafos Aleatérios

Nesta secgao vao ser considerados os modelos para o estudo estatistico dos indices obti-
dos pelo método com atributos diferenciados, baseados em multigrafos. Considerem-se

multigrafos com n vértices e com, no maximo, ¢ arcos a ligar cada par de vértices.

7.2.1 Sobreposicao © de Grafos Aleatérios

Na abordagem seguida por Godehardt em [86], os arcos sao introduzidos um a um com
n
2

abordagem que se segue pretende-se que os arcos sejam inseridos por niveis, estando

probabilidade p, existindo, numa instancia do modelo, no maximo t( arcos. Na

a cada nivel associada uma probabilidade diferente. Ou seja, no nivel 1 os arcos sao
inseridos com probabilidade p;, no nivel 2 os arcos sao inseridos com probabilidade
D2, seguindo até ao nivel t. Os n vértices e os arcos do nivel 1 formam um grafo
que corresponde a uma instancia do modelo G, ,,, os mesmos vértices e os arcos do
nivel 2 formam um grafo que corresponde a uma instancia do modelo G, ,, e assim
sucessivamente. O multigrafo associado aos atributos diferenciados (AD) resulta de

uma operacao O aplicada aos t grafos Gy, ,,, parai =1,...,t.

Defini¢ao 7.1 Define-se a operagio © entre dois grafos, G1(V, Ey), Ga(V, Es), com

n vértices e my e mo arcos, respectivamente, da sequinte maneira
G = Gl@GQ

em que G = (V, E) € um multigrafo com n vértices tal que

n(vi, v;) =1 (vi, v;) + 1% (vi, v5) (7.4)

onde E = E1 U Ey e n(v;,v;), n% (vi,v;) € n°2(vi,v;) representam o nimero de arcos

que unem os vértices v; e v; nos grafos G, Gi e Go, respectivamente.

Os grafos aleatorios representativos dos AD obtém-se de:

G =06._,G, (7.5)

sendo G; o grafo aleatério ao nivel 4, gerado pelo modelo G, ,,, parai =1,...,1.
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7.2.2 Modelo G[

n;plv‘“vpt]

1111

é[n;ph---,pt] - @EZIGTM}H (7-6)

O modelo G,,p,.... p,) Tepresenta um modelo de geracao de multigrafos aleatérios de n
vértices, existindo no maximo ¢ arcos a unir dois vértices do multigrafo. Ao nivel 4,

os arcos sao distribuidos entre dois vértices com probabilidade p;.

Seja I = {i : p; # 0,i = 1,...,t} o conjunto dos indices que correspondem aos

atributos presentes na classificagao.

Definicao 7.2 Uma I—projecgao de uma instancia do modelo é[n;ph, no modelo

“’ptj|
Grp, origina uma instancia deste modelo em que a probabilidade de existir um arco

entre dois vértices € dada por:

p:Hpi

il

Admitindo que a ocorréncia de arcos nos diferentes niveis sao acontecimentos inde-

pendentes.

7.2.3 Modelo é[nl

7"'7nk;p17“'7pt]

O modelo é[nl,...,nk;pl,...,pt} representa um modelo de geragao de multigrafos k-partite
aleatorios, de n vértices e k conjuntos independentes de nq, . .., ng elementos, respecti-
vamente; p; ¢ a probabilidade de existir um arco entre vértices de conjuntos diferentes

no nivel 1.
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7.3 Distribuicao do Nimero de Arcos

7.3.1 Modelo G,

. n ’ ~ . ’ .
Sejam N = ( 0 > o numero de pares nao ordenados no conjunto de n vértices e p a

probabilidade de existir um arco entre dois vértices quaisquer.

Seja M a v.a. representativa do nimero de arcos de um grafo aleatério do modelo

G, p, entao:

Prob(M =m) = ( )pm(l—p)N_m, m=0,1,...,N (7.7)

¢ a probabilidade de um grafo de n vértices ter m arcos. A v.a. M segue entao uma

distribuicao Binomial de parametros N e p,

M ~ Bi(N,p) (7.8)

7.3.2 Modelo G[

nla"'ank;p]

Seja M a varidvel aleatoria representativa do numero de arcos numa instancia do

modelo é[m,...,nk;pl - Entao

M ~ Bi(Enaz, p) (7.9)

sendo p a probabilidade de existir um arco entre vértices de conjuntos independentes

1 k
diferentes, no grafo aleatorio k-partite e E,,q. = 3 <n2 — Z nf)
i=1

7.3.3 Modelo é[

NiP1,eesDt]

Tal como foi visto na seccao anterior, o multigrafo G[n;pl,...,pt} resulta da operagao
Sobreposicao, O, dos grafos G, ,, onde i = 1,...,t sendo ¢t o ntimero de blocos de

atributos. Verificam-se as seguintes situagoes:
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, n - . (.
1. Em cada nivel os ( 5 ) arcos sao equiprovaveis

2. Pode acontecer p; = p; para alguns i, j € {1,...,t} tais que ¢ # j

3. Pode acontecer p; = 0 para algum i € {1,...,t}

t
4.0<) pi<t
=1

Seja M; a v.a. representativa do nimero de arcos no grafo aleatério Gi,.p, ... p,] 10 nivel

1, entao, pela seccao anterior,

A probabilidade do multigrafo de n vértices ter m, arcos no primeiro nivel, mqy arcos

no segundo nivel, etc. m, arcos no nivel ¢, é dada por:

Prob(Ml:ml,Mgzmg,...,Mt:mt):H

t
1

( N )p;m—pi)N-mz‘ (7.11)

i my

que é o produto das probabilidades associadas as variaveis aleatérias binomiais inde-

pendentes de parametros N e p; cada uma.

Dada a relacdo entre as distribui¢coes Binomial e Normal (Teorema de De Moivre-

Laplace) e para N grande verifica-se

M, ~ N <Npi, Npi(1 — pi)) (7.12)

No modelo Gny,....p,] , tN € 0 ntimero maximo de arcos num grafo aleatério; o niimero
médio de arcos existente num instancia do modelo é dado pelo niimero médio de arcos

existente no nivel 1 mais o nimero médio de arcos existente no nivel 2, etc.

Associado ao modelo Gy, ... p,] considere-se M a v.a. representativa do ntiimero de

arcos no grafo aleatério gerado pelo modelo, entao



216 Capitulo 7

BN =[S (7.13)

representa o niimero médio de arcos numa instancia do modelo Gy, -

7.3.4 Modelo G[

nla"'ank;pla"'apt]

Seja M, a variavel aleatéria representativa do nimero de arcos, no nivel i, de uma

instancia do modelo G, . nyipi,..p,] > €DEAO

Mz’ ~ BZ(Emaz;pz) (714)

(x5t}

A probabilidade do multigrafo de n vértices ter m arcos no primeiro nivel, mqy arcos

sendo p; a probabilidade de existir um arco no nivel i e E,,,, =

N —

no segundo nivel, etc. m; arcos no nivel ¢, é dada por:

! Emaac m; —m
P’I"Ob(Ml = m17M2 =M, ... 7Mt = mt) = H ( ) Di Z(]_ —pi)Emaz mi (715)

i=1 my;

sendo o produto das probabilidades associadas as varidveis aleatérias binomiais inde-

pendentes de parametros F,,,, € p; no nivel i.

Dada a relacao entre as distribui¢oes Binomial e Normal e para F,,,, grande verifica-se

Mi ~ N (Emazpi7 \/Emaxpz<1 - pz)) (716>
~ k

No modelo G, .. npipr,pi] thg(n —nyg) é o nimero méaximo de arcos num grafo
=1

aleatorio; o nuimero médio de arcos existente num instancia do modelo é dado pelo

numero médio de arcos existente no nivel 1 mais o niumero médio de arcos existente



Estudo Estatistico dos Indices usando Teoria de Grafos Aleatérios 217

no nivel 2, etc.

Consideremos 0 modelo G, . ngipr....p € s€ja A(Ch, Cs, . .., Cf) o ntimero de arcos no

grafo k-partite aleatorio gerado pelo modelo, entao

E{A(Cy,Cs,...,Cp)} = [ép] X [Zklng(n—ng)] (7.17)

¢ o nimero médio de arcos numa instancia do modelo G, . nyipr,...p] -

7.4 Distribuicao do Indice de Classificabilidade

Pretende-se nesta seccao estudar a distribuicao do indice de classificabilidade 1C sem
normalizacao e aplicado ao grafo representativo dos dados sem que tenha sido alvo de

qualquer processo de ajuste.

7.4.1 Modelo G’[nl

sy TP

Seja X a variavel aleatéria representativa do nimero de arcos em falta numa instancia

do modelo é[m,.-.,nk;p] para que seja k-partite completo, assim:

X = ; <n2 — ijnf - 2M> (7.18)

i=1

onde M é a v.a. representativa do nimero de arcos. Como ja foi referido na Seccao
1 k

7.3.2, M ~ Bi(Epaz,p) onde Epu. = 5 <n2 — an) e p é a probabilidade de existir
i=1

um arco entre dois vértices pertencentes a conjuntos independentes diferentes.

A partir da distribuicao que segue a v.a. M, podemos encontrar a distribuicao que

segue a v.a. X,

M ~ BZ(Ema:c>p)
e — X ~ Bi(Epnaz, 1 — D) (7.19)
X = Emam - M
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Assim, o valor de IC' segue uma distribui¢ao Binomial de parametros E,,,, e ¢ = 1—p

no modelo é[m,...,nk;p] )

7.4.2 Modelo G[nl

7"'ank;p17“'apt]

Seja X; a variavel aleatdria representativa do niimero de arcos em falta no nivel 7, de

uma instancia do modelo G, . n.pi,...p] > Para que seja k-partite completo, assim

Xi ~ BZ'(Emax, 1-— pz) (720)

sendo p; a probabilidade de existir um arco no nivel i.

Considere-se X; = FE,,.. — M;, assim a probabilidade do multigrafo de n vértices ter
x1 arcos em falta no primeiro nivel, x5 arcos em falta no segundo nivel, etc. x; arcos

em falta no nivel ¢, é dada por:

i=1 L

L Eraa . —z;
Prob(X; =21, Xy = x9,..., Xy = 14) = H ( ) (1-— pi)xlpfm‘“” v (7.21)

sendo o produto das probabilidades associadas as variaveis aleatérias binomiais inde-

pendentes de parametros F,,,, € 1 — p; no nivel .

Dada a relacao entre as distribuicoes Binomial e Normal e para F,,,, grande verifica-se

Xi ~ N <Ema:c(1 - pz>7 \/Emaxpz(l - pz)) (722)
R k

No modelo G, .. nyipr,..pi] tzne(n —ng) é o nimero maximo de arcos num grafo
(=1

aleatério; o nimero médio de arcos é dado pelo niimero médio de arcos existente no

nivel 1 mais o nimero médio de arcos existente no nivel 2, etc.

Considerando o modelo Gy, ... nyipy,...pe] S€ja A(Ch, Cs, ..., C)) 0 niimero de arcos no

grafo k-partite aleatorio gerado pelo modelo, entao
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BLACH Cavern C0)) = [t~ Yo [z ol = o) (723

representa o nimero médio de arcos em falta para que uma instancia do modelo

NP1, 5Dt] seja k-partite.

-----

7.4.3 Modelo Uniforme

Nesta seccao pretende-se encontrar a distribuicao teérica do indice de classificabilidade

nao normalizado e para particdes nao ajustadas, no modelo uniforme.

7.4.3.1 Hipdtese Nula

Pretende-se testar a hipdtese nula de uniformidade a partir do valor observado do
indice. Seja entao

Hy : 7 Auséncia de classes”

a hipdtese nula de uniformidade ou de auséncia de classes. Através dos testes de
hipéteses pretendemos testar se temos forte evidéncia, para rejeitar ou nao rejeitar a

hipotese Hy de uniformidade.

7.4.3.2 Distribuicao do Indice

No modelo Uniforme consideram-se os individuos simulados como pontos uniforme-

mente distribuidos por uma regiao A num espaco de dimensao t.

Recorde-se que na aplicagao do método se verifica £, < a < lpa, sendo a =

lopin + 1 X h parai = 1,....H e h = M Para cada um destes valores
do parametro de controlo a, o método é aplicado ao conjunto de dados, obtendo-
se uma particao em k classes de n;, i = 1,...,k elementos. Como ja ficou bem
patente nos capitulos anteriores, para cada valor de a é também obtido um valor do
indice de classificabilidade. Este método selecciona a particao representativa dos dados
aquela para a qual o valor do indice corresponde a uma diminuicao relativamente a
valores anteriores. No entanto, se o conjunto de dados nao tiver uma estrutura em

classes, o grafico representativo dos valores de IC nao permite identificar uma particao.
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Pretende-se assim encontrar a distribuicao do indice de classificabilidade sob a hipétese

Hy, para cada a.

Seja D a v.a. representativa das dissemelhancas entre elementos do conjunto de dados.
Admite-se que esta varidvel segue uma distribuigado Normal [192] de parametros u e o.
Como no modelo G, , existe um arco com probabilidade p entre dois vértices, e no

grafo representativo do conjunto de dados existe um arco {u,v} se d(u,v) > «, seja

Pa = Prob(D > «) (7.24)

a probabilidade de existir um arco no grafo associado ao valor de a.. Entao

IC ~ Bi(Emaz, 1 — pa) (7.25)

onde

1 k
Eaz = 5 <n2 - Zn12> (726)
=1

sendo os cardinais n; obtidos pela aplicacao do método ao conjunto de dados a analisar.

Dada a relacao entre as distribui¢oes Binomial e Normal e para F,,,, grande verifica-se

IC~N <Ema:1:(1 - pa), \/Emaxpa(l - pa)> (727)

Consideremos um conjunto de dados com n = 1000 elementos distribuidos uniforme-
mente na janela unitaria. Determine-se a distribuicao Normal empirica com os parametros

it e ¢ estimados pelo método de maxima verosimilhanca, ou seja,

b= nn—1) ; Z dij (7.28)

Sy - (7.29)
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sendo d;; a distancia euclideana entre os elementos x; e x;. Para o conjunto de dados

considerado obteve-se: i1 = 0.7 e 6 = 0.2. Verifica-se entao:

~ N(0,1) (7.30)

e entao

Pa = Prob(D > a)

= 1— Prob(D < «)

. _ 5 (7.31
= 1—Pr0b<DA'u<Oé ,u> )

o o

o
g

7.4.3.3 Testes de Hipdteses

Q

Nesta secgao vai-se usar a distribuicao do indice de classificabilidade nao normalizado
e nao ajustado, para testar os valores dos indices obtidos para alguns conjuntos de

dados analisados em capitulos anteriores, sob a hipdtese nula Hy de auséncia de classes.

A tabela 7.1 indica os conjuntos de dados a testar. A tabela 7.2 representa os resultados
obtidos. Para cada conjunto de dados, o valor de «a escolhido é aquele que originaria
a particao identificada pelo valor de I~C’, apos a aplicacao do ajuste de densidade.

O valor ICpys indica o valor do indice obtido da aplicagao do método nao ajustado,
o IOObs - Emax(l - pa)

sendo ICy,, =
\/Emaz’(l - poc)pa
dado pela Equagao (7.31) e E,q. é dado pela Equacao (7.26).

, de acordo com a Equagao (7.27) e onde p, é

Os valores obtidos permitem rejeitar a hipotese Hy de uniformidade, ao nivel de
significancia de 5%, considerando que para todos os conjuntos existe uma estrutura

em classes.
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Tabela 7.1: Conjuntos de dados testados.

Designacao k | Figura | Secgao

FormaAlongada 4 4.3 4.5.1

PontoslIsolados 6 4.5 4.5.2

FormaNaoConvexa || 2 4.7 4.5.3

CincoClasses_1 5| 4.11 4.6

QuatroClasses_1 41 4.12 4.7

RedeGrega 3| 4.15 4.7

QuatroClasses_2 4 5.1 5.3.2

CincoClasses_2 5 5.2 5.3.2

CincoClassesNum || 5 5.8 5.7

Tabela 7.2: Valores da Prova para os conjuntos de dados testados.

Designagao a Pa | {Cobs | Frax ICh,s | Prob(IC" < IC,,)
FormaAlongada 0.803 | 0.302 | 116381 | 1777529 | —1836.8 ~ 0
Pontoslsolados 0.487 | 0.858 | 4108 416559 | —244.3 ~0
FormaNaoConvexa || 0.816 | 0.281 | 11826 | 112745 | —458.7 ~0
CincoClasses_1 0.688 | 0.524 | 23085 | 437117 | —560.2 ~ 0
QuatroClasses_1 0.830 | 0.258 | 9490 59925 —326.5 ~0
RedeGrega 0.487 | 0.855 | 408162 | 7309514 | —684.5 ~ 0
QuatroClasses_2 0.905 | 0.154 | 13144 71542 —490.8 ~ 0
CincoClasses_2 0.682 | 0.534 | 17963 | 430677 | —558.2 ~0
CincoClassesNum || 0.551 | 0.773 75 97413 —168.6 ~ 0
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7.5 Distribuicao do Indice de Isolamento Absoluto

Nesta seccao pretende-se apresentar a distribuicao tedrica do indice de isolamento
absoluto, nao normalizado e aplicado a uma particao nao ajustada. Também o valor

deste indice estd associado a um determinado valor do parametro a.

7.5.1 Modelo é[nl

a"'ank;p]

O grau de um vértice v € V representado por dg(v), segue uma distribuicao Binomial
de parametros n—1 e p sob o modelo G, ,. Assim, seguindo o modelo G[m’._,,nk;p} e fixo
v €V, seja X, a v.a. que representa o grau de v, isto é X, é v. a. tal que X, = dg(v)

para todos os vértices v pertencentes a classe C; de n; elementos. Entao,

X, ~ Bi(n —n;,p),v € C; (7.32)

ou seja, os graus dos vértices pertencentes a classe C; seguem uma distribuicao Bino-

mial de parametros n — n; e p.

Seja

vy =Y X, (7.33)

veC;

a v.a. representativa da soma dos graus dos vértices de C; em G, il

Admitindo que as v.a. X, sao independentes, vem

Y=> X,~Bi (Z(n—ni),p) (7.34)

veC; veC;

ou seja

Y => X, ~ Bi(ni(n—n;),p) (7.35)

veC;
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Assim, a soma das variaveis aleatérias X, segue uma distribuicao Binomial de parametros

ni;(n —n;) e p.

Recorde-se a expressao de A%;:

A% =ni(n—n;) — Z dg(v) (7.36)

veC;

se |Ci| = n;.

Considerando X a v.a. representativa do valor de A% e Y como definida em (7.33),

vem

X =nin—n;) =Y (7.37)

Como Y ~ Bi(n;(n —n;),p) resulta de imediato que

X ~ Bi(n;(n—n;),1—p) (7.38)

Dada a relacao entre as distribui¢oes Binomial e Normal e se n;(n — n;) for grande

verifica-se

X~N <nz(n—nl)(1 —p);\/ni(n—ni)(l —p)p) (7.39)

7.5.2 Modelo Uniforme

No caso do modelo uniforme, verificam-se as mesmas distribui¢coes com p = p, =
Prob(D > a)onde D é umav. a. representativa das dissemelhangas entre os elementos

do conjunto de dados, que se admite seguir uma distribuicao Normal.

7.5.2.1 Testes de Hipodteses

Nesta seccao vai-se usar a distribuicao do indice de isolamento absoluto nao normal-

izado aplicado a uma particao nao ajustada, para testar os valores dos indices obtidos
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Tabela 7.3: Valores da Prova para o conjunto representado na figura 5.1.

225

’ Classe H a ‘ Da ‘ ITAops | ni(n —ny) ‘ ITAL,, ‘ Prob(11A" < ITAp,,) ‘
C-1 1.354 | 0.0005 | 14654 38479 —bH428.7 ~ 0
C2 1.354 | 0.0005 775 13756 —4948.2 ~0
C.3 1.354 | 0.0005 604 8671 —3854.6 ~0
C4 1.354 | 0.0005 32 6144 —3486.2 ~ 0
(O} 1.354 | 0.0005 | 5639 15664 —3580.3 ~ 0
C-6 1.354 | 0.0005 | 1109 10071 —3992.6 ~ 0
C_ 1.354 | 0.0005 | 9046 23100 —4132.9 ~ 0
CS8 1.354 | 0.0005 913 5031 —3595.55 ~ 0
C9 1.354 | 0.0005 336 796 —T728.7 ~ 0
C_10 1.354 | 0.0005 83 1584 —1686.2 ~ 0
C.11 1.354 | 0.0005 67 796 —1155.2 ~0

para os conjuntos de dados representados nas figuras 5.1 e 5.2 (Sec¢ao 5.3.2), sob a

hipotese nula Hy de auséncia de classes.

Para cada conjunto de dados, o valor de a escolhido é aquele que identificou a particao

representada nas respectivas figuras, apds o ajuste, justificando-se assim a obtencao

de um maior nimero de classes nas particoes aqui utilizadas. Os resultados estao

indicados nas tabelas 7.3 e 7.4. O valor IIAps indica o valor do indice obtido da
ITAops — ni(n —n;)(1 —

aplicacdo do método nao ajustado, sendo 1Ay, = Obs i i) pa), de
\/ni(n —n;)Pa(l — pa)

acordo com a Equacao (7.39) e onde p, é dado pela Equagao (7.31), n; é o niimero de

elementos da classe C;.

Os valores obtidos permitem rejeitar a hipotese Hy de uniformidade, ao nivel de

significancia de 5%, considerando os valores encontrados significativos.

7.6 Distribuicao do Indice de Isolamento Relativo

Nesta seccao pretende-se determinar a distribuicao tedrica do indice de isolamento

relativo nao normalizado e aplicado a uma particao nao ajustada.
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Tabela 7.4: Valores da Prova para o conjunto representado na figura 5.2.
Classe o Pa ITAops | ni(n—n;) | 11AG,, | Prob(ITA” < I1A},,)
C1 0.682 | 0.5359 | 5072 69375 —206.5 ~ 0
C2 0.682 | 0.5359 | 3445 141100 —331.2 ~ 0
C3 0.682 | 0.5359 | 1593 163564 —368.5 ~ 0
C4 0.682 | 0.5359 | 5500 79431 —223.2 ~ 0
C5h 0.682 | 0.5359 | 1484 165319 —371.1 ~ 0
C_6 0.682 | 0.5359 | 2379 39319 —160.5 ~ 0
C.7 0.682 | 0.5359 | 3855 51975 —178.3 ~ 0
C_8 0.682 | 0.5359 889 8919 —69.0 ~ 0
CH 0.682 | 0.5359 | 3027 61644 —206.6 ~ 0
C_10 0.682 | 0.5359 891 5964 —48.74 ~ 0
C11 0.682 | 0.5359 | 2464 24375 —113.65 ~ 0
C_12 0.682 | 0.5359 | 460 5964 —59.9 ~ 0
C13 0.682 | 0.5359 196 2991 —43.71 ~ 0
C.14 0.682 | 0.5359 | 2061 21516 —108.3 ~ 0
C_15 0.682 | 0.5359 166 1996 —34.13 ~ 0
C_16 0.682 | 0.5359 | 1438 8919 —56.3 ~ 0
C_17 0.682 | 0.5359 151 1996 —34.77 ~ 0
C_18 0.682 | 0.5359 148 1996 —34.9 ~ 0
C_19 0.682 | 0.5359 304 1996 —27.9 ~ 0
C_20 0.682 | 0.5359 263 1996 —39.7 ~ 0
C21 0.682 | 0.5359 140 999 —20.5 ~ 0
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7.6.1 Modelo é[n

IS

. : c; . s
Fixo v € C}, seja X,; = d7 (v) a v.a. representativa do grau de v restrito a classe Cj.
Isto ¢, X,; representa o nimero de arcos que unem o vértice v aos elementos de C;

(nimero de elementos de C; que estao ligados ao vértice v).

Verifica-se:

X’L}j ~ Bl(njap) (74())

Como se considera que os graus dos vértices dos elementos de Cj, restritos a classe Cj,

sao independentes entre si podemos escrever:

veC;

Recorde-se a defini¢gao do indice de isolamento relativo,

AT(C)) =niny; — Y dg (v (7.42)

vel;

Considerando X a v.a. representativa do valor de A”;(C;) e Y como definida em (7.41),

venl

Como,

Y ~ Bi(nin;,p) (7.44)

resulta de imediato,

X ~ Bi(nn;,1 —p) (7.45)
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Dada a relacao entre as distribuicoes Binomial e Normal e se n;n; for grande verifica-se

X~N (ninj(l —p),\/nin;p(l — p)) (7.46)

7.6.2 Modelo Uniforme

No caso do modelo uniforme, verificam-se as mesmas distribui¢oes com p, = Prob(D >
a) onde D é uma v. a. representativa das dissemelhangas entre os elementos do

conjunto de dados, que se admite seguir uma distribuicao Normal.

7.7 Dependéncia dos Arcos / Grafos de Markov

O modelo de grafos aleatdrios usado na definicao das distribuicoes tedricas pressupoe
independéncia entre arcos, o que nem sempre se verifica. Alguns autores tém-se
debrugado sobre este assunto e tém surgido na literatura alguns modelos em alternativa
aos classicos que tomam em consideracgao a possivel dependéncia entre os arcos de um
grafo aleatério. Por exemplo, no contexto dos modelos para redes sociais, em [174]
e em [175] é apresentado um novo modelo, baseado em grafos aleatérios com uma
qualquer distribuicao dos graus dos vértices. O modelo verifica a propriedade: "a
probabilidade de u e v estarem ligados por um arco é maior se eles tiverem um vizinho
em comum”, apresentando um indice que indica a probabilidade de dois vizinhos u e

v de um dado vértice w, serem também vizinhos um do outro.
GRAFOS DE MARKOV [71]

Os modelos estatisticos log-lineares podem ser usados para caracterizar grafos aleatérios
com uma estrutura dependente geral, e com uma dependéncia de Markov, na qual s6

arcos incidentes podem ser condicionalmente dependentes.

Considere-se a sequéncia Z = {Zy,...,Zy,} de m v.a. discretas e M = {1,...,m} o
conjunto dos indices. Um grafo de dependéncias D sobre M define as dependéncias
condicionais presentes entre os pares de v.a. em Z. O grafo D consiste no conjunto
dos pares {i,j} € M x M tais que Z; e Z; sao condicionalmente dependentes das

restantes varidveis do conjunto Z. Por exemplo, uma sequéncia Z = {Z;,...,Z,,} de
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v.a. independentes tem um grafo de dependéncias D = ().

Os grafos de dependéncias D sobre o conjunto dos indices M, pode ser usado para
descrever estruturas dependentes de um qualquer conjunto de variaveis indexadas pelos
elementos do conjunto M. Em particular, se se escolherem as v.a. como indicadores

da presenca ou auséncia de arcos de um grafo aleatério G num conjunto de vértices
n
2

possiveis arcos de G. De facto, se G for um grafo aleatério em N = {1,...,n}, os

N, entao o conjunto dos indices destas variaveis aleatorias é o conjunto M de

indicadores da presenca ou auséncia de arcos sao dados pelos elementos da matriz
adjacente de G. Sejam Y = Y, para {u,v} € G, essas (Z) variaveis binarias.
Neste caso, o grafo de dependéncias D de G é um grafo nao aleatorio que especifica a
estrutura de dependéncia entre as ( Z > variaveis aleatérias Y,,. Os vértices de D sao
os possiveis arcos de G, ou seja, os pares {u,v} € M, e os arcos de D sdo os pares de
arcos de G que sao condicionalmente dependentes. Isto significa que D tem um arco
entre {s,t} e {u,v} em M se e s6 se Yy e Y, sdo condicionalmente dependentes das

restantes variaveis Y.

Os autores em [71] apresentam a probabilidade de existir um grafo aleatério com
um determinado grafo de dependéncias, que consiste num modelo log-linear com o
nimero de parametros igual ao niimero de cliques possivel no grafo de dependéncias. O
niumero de parametros a calcular para encontrar a probabilidade referida, impossibilita
a aplicagao do método a grafos com um niimero de vértices acima de algumas dezenas,
uma vez que para cada cliqgue de tamanho r existem 2" — 1 subconjuntos nao vazios
que também sao cliques. No caso dos grafos que obedecam a propriedade de Markov,
a qual define que D contém um arco entre os subconjuntos {s,t} e {u,v} em M, se
eles forem disjuntos, significando que arcos nao incidentes em G sao condicionalmente

independentes, os cliques sao os triangulos e as estrelas.

7.8 Conclusao

Foi obtida neste capitulo a distribuicao para o indice de classificabilidade nao normal-
izado e nao ajustado, sob a hipdtese de que o conjunto das dissemelhancas entre os

elementos do conjunto a classificar constitui uma amostra aleatoria.

A determinagao da distribui¢ao do indice de avaliagao de partigoes (IAP), requereria
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pressupostos de independéncia entre o niimero de vizinhos comuns de pares de vértices,

hipétese que nos parece demasiado forte.



Capitulo 8

Aplicacoes e Comparacao com

outros Métodos

Neste capitulo pretende-se avaliar o desempenho do Método de Particao baseado na
Coloracio de Grafos (MPCG) e do Indice de Classificabilidade Normalizado (IC),
quando aplicados a conjuntos de dados reais e artificiais, comparando os resultados
com os obtidos por outros métodos de classificacao. Apds uma breve descricao dos
conjuntos de dados e dos métodos de classificacao, sao apresentados os resultados
obtidos.

8.1 Conjuntos de Dados

Os conjuntos de dados reais e artificiais apresentados foram seleccionados com o
objectivo de avaliar o desempenho dos métodos de classificacao, perante conjuntos de
dados com um elevado nimero de elementos, atributos (ou varidveis) mistos, pontos

isolados e classes de formas arbitrarias.

Sempre que disponivel é também apresentado o nimero de classes que a particao de
referéncia indica existir no conjunto, assim como o resultado da aplicacao do indice
de validacao 7, (Seccao 5.2) [98] a cada uma das partigoes de referéncia. O indice de
avaliacdo de partigoes (IAP) nao é calculado, uma vez que s6 é aplicavel a partigoes
obtidas pelo método MPCG.

231
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8.1.1

Capitulo 8

Tabela 8.1: Conjuntos de dados reais. Dados de referéncia.

Contunt Numero de Numero de
0 0
it n Atributos Atributos T,
Dados , . ,

Numéricos Categoricos
Cidades Gregas || 5922 2 0 -
Iris 150 4 0 0.862
UNESCO 45 2 0 -
Z00 101 1 15 0.912

Conjuntos de Dados Reais

Sao apresentados quatro conjuntos de dados reais. A tabela 8.1 indica o ntimero de

elementos, o nimero e o tipo de atributos de cada um dos conjunto de dados, assim

como o numero de classes k e o valor do indice 7,, sempre que disponivel.

O conjunto de dados (fidades Gregas representado na figura 8.1, foi disponibilizado

pelo Prof. Yannis Theodoridis * e contém a localizacdo de 5922 cidades gregas, rep-

resentadas por pontos num espaco euclideano de duas dimensoes. Para este conjunto

de dados nao existe particao de referéncia.

Figura 8.1: Conjunto constituido pela localizacao de 5922 cidades gregas.

Os conjunto de dados Zoo, Iris e UNESCO foram apresentados nas Seccoes 6.6.1, 6.6.2

e 6.6.3 respectivamente, no contexto dos atributos diferenciados. O conjunto Zoo é

Thttp://thalis.cs.unipi.gr/~ytheod.
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Tabela 8.2: Conjuntos de dados artificiais. Dados de referéncia.

. . Tabela de Parametros B
Designagao || k| 7, Secgao
do Gerador de Dados
C400_1 41 0.918 41e4.2 4.5.1
C40022 6 | 0.929 4.3 4.5.2
C400_3 2 10.481 5.16 5.8
C500 2 10.731 4.4 45.3

constituido por 101 animais caracterizados por 16 atributos, sendo 15 binarios e 1
numérico. Os atributos caracterizam os animais com o objectivo de os classificar em
um de sete tipos de animais: mamiferos, passaros, répteis, peixes, anfibios, insectos e
invertebrados. O conjunto Iris é constituido por 150 flores, 50 de cada uma das trés
variedades de Iris: Setosa, Versicolor e Virginica; caracterizadas por quatro atributos
numéricos que descrevem a largura e o comprimento das pétalas e das sépalas de
cada flor. O conjunto UNESCO ¢ constituido por 45 paises caracterizados por cinco
atributos numéricos, indicando a percentagem de jovens entre os 11 e os 15 anos
que frequentam o ensino primério e secundario (tabelas 6.19 e 6.20). Supde-se que
este conjunto tem duas classes: paises participantes no programa WEI ? e paises
pertencentes & OECD 3.

8.1.2 Conjuntos de Dados Artificiais

Quatro dos cinco conjuntos de dados artificiais considerados consistem em versoes
reduzidas (menor numero de elementos) de alguns conjuntos de dados apresentados
nos capitulos 4 e 5. A tabela 8.2 apresenta a designacao dos conjuntos, o niimero
de classes k e o valor do indice 7, de cada uma das particoes de referéncia. Sao
ainda indicadas as tabelas de parametros do gerador de dados usados na geracao dos
conjuntos, e a seccao onde os conjuntos de dados foram inicialmente apresentados.
O quinto conjunto de dados artificiais, designado por GUE resultou da aplicacao de
um gerador de distancias aleatdrias ([97] e [96]). Usando os pardametros do gerador
de dados indicados na tabela 8.2 para cada um dos conjuntos, foram gerados 100

conjuntos de dados de cada tipo e as suas particoes de referéncia.

2World Education Indicators
3 Organisation for Economic Co-operation and Development
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8.2 Métodos de Classificacao

Nesta seccao apresentam-se brevemente os métodos a serem comparados com os métodos
MPCG. Quanto aos métodos MPCG, serao apresentados os resultados obtidos pelo

método com ajuste de densidade (Secgao 4.2.3) e com ajuste hierdrquico (Secgao 5.8).

8.2.1 Algoritmo METIS

No contexto dos algoritmos graph partitioning foi seleccionado o método METIS ([129],
[130] e [128]) que tem como objectivo agrupar os vértices de um grafo em subconjuntos
aproximadamente de igual tamanho, minimizando o niimero de arcos entre vértices de
subconjuntos diferentes. Este método aceita como entrada um grafo de n vértices e
m arcos, tendo como saida um mapeamento entre os vértices do grafo e as classes ou

grupos de vértices.

Como, no nosso caso, o conjunto de arcos do grafo associado a cada conjunto de
dados depende do valor do parametro de controlo «, e como o algoritmo METIS
aceita como entrada o conjunto dos arcos, indirectamente este método necessita que
se especifique o valor do parametro de controlo, para assim especificar o conjunto
de arcos. Assim, para que os resultados deste algoritmo sejam comparaveis com os
obtidos pelos métodos MPCG, o conjunto de arcos do grafo de entrada para o algoritmo
METIS, corresponde ao grafo definido para o valor de a correspondente a particao
identificada pelo método MPCG com ajuste de densidade (que foi nica em todos os
casos considerados). No entanto, no grafo de entrada do método METIS, existe um
arco entre u e v se dist(u,v) < «, uma vez que este método tenta minimizar o nimero
de arcos entre subconjuntos diferentes; ao contrario do método MPCG, que tenta
maximizar esse numero, uma vez que no grafo representativo dos dados se verifica a

existéncia de um arco se dist(u,v) > a.

8.2.2 Métodos Nao-Hierarquicos da Familia VL

Os métodos da familia VL (Seccao 2.1.3) de classificacdo nao hierdrquica usados
baseiam-se na utilizacao da funcao de distribuicao de uma estatistica das semelhancas
VL, como critério de agregacao de um elemento a uma determinada classe. Os métodos
usados sao os seguintes: NHMEAN que se baseia na estatistica da média, NHVMED

que se baseia na estatistica mediana, NHVMG que usa a média geométrica e NHVC
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que se baseia no centro amostral ([36], [181], [210] e [37]).

8.2.3 k-Prototype

O algoritmo k-prototype [111] é uma extensao do algoritmo das k-médias suportando
atributos mistos (numéricos e/ou categéricos). Neste algoritmo a dissemelhanca entre
dois elementos foi definida na Seccao 3.9 pela Equacao 3.20, e é dada pelo quadrado
da distancia euclideana entre os atributos numéricos, e o nimero de categorias nao

coincidentes para cada um dos atributos categéricos.

8.3 Resultados

Nesta seccao serao apresentados os resultados da aplicacao dos métodos seleccionados

aos conjuntos de dados reais e artificiais.

8.3.1 Conjuntos de Dados Reais

Uma vez que os conjuntos de dados reais Iris, UNESCO e Zoo ja foram analisados no

capitulo 6, s6 serao apresentados os resultados obtidos.

8.3.1.1 Conjunto de Dados Cidades Gregas

Para este conjunto de dados sé foram aplicados os métodos MPCG e o algoritmo k-
prototype uma vez que os outros métodos nao suportam conjuntos de dados com tao

elevado numero de elementos.

Para este exemplo foi considerado um tnico bloco com os dois atributos e como fungao

global a distancia euclideana.

A figura 8.2 representa o grafico obtido pelo método MPCG com ajuste de densidade
para este conjunto de dados. A parte superior mostra o resultado da aplicacao do
método para lim = dmin, bmae = dmaz € H = 50, sendo d,,;, € dpe. € distancia
euclideana minima e maxima, respectivamente, entre todos os pares de elementos do

conjunto. Como se pode constatar da figura, os valores correspondentes a particao
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Figura 8.2: Gréfico IC'/ k obtido pelo ajuste de densidade para o conjunto de dados

cidades gregas.

escolhida pelo método sao a = 79153.82, IC' = 0.000726 e k = 7. Como o valor do
indice de classificabilidade nao é zero, nem corresponde a uma descida acentuada em
relagao ao valor anterior do indice, o método foi novamente aplicado com os valores
lin = 39793.32 (correspondendo a k = 32), {4, = 118514.3 (correspondendo a
k = 4) e H = 50. Para este caso foi obtida a parti¢do representada na figura 8.3 e
com os valores associados de v = 66558, 47, IC' = 0.000388 e k = 10.

No caso da aplicacao do método MPCG com ajuste hierarquico considerou-se k = 15,
valor este estabelecido apds uma andlise da particao em 10 classes resultante da
aplicacao do método com ajuste de densidade, na qual algumas classes que deveriam

ser consideradas separadas foram reunidas.
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Figura 8.3: Particao em dez classes do conjunto cidades gregas, identificada pelo

método com ajuste de densidade.

Tabela 8.3: Resultados para o Conjunto Cidades Gregas.

Método k o e Figura
MPCG/Ajuste de Densidade 10 | 66558.5 | 0.000388 | (8.3)
MPCG/Ajuste Hierdrquico (k=15) || 15 | 39793.3 | 0.000007 | (8.5)
k-Prototype (k = 15) 15 - - (8.6)

Assim, para o ajuste hierdrquico obteve-se o grafico representado na figura 8.4 com
os valores associados de o = 39793.32, IC' = 0.000007 e k = 15. Note-se que o
valor do indice de classificabilidade neste caso é menor que para o caso anterior,
correspondendo assim a uma particao "melhor”, o que pode ser constatado na figura
8.5. O elevado niimero de elementos impossibilitou a aplicacao do ajuste hierarquico

com k desconhecido.

Quanto a aplicacao do método k-prototype, pelas razoes ja apontadas também foi
considerado k = 15, e resultou a distribuicao em classes representada na figura 8.6.
Esta particao é bastante diferente das obtidas pelos métodos anteriores, resultante do
facto de este método, sendo baseado no método das k-médias, tender a favorecer a

formacao de classes esféricas.

A tabela 8.3 apresenta um resumo dos resultados obtidos.
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Figura 8.4: Gréfico IC /k obtido pelo ajuste hierdrquico (k = 15) para o conjunto de
dados cidades gregas.

8.3.1.2 Conjunto de Dados Iris

Os diferentes métodos MPCG foram aplicados ao conjunto de dados Iris na Seccao

6.6.2, estando os resultados representados na tabela 8.4.

O grafo associado ao valor de « identificado pelo método MPCG com atributos nao
diferenciados e ajuste de densidade, foi dado como entrada para o método METIS do
qual se obtive o resultado representado na tabela 8.4. Como se pode ver na tabela,
para a particao obtida por este método, o indice de Rand Corrigido de Hubert e Arabie
(IRC) [113] mostrou-se inferior ao obtido pelo método das partigdes ¢-projectadas
(p = 4) e particao consenso medoid. No entanto, esse valor é superior aos obtidos

para todos os métodos restantes.

Para os métodos VL obtiveram-se valores do indice IRC inferiores ao do método
METIS e inferiores aos dos métodos MPCG de parti¢oes ¢-projectadas (¢ = 4) e
particao consenso medoid, apresentando valores superiores aos correspondentes a todos
os outros métodos. Quanto aos valores do indice 7,, estes métodos apresentaram
valores semelhantes aos obtidos pelo método METIS, mas inferiores aos obtidos para

os métodos MPCG, excepto para o caso da particao consenso medoid.

No caso do algoritmo k-prototype para k = 3 obteve-se uma particao em trés classes,

no entanto, com valores, quer do indice de validacao 7,, quer do indice IRC, inferiores
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Figura 8.5: Particao em quinze classes do conjunto cidades gregas, obtida por ajuste

hierdrquico com k = 15.

aos registados para todos os outros casos testados, nao sendo nenhuma das classes

identificada correctamente.

O melhor resultado foi obtido com o método MPCG para particoes @-projectadas
(p=4et,=4), verificando-se /RC = 0.859.

8.3.1.3 Conjunto de Dados UNESCO

Os diferentes métodos MPCG foram aplicados ao conjunto de dados UNESCO na
Seccao 6.6.3, estando os resultados obtidos representados na tabela 8.5. Como nao
existe particao de referéncia nao foram apresentados os valores do indice IRC. Para
os métodos que tém como parametro de entrada o numero de classes, considerou-se
k = 2, uma vez que os dados apresentam dois conjuntos de paises: paises da OECD
e paises participantes no programa WEI. O método para partigoes p-projectadas nao
foi aplicado porque o conjunto de dados tem cinco atributos, tornando-se computa-

cionalmente muito pesado obter um resultado.

Para o caso do método MPCG com ajuste hierarquico, obteve-se um valor do indice
T, mais elevado, no entanto, a particao identificada é constituida por duas classes em

que uma delas tem o pais Zimbabwe, estando todos os restantes paises noutra classe.
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Figura 8.6: Particao em quinze classes do conjunto cidades gregas, obtida pelo método

k-prototype.

Para o método METIS, obteve-se o pior valor do indice 7,. O resultado justifica-
se pela facto de este método tentar encontrar classes com um nimero de elementos
aproximadamente igual, o que nao é o caso do conjunto UNESCO, tendo uma classe
15 elementos e a outra 30 elementos. No entanto, nas duas particoes obtidas, o método

reuniu todos os paises participantes no programa WEI.

No caso dos métodos VL, foi obtida a mesma particao para os quatro métodos,
correspondente ao valor do indice 7, superior aos obtidos pelo método METIS mas
inferior relativamente aos outros métodos. Esta particao é constituida por duas classes
contendo uma delas todas os paises OECD, excepto o México e a Turquia; nesta classe
foram ainda incluidos os seguintes paises participantes no programa WEI: Argentina,

Peru e Uruguai. Todos os restantes paises pertencem a outra classe.

No caso do método k-prototype foi identificada uma particao que apresenta um valor
de 7, superior aos encontrados com o método METIS e com os métodos VL, no
entanto, tendo em conta as tabelas 6.19 e 6.20, esta nao parece uma particao de melhor
qualidade. O método agrupou numa classe os paises: Egipto, Indonésia, Jordania,
Paraguai, Filipinas, Tunisia, Zimbabwe, México e Turquia, ficando os restantes re-

unidos numa segunda classe.
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Tabela 8.4: Resultados para o Conjunto Iris.

Método k| 7. | IRC
MPCG / Ajuste de Densidade 2 10.929 | 0.568
MPCG / Ajuste Hierarquico (k = 3) 31 0.930 | 0.564
MPCG / Ajuste Hierarquico (k desconhecido) 21 0.929 | 0.568
MPCG / Partigao p-projectada / ¢ =4 /t, =4 | 5| 0.858 | 0.859
MPCG / Partigao ¢-projectada / ¢ =1/ t, =2 || 2| 0.929 | 0.568
MPCG / Partigao Consenso Mediana / ¢, = 4 31 0.931 | 0.560
MPCG / Partigao Consenso Mediana / ¢, = 2 21 0.929 | 0.568
MPCG / Partigao Consenso Medoid / t, = 4 41 0.850 | 0.837
MPCG / Partigao Consenso Medoid / t, = 2 2 10.929 | 0.568
METIS (o = 1.218, m = 3387, k = 3) 3| 0.877 ] 0.786
Métodos VL / NHVMEAN (k = 3) 31 0.856 | 0.635
Métodos VL. / NHVMED (k = 3) 31 0.856 | 0.635
Métodos VL / NHVMG (k = 3) 310.853 | 0.624
Métodos VL / NHVC (k = 3) 310.853 | 0.635
k-Prototype (k = 3) 310.568 | 0.154

Tabela 8.5: Resultados para o Conjunto UNESCO.

Método k| Ta
MPCG / Ajuste de Densidade 71 0.939
MPCG / Ajuste Hierarquico (k = 2) 2| 0.945
MPCG / Ajuste Hierdrquico (k desconhecido) || 2 | 0.945
MPCG / Partigdo Consenso Mediana 9 10.909
MPCG / Partigao Consenso Medoid 6 | 0.931
METIS (o = 21.246, m = 453, k = 2) 21 0.685
Métodos VL. / NHMEAN (k = 2) 21 0.783
Métodos VL. / NHVMED (k = 2) 210.783
Métodos VL. / NHVMG (k = 2) 21 0.783
Métodos VL. / NHVC (k = 2) 210.783
k-Prototype / (k = 2) 21 0.887
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Tabela 8.6: Resultados para o Conjunto Zoo.

Capitulo 8

Método k Ta IRC
MPCG / Ajuste de Densidade 19 0.992 | 0.729
MPCG / Ajuste Hierdrquico (k = 7) 7 | 0.945 | 0.808
MPCG / Ajuste Hierdrquico (k desconhecido) 151 0.989 | 0.761
MPCG / Particao ¢-projectada / ¢ =1 /t, =2 | 7 | 0.923 | 0.517
MPCG / Partigdo Consenso Mediana / t, =16 || 11 | 0.827 | 0.887
MPCG / Partigao Consenso Mediana / t, = 2 21 1 0.988 | 0.715
MPCG / Partigao Consenso Medoid / t, = 16 2 10.707 | 0.585
MPCG / Partigao Consenso Medoid / t, = 2 10 | 0.922 | 0.807
METIS (o = 2.073757, m = 276, k = 7) 7 10.899 | 0.381
k-Prototype (k = 7) 7 | 0.861 | 0.426

8.3.1.4 Conjunto de Dados Zoo

Este conjunto de dados é descrito por 16 atributos, sendo 15 deles binarios. A fungao

de dissemelhanga usada foi a fungao global definida na Seccao 3.9 pela Equacao 3.20.

Para este conjunto de dados nao foram aplicados os métodos VL nao hierarquicos,

porque nao aceitam atributos mistos.

A tabela 8.6 representa os resultados obtidos pela aplicacao dos métodos.

No caso do método METIS, como se pode ver na tabela 8.6, para o grafo corre-

spondente ao valor de a obtido pelo método MPCG com ajuste de densidade com

atributos nao diferenciados, obtive-se uma particao de qualidade inferior, quer a nivel

do indice de validacao 7, = 0.899, quer a nivel de semelhanca com a particao de

referéncia I RC' = 0.381. Tal como no caso do conjunto UNESCO, também para este

caso a menor semelhanca da particao obtida pelo método METIS com a particao de

referéncia, se justifica pelo facto das classes terem disparidade de tamanhos.

A eficacia do método k-prototype foi pior que a dos métodos MPCG, mas melhor que

a do método METIS, relativamente a semelhanca com a particao de referéncia.
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8.3.2 Conjuntos de Dados Artificiais

Para os conjuntos de dados artificiais considerados, nao foram aplicados os métodos
de atributos diferenciados, uma vez que nao se justifica a sua aplicacao a dados
caracterizados com dois atributos numéricos. No caso do conjunto GUE, nao é possivel

aplicar aqueles métodos uma vez que sé6 esta disponivel a matriz de dissemelhanca.

Usando os parametros do gerador de dados indicados na tabela 8.2 para cada um dos
conjuntos, foram gerados 100 conjuntos de dados de cada tipo e as suas partigoes de
referéncia. O método foi aplicado a cada conjunto de dados e a particao seleccionada

foi comparada com a particao de referéncia, usando o indice IRC.

A tabela 8.7 apresenta a média e o desvio padrao dos valores do indice IRC entre
as particoes identificadas por cada um dos métodos, e as particoes de referéncia dos
100 conjuntos de dados artificiais do tipo C400_1, constituidos por trés classes de
forma alongada e uma de forma esférica (figura 4.3). No caso do método METIS,
para este exemplo e para os que se seguem, considerou-se o valor de a associado a
particao identificada pelo método MPCG com ajuste de densidade. Como se pode
ver pela tabela, os melhores resultados foram obtidos para os métodos MPCG com
ajuste hierarquico, sendo os piores obtidos pelos métodos VL. Os métodos METIS e k-
prototype apresentaram resultados semelhantes. Finalmente, note-se que os resultados
obtidos para os métodos MPCG foram um pouco inferiores aos obtidos na Seccao 5.8
e representados na tabela 5.13. O facto é que a versao do conjunto de dados com 400
elementos usada neste capitulo (recorde-se que a versao estudada anteriormente tem
2000 elementos), em alguns conjuntos, originou agrupamentos nas classes, nomeada-

mente nas elipticas, que foram identificadas como classes isoladas pelos métodos.

A tabela 8.8 apresenta a média e o desvio padrao dos valores do indice IRC entre as
particoes identificadas por cada um dos métodos, e as particoes de referéncia dos 100
conjuntos de dados artificiais do tipo C400_2, constituido por 400 elementos, sendo 80%
distribuidos por cinco classes e 20% distribuidos uniformemente pela janela que contém
os restantes elementos (conjuntos semelhantes ao representado na figura 4.5, tendo,
no entanto, uma maior percentagem de pontos isolados). A partigao de referéncia é
constituida por seis classes, agrupando-se numa delas todos os pontos isolados. Como
se pode ver pela tabela os melhores resultados foram obtidos para os métodos MPCG

com ajuste de densidade e hierarquico para k variavel, sendo os piores obtidos pelos
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Tabela 8.7: Média e desvio padrao dos valores do indice IRC de comparacao com a

particao de referéncia, para 100 conjuntos de dados do tipo C400_1.

Método Média | Desvio Padrao
MPCG / Ajuste de Densidade 0.858 0.09
MPCG / Ajuste Hierdrquico (k = 4) 0.986 0.054
MPCG / Ajuste Hierdrquico (k desconhecido) || 0.902 0.091
METIS (k = 4) 0.894 0.103
Métodos VL / NHMEAN (k = 4) 0.591 0.113
Métodos VL. / NHVMG (k = 4) 0.605 0.114
Métodos VL / NHVC (k = 4) 0.580 0.124
k-Prototype (k = 4) 0.862 0.150

métodos VL. Os métodos METIS e k-prototype apresentaram resultados semelhantes,
sendo aquele o mais eficaz. Finalmente, note-se que os resultados obtidos para os
métodos MPCG foram inferiores aos obtidos na Seccao 5.8 e representados na tabela
5.14. O facto é que a versao do conjunto de dados com 400 elementos usada neste
capitulo (recorde-se que a versao estudada anteriormente tem 1000 elementos), tem
20% de pontos isolados enquanto a versao anterior tinha 10%. Como o conjunto
tem um menor numero de elementos, e maior percentagem de pontos isolados, estes
mascaram mais as classes. No caso do ajuste hierarquico, a diminuicao de eficicia foi
mais evidente uma vez que este método tem uma certa tendéncia para agrupar classes
nao totalmente separadas. Em geral, o que se verificou é que os métodos por ajuste
hierarquico identificaram as cinco classes, no entanto, cada uma das classes incluiu um
maior niimero de pontos isolados. No entanto, saliente-se que apesar desta diminuicao
de eficacia justificada, o método MPCG com ajuste de densidade foi o mais eficaz de

entre os métodos comparados.

A tabela 8.9 apresenta a média e o desvio padrao dos valores do indice IRC entre as
particoes identificadas por cada um dos métodos, e as particoes de referéncia dos 100
conjuntos de dados artificiais do tipo C400_3, constituido por duas classes, sendo uma
esférica e outra constituida por um anel que circunda a classe anterior (figura 5.9).
Como se pode ver pela tabela, os melhores resultados foram obtidos para os métodos
MPCG com ajuste hierdrquico, realcando a eficdcia destes métodos na identificacao
de classes de formas nao esféricas. O funcionamento base do método k-prototype,
baseado no método das k-médias, justifica o resultado obtido para aquele método. O

método METIS mostrou ser eficiente na identificacao das classes nao esféricas, tendo
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Tabela 8.8: Média e desvio padrao dos valores do indice IRC de comparacao com a

particao de referéncia, para 100 conjuntos de dados do tipo C400_2.

Método Média | Desvio Padrao
MPCG / Ajuste de Densidade 0.754 0.090
MPCG / Ajuste Hierdrquico (k = 5) 0.594 0.144
MPCG / Ajuste Hierdrquico (k desconhecido) | 0.710 0.085
METIS (k = 5) 0.688 0.012
Métodos VL. / NHMEAN (k = 5) 0.452 0.046
Métodos VL / NHVMG (k = 5) 0.425 0.005
Métodos VL / NHVC (k = 5) 0.354 0.001
k-Prototype (k = 5) 0.628 0.082

Tabela 8.9: Média e desvio padrao dos valores do indice IRC de comparacao com a

particao de referéncia, para 100 conjuntos de dados do tipo C400_3.

Método Média | Desvio Padrao
MPCG / Ajuste de Densidade 0.611 0.128
MPCG / Ajuste Hierdrquico (k = 2) 0.996 0.021
MPCG / Ajuste Hierarquico (k desconhecido) || 0.969 0.054
METIS (k = 2) 0.846 0.029
k-Prototype (k = 2) 0.584 0.030

sensivelmente o mesmo nimero de elementos.

A tabela 8.10 apresenta a média e o desvio padrao dos valores do indice IRC entre as
particoes identificadas por cada um dos métodos, e as particoes de referéncia dos 100
conjuntos de dados artificiais do tipo C500, constituido por duas classes de formas
nao convexas (figura 4.7). Como se pode ver pela tabela, todos os métodos, excepto
o k-prototype, mostraram-se razoavelmente eficazes na identificagao das classes, sendo
os mais eficazes os métodos MPCG com ajuste hierarquico e o método METIS. Mais

uma vez o método k-prototype apresentou o pior desempenho.

A tabela 8.11 apresenta a média e o desvio padrao dos valores do indice 7, das partigoes
identificadas por cada um dos métodos, dos 100 conjuntos de dados artificiais do tipo
GUE. Este conjunto é constituido por 200 elementos caracterizados por 10 atributos

numéricos, distribuidos por cinco classes esféricas, resultado da geragao de distancias
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Tabela 8.10: Média e desvio padrao dos valores do indice IRC de comparacao com a

particao de referéncia, para 100 conjuntos de dados do tipo C500.

Método Média | Desvio Padrao
MPCG / Ajuste de Densidade 0.942 0.038
MPCG / Ajuste Hierdrquico (k = 2) 1 0
MPCG / Ajuste Hierdrquico (k desconhecido) 1 0
METIS (k = 2) 0.960 0.028
Métodos VL / NHMEAN (k = 2) 0.846 0.023
Métodos VL / NHVMG (k = 2) 0.844 0.024
Métodos VL / NHVC (k = 2) 0.836 0.065
k-Prototype (k = 2) 0.525 0.001

Tabela 8.11: Média e desvio padrao dos valores do indice 7, das particoes dos 100
conjuntos de dados do tipo GUE.

Método Média | Desvio Padrao
MPCG / Ajuste de Densidade 0.967 0.006
MPCG / Ajuste Hierdrquico (k = 5) 0.937 0.064
MPCG / Ajuste Hierarquico (k desconhecido) | 0.937 0.064
METIS (k = 5) 0.947 0.029

euclideanas aleatorias. Como para estes conjuntos de dados nao existe particao de
referéncia, usou-se o indice 7, em vez do indice IRC. O método k-prototype nao foi
usado uma vez que este nao 1é matrizes de dissemelhanca. A eficacia dos métodos

testados foi boa.

8.4 Conclusao

Neste capitulo os métodos apresentados em capitulos anteriores foram aplicados a
quatro conjuntos de dados reais (Cidades Gregas, Iris, UNESCO e Zoo) e a 100
execugoes de cada um dos cinco conjuntos de dados artificiais (C400-1, C400-2, C400_3,
C500 e GUE), comparando o resultado com seis métodos de classificacao (METIS,
NHMEAN, NHVMED, NHVMG, NHVC e k-prototype).

No caso do conjunto de dados Cidades Gregas, os métodos MPCG sé foram com-
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parados com o método k-prototype devido ao elevado niimero de elementos (5922).
Para este conjunto de dados, o método MPCG com ajuste hierarquico apresentou um
melhor resultado uma vez que o conjunto de dados é composto por classes de formas
arbitrarias. O método k-prototype nao identificou eficazmente uma particao para o
conjunto de dados, uma vez que este é baseado no método das k-médias, nao muito

eficaz na deteccao de classes de forma nao esférica.

No caso do conjunto de dados Iris o método que apresentou um pior desempenho
foi o k-prototype apresentando um valor TRC' = 0.154 com a particao de referéncia,
apresentando também o valor mais baixo do indice 7,. Pelos resultados obtidos verifica-
se que o indice 7, identifica como melhores particoes as obtidas pelos métodos MPCG
com ajuste hierdrquico para k fixo e particao consenso mediana, constituidas por trés
classes, em que uma das classes tem um numero reduzido de elementos. O melhor
resultado foi obtido para o método das particoes ¢-projectadas para ¢ =4 e t, = 4
com [RC = 0.859.

Para o conjunto de dados da UNESCO os melhores resultados relativamente ao indice
7, foram obtidos para os métodos MPCG e os piores resultados foram obtidos para o
método METIS.

Para o conjunto de dados com atributos mistos Zoo, a particao mais semelhante com a
particao de referéncia foi a obtida para o método MPCG com ajuste hierarquico com
k fixo, obtendo-se um valor ITRC = 0.808. O pior desempenho foi apresentado pelo
método METIS apresentando um valor I RC' = 0.381.

Em relacao aos conjuntos de dados artificiais, mais um vez se mostrou que o método
MPCG com ajuste hierdrquico é muito eficaz na detecgao de classes de forma arbitraria
sendo o ajuste de densidade mais robusto quanto a presenca de pontos isolados. O
método METIS é muito eficaz na identificacao de classes de qualquer formato, desde
que as classes tenham aproximadamente o mesmo nimero de elementos. O método
k-prototype mostrou um desempenho inferior na identificacao de classes de forma nao
esférica. Relativamente aos métodos VL, estes mostraram um bom desempenho na
identificacao de classes de forma nao esférica, sofrendo um decréscimo acentuado de

eficacia quando aplicados a conjuntos de dados com pontos isolados.
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Concluindo, podemos dizer que de uma forma geral, a eficicia dos métodos MPCG
em conjuntos de dados com elevado nimero de elementos, atributos mistos, pontos
isolados e classes de formas arbitrarias, foi superior a dos métodos com os quais foram
comparados. Realca-se ainda que o inico método que nao requer qualquer parametro
de entrada é o método MPCG com ajuste de densidade. Apesar disso, este método
mostrou-se eficiente na deteccao de classes de formas esféricas, é robusto na presenca
de pontos isolados e apresenta uma eficacia razoavel na deteccao de classes de formas
nao esféricas. Os métodos os ajuste hierarquico sao muito eficientes na deteccao e

classes de forma nao esférica.



Capitulo 9

Conclusao e Trabalho Futuro

A presente dissertacao tentou dar resposta a alguns problemas importantes em andlise
classificatoria, destacando-se, pela sua importancia, a determinacao do ntmero de
classes do conjunto de dados, a identificacao de conjuntos de dados sem uma estrutura
em classes e a avaliacao da qualidade dos resultados de uma classificacao. Estes prob-
lemas tém tido cada vez mais atengao por parte dos investigadores, nao se chegando,
ainda, a resultados consensuais na comunidade cientifica. Este trabalho pretendeu

contribuir para a procura de metodologias eficazes, no contexto dos problemas referi-
dos.

Teém surgido na literatura, nomeadamente no contexto do Data Mining, alguns tra-
balhos realizados com o objectivo de produzir algoritmos que sejam robustos perante
pontos isolados e quanto a detecgao de classes de formas nao esféricas. Como a eficacia
de muitos destes algoritmos de classificacao depende de alguns parametros de entrada,
pretendeu-se que o método proposto nesta dissertagao respondesse também a estes dois

requisitos, nao requerendo qualquer pressuposto sobre os dados.

A determinacao do nimero de classes de um conjunto de dados numa analise nao
supervisionada, nao é um problema de solucao facil devido a grande diversidade dos
conjuntos de dados, nomeadamente quanto a forma das classes ou ao tipo de atributos.
Neste contexto, foi apresentado o indice de Lerman_Costa_Silva que, associado a
um método de partigdo baseado no algoritmo k-médias para atributos mistos (k-
prototype), pretende identificar o nimero de classes existente no conjunto de dados. O
método proposto mostrou ser tao eficiente como alguns indices existentes na literatura,

no caso de atributos numéricos, mostrando-se superior quando aplicado a dados com
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atributos mistos.

Usando alguns conceitos da teoria de grafos, foi definido um algoritmo de classificacao
nao hierdrquica baseado na coloragao de grafos, com ajuste que reduz o nimero de
cores, com o objectivo de que as classes encontradas, sejam classes homogéneas. O
método de classificagao foi associado a um indice de classificabilidade, também definido
no contexto de grafos; em conjunto, pretendem identificar o niimero e a composicao
das classes do conjunto de dados. A eficacia do método foi constatada em conjuntos
de dados artificiais, evidenciando a sua robustez no que diz respeito a conjuntos de
dados com pontos isolados, com classes de formato nao esférico e sem uma estrutura

em classes.

Foram ainda apresentados alguns indices de avaliacao de classes e particoes, desen-
volvidos no contexto da teoria de grafos e que, essencialmente, servem de suporte
ao método proposto. Os indices de avaliagao do isolamento absoluto e da densidade
de classes permitem avaliar as classes obtidas pelo método, enquanto o indice de
avaliacao de particoes permite decidir qual a particao a seleccionar de entre aquelas
que apresentem o mesmo valor do indice de classificabilidade. Estes indices mostraram-
se eficazes quando comparados com outros na literatura, mas sobretudo mostraram-se

uteis na escolha de uma particao de entre as candidatas obtidas pelo método.

Os atributos foram ainda considerados de modo diferenciado, permitindo encontrar
particoes em sub-espacos de atributos. Esta metodologia mostrou-se eficiente quando
aplicada a alguns conjuntos de dados reais e artificiais, quer quanto as parti¢oes -
projectadas, quer quanto as particoes consenso obtidas a partir das partigoes encon-

tradas em sub-espagos de atributos.

Ao terminar esta dissertacao ficou a sensacao de que o trabalho realizado abre muitos

caminhos para desenvolvimentos futuro.

No contexto dos atributos diferenciados, a primeira questao surge no modo de se-
leccionar os blocos de atributos. Uma das solucoes podera passar por determinar
partigdes das varidveis (atributos), cujas classes fossem os blocos de atributos a serem

usados para obter partigoes de individuos, pelo método com atributos diferenciados.
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No caso das partigoes consenso obtidas a partir das particoes em sub-espacos de atribu-
tos, podem estudar-se novas medidas de comparacao de particoes a serem optimizadas

e novas heuristicas para a obtengao da particao consenso.

Poderia ainda ser explorado o caso de se considerarem grafos ponderados em que o
custo de cada arco seria a dissemelhanca entre os vértices correspondentes. Assim, a
adjacéncia entre os vértices u e v deixaria de tomar valores em {0, 1}, consoante se
verificasse dist(u,v) < a ou dist(u,v) > « respectivamente, para tomar o valor dado
por dist(u,v) — «, quando dist(u,v) > «, que indicaria a "forga” com que os vértices

u e v seriam adjacentes.

O modelo de grafos aleatorios usado na definigao das distribuigoes tedricas pressupoe
independéncia entre arcos, o que nem sempre se verifica. Podem procurar-se alguns
modelos, em alternativa aos classicos, que tomem em consideracao a possivel de-
pendéncia entre os arcos de um grafo aleatério, definindo-se sobre eles a distribuicao

dos indices apresentados neste trabalho.

Finalmente, o tempo de execucao do método poderia ser significativamente reduzido
implementando paralelismo, quer ao nivel do algoritmo de coloragao ([202], [83] e [85]),

quer ao nivel do ajuste.
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Anexo A
Interface do Programa

A implementacao do método proposto nesta dissertacao foi efectuada em Microsoft
Visual C++ 5.0 e a figura A.1 apresenta a interface do programa. Segue-se uma

pequena descricao de cada um dos itens:

e Dados de Entrada. Neste campo sao pedidos o niimero de elementos a classificar
(n), o nimero de atributos (¢) e o nome do ficheiro que contém a matriz de dados
n X t (<matriz_dados>.txt). O valor ¢ representa o nimero total de atributos,
tendo o ficheiro <matriz_dados>_Atrib.txt a caracterizagao dos mesmos. Assim,
a linha i deste ficheiro contém a caracterizacao do atributo ¢, sendo {'n’} se
for numérico e {’¢’ <tamanho>} se for categdrico, onde <tamanho> indica o

comprimento maximo das categorias do atributo 7, para 1 < i <.

e Parametro de Controlo. Neste campo sao pedidos os valores associados ao
parametro de controlo, tal como descrito na Seccao 4.4. Assim, se <Parametro
de Controlo>= 1 entao este parametro toma valores no intervalo I = [d,in, dmaz]
onde d,in € dnes Sa0 respectivamente a dissemelhanca minima e méxima entre
todos os pares de elementos. Se <Parametro de Controlo>= 0 entao este
parametro é dado pela média das dissemelhancas entre todos os pares de ele-
mentos. Se <Parametro de Controlo>= 3 entao este parametro toma valores no
intervalo I = [{in, Cmaz] onde Coin € Lz (Cin = diin € oz < dimaz) sdo dados
pelo utilizador em <Limite Inferior> e <Limite Superior> respectivamente, <N
Partes> indica o numero de partes em que o intervalo I é dividido. Finalmente
o utilizador pode atribuir ao <Parametro de Controlo> um outro valor, para o

qual deseje obter a particao correspondente.

e Opcoes de Fxecucao. Neste campo pode optar-se por uma execucao ajustada do
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método de partigao baseado na coloracao de grafos (MPCG), e pela estandard-
izacao das variaveis numéricas. Em alternativa a matriz de dados n x t, pode ser
fornecida a matriz de dissemelhancas n x n ou a matriz adjacente n x n, sendo

<Nome do Ficheiro> o nome do ficheiro que contém a respectiva matriz.

Meétodo com Atributos nao Diferenciados. Neste campo é seleccionada a opc¢ao
com atributos nao diferenciados, selecciondo-se <Atributos Numéricos> se todos
os t atributos forem numéricos ou <Atributos Mistos / Método das Dissemel-
hancas Huang> se os atributos forem de tipos mistos, sendo para este caso
usado a dissemelhanca de Huang (Férmula (3.20), Seccdo 3.9). O indice de
equilibrio corresponde ao valor de ~ da referida férmula, e corresponde a 30%
da média aritmética dos desvios padrao dos atributos numeéricos se <Indice de

Equilibrio>=0, ou pode assumir outro valor escolhido pelo utilizador.

Método com Atributos Diferenciados. Neste campo é seleccionada a opgao com
atributos diferenciados pela qual se escolhem particoes ¢-projectadas sendo o
valor de ¢ dado por <Forca de Ligacao>, ou parti¢coes consenso, podendo ser

medianas ou medoids.

Algoritmo de Colora¢ao. Neste campo é seleccionado o algoritmo de coloragao
de entre os descritos na Secgao 4.7. O algoritmo escolhido em todos os exemplos
apresentados ao longo da dissertacao, foi o algoritmo de coloracao sequencial
com <Ordem Inicial>.

Awaliagao de Classes e Parti¢oes. Neste campo é(sao) seleccionado o(s) indice(s)
de avaliacao da densidade ou isolamento de classes, ou o indice de avaliacao de
particoes, descritos no Capitulo 5. E possivel ainda obter os valores de alguns
indices de validacao encontrados na literatura, e que foram descritos também
no capitulo 5. No caso do indice de densidade o <Param ID>¢ {0,1,2,3},
correspondendo, respectivamente, aos seguintes valores (Sec¢ao 5.5.2): «, LC;,
maz{a, LC;} e min{a, LC;}. Para todas as classes para as quais foi calculado

o indice de densidade considerou-se <Param_I1D>= 0.

Método de Ajuste. Neste campo pode optar-se, ou pelo ajuste de densidade
(Secgao 4.2.3) ou pelo ajuste hierdrquico (Secgao 5.8). Para este ultimo caso
se <Numero de Classes Pretendido>= 0 entao o ajuste é efectuado para k

desconhecido.

e Resultados. Neste campo obtém-se as trés melhores particoes encontradas pelo
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método para as quais sao apresentados os respectivos valores do indice de clas-
sificabilidade (IC'), parametro de controlo () e ntimero de classes.

X

METODO DE CLASSIFICACAD DE PARTICED VALIDADO POR UM iNDICE DE CLASSIFICABILIDADE

Dados Entrada

Parametra de Controlo

Opgdes de Execugdo

Mumero de Elementos:

Mimero de Atributos:

Mome do Ficheiro de Dados:

Método com Atibutos ndo Diferenciados

" Atributas Numéricos

" Atributos Mistos / Método das Dissemelhanga Huang

indice de E quilibria [IE):

Algaritrmo de Coloragdo
Sequencial Dptimizadao [SO)

[ Ordem Inicial ™ Ordenagio de Incidéncia de Graus

Conjunto Independente b aximo [Clk]

" Selecclo Aleatdra
" Seleccdo do Minimao

" Seleccdn do Maior Grau Primerio

Método de Ajuste

" Baseado em Densidade

Parametro de Contralo: B Bpmupoiietais

Limite Inferiar: I” Estandardizag3o das Vaniiveis [Centrar & Reduzir]

Mome do Ficheiro:

S

Limite Superior: ™ Matriz Dissemelhangas

N Partes: " Matriz Adjacente
Método com Atributos Diferenciados

PartigBes Projectadas Partiglies Consenso

" Particies Projectadas

Forga de Ligagio:

" Partigio Mediana

" Partigio Medoid

Avaliazdo de Claszes e Partigdes

" indice de lzolamento Relativo

" indice de Densidade

Param_|D:

" indice de lzolamento Absaluta

" indice de Avaliagio de Particies

Indices de Validagao presentes na Literatura ‘

Resultados

Melhor Partig3o 22 Melhor Partigio 3 Melhor PartigEo

Baseado em Grafos Ponderados

" Ajuste Hierdrquico

Calcular |

Mimero de classes pretendido:

Fechar ‘

Indice de Classificabilidade: |

Parametra de Controlo: |

Mimero de Classes: |

Figura A.1: Interface do programa que implementa o método proposto.




