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Helena Vieira da Silva, quero expressar o meu obrigado pela compreensão e apoio que
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2.5.3 Índice de Rand . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 70
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5.4.2 Aplicação do Índice de Isolamento Relativo . . . . . . . . . . . . 151
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7.4 Distribuição do Índice de Classificabilidade . . . . . . . . . . . . . . . . 217

7.4.1 Modelo G̃[n1,...,nk;p] . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 217

7.4.2 Modelo G̃[n1,...,nk;p1,...,pt] . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 218

7.4.3 Modelo Uniforme . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 219
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Resumo

Aplicando a teoria de grafos à análise classificatória, é proposto um método de clas-

sificação não hierárquica validado por um ı́ndice de classificabilidade. O método

pode ser aplicado a conjuntos de dados com atributos numéricos e categóricos, não

requerendo qualquer pressuposto sobre a distribuição dos dados. O método de partição

é baseado na coloração de grafos e usa um algoritmo sequencial estendido; o número

e a composição das classes que melhor representam a estrutura existente no conjunto

de dados, são aqueles que optimizam o valor do ı́ndice de classificabilidade. A ideia

chave deste ı́ndice é a de que existem k classes compactas e bem separadas, se for

posśıvel definir um grafo k-partite completo nos dados, após a classificação. O ı́ndice

de classificabilidade também permite identificar conjuntos de dados sem uma estrutura

em classes.

É ainda proposto um ı́ndice de avaliação da qualidade de uma partição e alguns

ı́ndices da avaliação da densidade e do isolamento de classes, que permitem seleccionar

a melhor partição de entre as obtidas pelo método de classificação. Os atributos (ou

variáveis) podem ser ainda considerados de modo diferenciado, obtendo-se partições

em sub-espaços, permitindo que cada atributo ou bloco de atributos, tenha um contrib-

uto individual para a identificação de partições no conjunto de dados, tendo como base

teórica os multigrafos. Neste contexto, são obtidas partições ϕ-projectadas resultantes

de projecções dos multigrafos em grafos simples, ou partições de consenso obtidas a

partir das partições associadas a cada um dos blocos de atributos. As distribuições

teóricas dos ı́ndices apresentados são desenvolvidas usando modelos no contexto de

grafos aleatórios.

A metodologia apresentada foi aplicada a conjuntos de dados reais e artificiais, com-

parando os resultados com os obtidos por outros métodos de classificação, constatando-

se a eficiência do método, em particular, na detecção de classes de forma não esférica

e sendo robusto no que diz respeito à presença de pontos isolados.
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Abstract

Applying graph theory to clustering, we propose a partitional clustering method and

a clustering tendency index, which may be applied to data sets with numerical and

categorical values. No initial assumptions about the data set are requested by the

method. The partitional algorithm is based on graph coloring and uses an extended

greedy algorithm. The number of clusters and the partition that best fits the data set

are selected according to the optimal clustering tendency index value. The key idea

of this index is that there are k well-separated and compact clusters, if a complete k-

partite graph can be defined in the data set, after clustering. The clustering tendency

index can also identify data sets with no clustering structure.

We propose a partition quality evaluation index and some evaluation indices of clusters’

density and isolation, which select the best partitions between the candidates resulting

from the clustering method. The attributes (or variables) can be considered in a

distinguishable way, obtaining partitions on sub-spaces, allowing each attribute or set

of attributs, to have a individual role in the identification of clusters. This approach

has the multigraphs as theoretical platform. In this context, we can obtain ϕ-projected

partitions resulting from projections of multigraphs on simple graphs, or consensus

partitions obtained from the partitions associated to each set of attributes.

We have applied our methodology on simulated and real data sets, so as to evaluate

its performance, comparing it with other clustering methods. This study has showed

that the method is efficient, in particular for detecting non spherical clusters and is

robust as concerns outliers.
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Résumé

Appliquant la théorie des graphes à la classification automatique, nous proposons une

méthode de classification non hiérarchique, validée par un critère de classification. La

méthode peut être appliquée à des ensembles de données décrites par des attributs

numériques et catégoriques, et ne requiert pas d’hypothèse sur la distribution des

données. La méthode de partitionnement est basée sur la coloration de graphes

et utilise un algorithme séquentiel étendu; le nombre et la composition de classes

déterminées sont ceux qui optimisent le critère de classification. Le principe du critère

consiste à considérer qu’il existent k classes compactes et bien séparées, s’il est possible

de définir un graphe k-partite complet sur les données, après la classification. Cette

critère permet également d’identifier un ensemble de données sans structure en classes.

Nous proposons également un critère d’évaluation de la qualité de partitions et un

couple de critères d’évaluation de la séparation et de la compacité des classes, qui

permettent de choisir la meilleure partition parmi celles obtenues par la méthode

de classification. Les attributs (ou variables) peuvent aussi être pris en compte

séparément, permettant d’obtenir des classifications dans des sous-espaces, où chaque

attribut ou bloc d’attributs, peut avoir un rôle individuel dans l’identification des

classes. La plate-forme théorique de cette approche sont les multi-graphes. Dans ce

contexte, nous pouvons obtenir des partitions ϕ-projetées résultant de la projection

des multi-graphes en graphes simples, ou des partitions consensus obtenues à partir

des partitions en sous-espaces associés à chaque bloc d’attributs. Les distributions

théoriques des critères sont déterminées en utilisant des modèles de graphes aléatoires.

La méthodologie a été appliquée à des données réelles et artificielles, comparant les

résultats avec les obtenus par d’autres méthodes de classification. On a pu constater

l’efficacité de la méthode proposé, en particulier, dans la détection de classes de forme

non sphérique; d’autre part, la méthode s’est montrée robuste en présence d’éléments

isolés.
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5.9 Quatro posśıveis partições identificadas pelo método. . . . . . . . . . . 161

5.10 Avaliação das partições obtidas pelo método. . . . . . . . . . . . . . . . 161

5.11 Valores do IIR entre classes da partição com 5 classes. . . . . . . . . . . 162

5.12 Valores do IIA para as classes da partição em 5 classes. . . . . . . . . . 162

5.13 Média e desvio padrão dos valores de IRC para 100 execuções do con-

junto de dados com classes de forma alongada (Secção 4.5.1). . . . . . . 166

5.14 Média e desvio padrão dos valores de IRC para 100 execuções do con-

junto de dados com pontos isolados (Secção 4.5.2). . . . . . . . . . . . . 166

5.15 Média e desvio padrão dos valores de IRC para 100 execuções do con-

junto de dados com duas classes de formas não convexas (Secção 4.5.3). 166
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3.1 Esquema de uma classe esférica obtida pelo gerador de classes artificiais. 90

3.2 Esquema de uma classe eĺıptica obtida pelo gerador de classes artificiais. 90

3.3 Conjunto com 20000 elementos caracterizados por dois atributos numéricos. 91

3.4 Distribuição em cinco classes identificadas pelo método k-prototype. . . 91
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3.6 Gráfico representativo dos valores do ı́ndice LCS para o conjunto de

dados com atributos mistos. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 94

4.1 Exemplificação do processo de ajuste do algoritmo MPCG . . . . . . . 111
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Caṕıtulo 1

Introdução

A análise classificatória é um ramo da análise de dados usado em muitos campos,

tais como reconhecimento de padrões (aprendizagem não supervisionada), ciências

biológicas e ecológicas (taxonomia numérica), ciências sociais (tipologia), teoria de

grafos (graph partitioning), psicologia, etc. O principal objectivo da análise classi-

ficatória é formar subconjuntos, grupos ou estruturas, identificando classes que re-

flectem a organização de um conjunto de dados. As classes identificadas deverão

obedecer a critérios de homogeneidade e de separação, traduzindo-se num maior grau

de semelhança entre elementos da mesma classe, do que entre elementos de classes

diferentes. A semelhança entre elementos depende da medida escolhida que condiciona

a identificação das classes. Assim, o resultado de uma análise classificatória permite

sumariar as relações entre um conjunto de elementos, representando-os por um menor

número de classes de elementos [90].

O coração da análise classificatória é a selecção do método de classificação. O método a

seleccionar deverá estar de acordo com o tipo de estrutura que se espera estar presente

no conjunto de dados. Esta decisão é importante porque métodos de classificação difer-

entes, aplicados ao mesmo conjunto de dados, podem originar diferentes classificações.

A maior parte dos métodos de classificação são de um dos seguintes tipos: partição

([154], [91] e [216]), hierárquicos ([135], [20], [91], [216] e [138]) e fuzzy ([55], [91],

[216] e [166]). Novos métodos de classificação surgem frequentemente na literatura,

reflectindo preocupações sobre aspectos não abordados na literatura clássica. Alguns

aspectos focados são: um elevado número de elementos no conjunto de dados [228], a

identificação de classes de formas arbitrárias [57], a presença de pontos isolados [57]

a complexidade dos atributos que caracterizam os elementos do conjunto de dados
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([100], [80] e [22]).

Os métodos de partição têm como objectivo decompor directamente o conjunto de

dados num conjunto de classes disjuntas, obtendo-se uma partição que optimiza, pelo

menos localmente, uma função de controlo. O algoritmo de partição mais conhecido

é o k-médias de MacQueen [154] que pretende minimizar a soma dos quadrados das

distâncias euclideanas de cada elemento ao centro da classe à qual pertence. Existem

na literatura alguns trabalhos que têm como objectivo superar os inconveniente deste

algoritmo nomeadamente, ter o número de classes como parâmetro de entrada ([190]

e [185]), ser dependente da ordem de entrada dos dados [61] e não suportar atributos

categóricos ([110] e [42]). Também tem sido superada a sua capacidade de lidar com

um elevado número de elementos ([4],[185] e [125]). Em [188] é apresentada uma

abordagem conceptual do algoritmo que incorpora descrições das classes obtidas de

modo mais compreenśıvel para os utilizadores.

Ainda no contexto dos algoritmos de partição, têm surgido na literatura alguns trabal-

hos nos quais os algoritmos são baseados em teoria de grafos ([226], [115], [105], [51] e

[97]). De entre eles destaque-se o método de Hansen & Delattre [105] que é baseado na

coloração de grafos e obtém classes de diâmetro (dissemelhança máxima entre pares

de elementos da mesma classe) mı́nimo. Outros métodos pretendem em simultâneo

a identificação de partições de diâmetro mı́nimo e de split (dissemelhança mı́nima

entre elementos de classes diferentes) máximo [51]. Os algoritmos desenvolvidos no

contexto de graph partitioning ([128] e [40]) pretendem dividir o conjunto dos vértices

de um grafo num dado número de subconjuntos disjuntos, com um número de vértices

em cada subconjunto aproximadamente igual; enquanto o número de arcos que unem

vértices de conjuntos diferentes seja mı́nimo. Com o mesmo objectivo, os métodos

espectrais ([53], [211], [124] e [176]) relacionam boas ”partições” de um grafo aos

valores e vectores próprios de certas matrizes derivadas do grafo.

Dada a diversidade de áreas onde se aplica a análise classificatória, existem algoritmos

mais vocacionados para um determinado tipo de dados do que outros, não havendo,

no entanto, nenhum algoritmo que seja melhor do que todos os outros quaisquer que

sejam os elementos a analisar. Basicamente, a análise classificatória é um processo

não supervisionado, não se prevendo a existência de qualquer conhecimento prévio da

estrutura existente no conjunto de dados. Quase todos os algoritmos de classificação

são fortemente dependentes das caracteŕısticas do conjunto de dados, assim como dos
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diferentes valores dos seus parâmetros de entrada. Assim, uma classificação obtida por

algum algoritmo de classificação é localmente a melhor posśıvel para os valores dos

parâmetros de entrada atribúıdos, mas pode não ser localmente a melhor classificação

para o conjunto de dados em estudo. Outra questão particularmente preocupante é

o facto de qualquer algoritmo de classificação produzir uma classificação no conjunto

de dados, mesmo que este seja constitúıdo por dados sem qualquer estrutura em

classes. De facto, um qualquer critério de classificação impõe implicitamente um

modelo nos dados de tal modo que quanto melhor se ajustarem a esse modelo, melhor

é o desempenho do algoritmo que usa esse critério. Outro facto importante é que as

classificações do mesmo conjunto de dados, obtidas usando critérios de classificação

diferentes, podem diferir sobremaneira umas das outras. Pelo exposto, conclui-se

que os algoritmos de classificação podem originar ”falsas” classificações, sendo assim

essencial que o resultado desses algoritmos seja sujeito a um processo de validação.

A validação em análise classificatória pode ser executada a três ńıveis. Primeiro deve-

se verificar a existência de uma estrutura em classes no conjunto de dados. Se de

facto existir tal estrutura, aplica-se um algoritmo de classificação, se não existir, a

aplicação do algoritmo de classificação origina uma classificação que não reflecte a

estrutura existente no conjunto de dados. O problema de verificar a existência ou

não de uma estrutura em classes no conjunto de dados designa-se por tendência de

classificação [216]. No procedimento de classificação segue-se a escolha de um ”bom”

algoritmo de classificação. Por exemplo, John W. Van Ness and Llyd Fisher ([65],

[64] e [172]) desenvolveram um formalismo denominado condições de admissibilidade,

e que consiste em onze critérios para avaliar algoritmos de classificação. A partir de

alguma informação sobre os dados, o método indica quais os critérios de classificação

que podem ser relevantes para a análise de um conjunto de dados em particular.

Finalmente, deverá proceder-se à avaliação quantitativa do resultado do algoritmo de

classificação escolhido. Assim, de acordo com o tipo de classificação usado, podemos

validar partições (por exemplo [49], [113], [18], [183], [98] e [95]), partições fuzzy ([182],

[223] e [222]), hierarquias ([216] e [91]) ou classes ([89], [168] e [91]).

Recorrendo a alguns conceitos da teoria de grafos, a presente dissertação tenta dar

resposta a alguns problemas importantes em análise classificatória, destacando-se,

pela sua importância, a determinação do número de classes do conjunto de dados, a

identificação de conjuntos de dados sem uma estrutura em classes e a avaliação da

qualidade dos resultados de uma classificação. Como já foi referido, estes problemas
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têm tido cada vez mais atenção por parte dos investigadores, não se chegando, ainda,

a resultados consensuais na comunidade cient́ıfica. Este trabalho pretende contribuir

para a procura de metodologias eficazes, no contexto dos problemas referidos. Grande

parte dos trabalhos realizados com o objectivo de produzir algoritmos que sejam

robustos perante pontos isolados e quanto à detecção de classes de formas não esféricas,

dependem de alguns parâmetros de entrada. Pretende-se ainda que o método proposto

nesta dissertação responda também a estes dois requisitos, não requerendo qualquer

pressuposto sobre os dados.

A dissertação está organizada do seguinte modo.

O Caṕıtulo 2 começa por referir alguns métodos de classificação clássicos, seguidos

de alguns algoritmos mais recentes que pretendem colmatar algumas lacunas apresen-

tadas pelos algoritmos clássicos. O caṕıtulo segue com algumas generalidadas sobre

validação em análise classificatória, concluindo com a referência a algumas medidas

de comparação entre partições baseadas em pares de elementos concordantes.

O Caṕıtulo 3 começa por referir alguns ı́ndices de validação existentes na literatura

que têm como tarefa principal identificar o número de classes existente no conjunto de

dados. O caṕıtulo segue com a apresentação de um ı́ndice de validação denominado

LCS ([141], [142] e [205]) e que associado ao algoritmo de classificação k-prototype

[111], pretende identificar o número e a composição das classes existentes no conjunto

de dados. O caṕıtulo termina com a comparação do ı́ndice LCS com alguns ı́ndices

referidos na secção anterior, quando aplicados a um conjunto de dados mistos.

O Caṕıtulo 4 começa com uma breve descrição de alguns conceitos da teoria de

grafos, necessários para uma boa compreensão do trabalho apresentado ao longo da

dissertação. O caṕıtulo segue com a descrição do método proposto, que consiste

num algoritmo de partição baseado na coloração de grafos, validado por um ı́ndice

de classificabilidade desenvolvido usando conceitos de grafos k-partite completos. A

eficácia e a estabilidade do método são constatados em alguns conjuntos de dados

artificiais. Finalmente, a complexidade de execução do método é avaliada, analisando

o tempo de execução médio e o tempo de execução no pior caso.

Usando ainda conceitos de teoria de grafos, no Caṕıtulo 5 é proposto um ı́ndice de
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avaliação da qualidade de uma partição e alguns ı́ndices da avaliação da densidade

e do isolamento de classes, que permitem seleccionar a melhor partição de entre as

obtidas pelo método de classificação. Os ı́ndices são aplicados a conjuntos de dados

artificiais de atributos (ou variáveis) numéricos e mistos, e comparados com alguns

ı́ndices existentes na literatura. Um dos ı́ndices de isolamento apresentados é usado

na definição de uma medida de dissemelhança entre classes, que permite definir grafos

ponderados a usar numa abordagem hierárquica do método. São apresentados alguns

exemplos que constatam a eficiência desta nova abordagem.

No Caṕıtulo 6, os atributos (ou variáveis) que caracterizam os dados vão ser con-

siderados de modo diferenciado, quer quanto ao tipo, quer quanto ao modo como

cada atributo participa no processo de classificação. A diferenciação dos atributos

tem como suporte teórico os multigrafos. Com esta abordagem obtém-se partições

em sub-espaços, a partir das quais se obtêm partições ϕ-projectadas resultantes de

projecções dos multigrafos em grafos simples, ou partições consenso obtidas a partir

das partições associadas a cada um dos blocos de atributos. Estas novas abordagens

serão testadas em alguns conjuntos de dados reais.

A avaliação do valor de uma medida de validação de uma estrutura em classes, exige

uma comparação com o valor do ı́ndice obtido sob um modelo nulo de ausência de

estrutura. O uso de grafos como base teórica de suporte ao desenvolvimento dos

ı́ndices definidos nos caṕıtulos anteriores, facilita o estudo estat́ıstico dos mesmos,

permitindo a definição das suas distribuições sob modelos definidos no contexto da

teoria de grafos aleatórios. Assim, no Caṕıtulo 7 são aplicados modelos da teoria de

grafos aleatórios para definir as distribuições teóricas dos ı́ndices não normalizados e

quando aplicados a partições não ajustadas.

No Caṕıtulo 8, avalia-se o desempenho dos métodos propostos, quando aplicados a

conjuntos de dados reais e artificiais, comparando-os com outros métodos de classi-

ficação.

Finalmente a dissertação é conclúıda, retomando as contribuições principais do pre-

sente trabalho e apontando vias para futuros desenvolvimentos.



34 Caṕıtulo 1



Caṕıtulo 2

Métodos e Validação em Análise

Classificatória

A produção cient́ıfica efectuada nos últimos anos no contexto da análise classificatória,

reflecte uma grande preocupação em analisar conjuntos de dados cada vez mais com-

plexos, quanto ao número de elementos a classificar, ao tipo de atributos (ou variáveis),

ao formato das classes ou à presença de pontos isolados. A eficiência dos algoritmos,

isto é, a capacidade de obter resultados com o menor dispêndio de recursos f́ısicos e

de tempo, é frequentemente provada para conjuntos de dados pesados, quer a ńıvel do

número de elementos, quer a ńıvel do tipo de atributos. No entanto, nem sempre

a eficácia dos algoritmos, ou seja, a segurança de se obter um bom resultado, é

também alvo de estudo por parte dos investigadores. Verificando-se que qualquer

algoritmo aplicado a qualquer conjunto de dados produz uma classificação, mesmo

que os elementos não estejam organizados em classes, é de extrema importância que

o resultado obtido seja alvo de algum tipo de validação.

2.1 Métodos de Classificação

A maior parte dos métodos de classificação são de um dos seguintes tipos: partição

([154], [91] e [216]), hierárquicos ([135], [20], [91], [216] e [138]) e fuzzy ([55], [91],

[216] e [166]). Os métodos de partição têm como objectivo decompôr directamente o

conjunto de dados num conjunto de classes disjuntas, obtendo-se uma partição que

optimiza uma função de controlo. Os métodos hierárquicos criam uma decomposição

hierárquica do conjunto de dados, construindo uma estrutura encaixada na qual as
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36 Caṕıtulo 2

classes ou são disjuntas, ou estão contidas umas nas outras. Os algoritmos fuzzy

permitem que os elementos pertençam a mais do que uma classe, associando a cada

atribuição um determinado peso.

Nesta secção serão referidos alguns algoritmos clássicos de cada um dos tipos de

métodos de classificação, assim como outros emergentes na literatura mais recente,

que tentam colmatar algumas lacunas apresentadas pelos algoritmos clássicos.

2.1.1 Métodos de Partição

Os métodos não hierárquicos ou de partição, têm como objectivo a obtenção de

partições sobre o conjunto a classificar. De acordo com o modo de funcionamento,

estes métodos distinguem-se entre métodos centróides e métodos de transferências.

2.1.1.1 Métodos de Partição Clássicos

Em geral, os métodos de partição centróides aplicados a um conjunto Ω de n elementos,

partem de um subconjunto de k pontos, considerados os centros das classes ou pólos

de agregação, que permitem iniciar o processo de afectação (sendo, em geral, k um

parâmetro de entrada do algoritmo). O método é iterado, recalculando-se os centros

em cada etapa; os elementos do conjunto a classificar vão sendo reafectados em função

da sua dissemelhança aos centros. O critério de paragem é a não modificação da

partição em duas etapas sucessivas.

Dois dos métodos centróides mais conhecidos são os métodos de Forgy [68] e o das k-

médias de MacQueen [154]. O método de Forgy considera como centros das classes os

centros de gravidade das classes que se mantêm constantes ao longo de cada iteração.

O método consiste fundamentalmente nos seguintes passos:

1. Selecção de k elementos do conjunto Ω, sendo estes os centros iniciais das k

classes;

2. Afectação dos restantes elementos às classes de cujos centros são mais semel-

hantes;

3. Determinação dos centros de gravidade das classes, sendo os novos centros das

classes (já não são elementos de Ω);
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4. Repetição dos passos (2) e (3) até que em duas iterações sucessivas se obtenha

a mesma partição.

O método das k-médias de MacQueen considera como centro de cada classe o seu

centro de gravidade, que é recalculado após cada afectação de um elemento a uma

classe. A diferença fundamental entre estes dois métodos, consiste no facto de que

no método de MacQueen os centros das classes são sistematicamente actualizados,

enquanto que para o método de Forgy os centros mantêm-se constantes ao longo de

cada iteração. Assim, o método de MacQueen consiste nos seguintes passos:

1. Selecção de k elementos do conjunto Ω, sendo estes os centros iniciais das k

classes;

2. Para cada um dos n− k restantes elementos:

(a) Afectação do elemento à classe de cujo centro é mais semelhante;

(b) Actualização do centro de gravidade da classe;

3. Após a classificação de todos os elementos, o método pode prosseguir seguindo

um processo de trocas de elementos entre classes, recalculando, após cada trans-

ferência, o centro da classe origem e da classe destino.

Tal como para o método anterior, o critério de paragem é a não modificação da partição

em duas etapas sucessivas.

A medida de dissemelhança utilizada para os dois métodos é, em geral, a distância

euclideana.

Os métodos centróides pressupõem conhecido a priori o número de classes k, do

conjunto de dados. No entanto, no caso do método das k-médias, MacQueen propôs

uma variante do método em que há um aumento ou diminuição do número de classes

k ao longo do processo, guiado pelas caracteŕısticas dos dados. O processo depende

da fixação de dois parâmetros: o parâmetro de refinamento R e o parâmetro de fusão

C, que são usados para ajustar o número de classes. O processo de afectação de um

elemento a uma classe é condicionado pelos parâmetros R e C do seguinte modo:

1. Processo de Refinamento: Se a dissemelhança de um elemento ao centro mais

semelhante for superior ao parâmetro R, o elemento não é afectado e é tomado

como centro de uma nova classe, aumentando-se deste modo o número de classes

k;
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2. Processo de Fusão: Para a partição obtida em cada etapa, determina-se o par

de centros mais semelhantes, se a dissemelhança entre os centros for inferior

ao parâmetro C, as respectivas classes são reunidas e o centro calculado. Este

procedimento é repetido até que todos os centros distem entre si de pelo menos C.

Assim, em cada etapa o número de classes k pode ser, eventualmente, diminúıdo.

Existem vários métodos para escolher os primeiros k centros ou representantes das

classes.

A opção mais simples consiste em tomar para centros iniciais os k primeiros elementos

do conjunto, sendo esta a escolha clássica para o método das k-médias de MacQueen.

Outra opção consiste em numerar os indiv́ıduos do conjunto de 1 a n e tomar os de

ordem n
k
, 2n

k
, . . . , (k−1)n

k
e n. Este método é tão simples como o primeiro, tentando

compensar a eventual tendência de agregação dos elementos segundo a ordem de

observação, uma vez que esta ordenação pode influenciar de modo significativo o

resultado final.

O algoritmo de Forgy, propõe que os elementos do conjunto sejam repartidos em k

classes disjuntas, sendo os centros de gravidade destas classes os k pólos procurados.

Trata-se, neste caso, de pontos artificiais (e não elementos do conjunto).

Uma opção mais eficiente mas mais dispendiosa é proposta em [136], e consiste numa

prévia classificação ascendente hierárquica sobre um subconjunto do conjunto de da-

dos. Os núcleos a tomar são os centros de gravidade das classes da partição em k

classes fornecida pelo método hierárquico.

Em [180] é proposto um novo método para seleccionar os primeiros k centros: o método

wise-choice. Este método considera como centros iniciais, elementos do conjunto de

dados bem separados, centrados em vizinhanças densas. Para cada x ∈ Ω, a L-

vizinhança de x, é o conjunto V (x) dos L elementos de Ω mais próximos de x, ou seja,

são os elementos y que correspondem aos L maiores valores da função semelhança

s(x, y) para y ∈ Ω. O primeiro centro c1 é o elemento a que corresponde a vizinhança

mais densa, ou seja, é o elemento x que obedece à condição:

max{x∈Ω}

∑

y∈V (x)

s(x, y) (2.1)
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Cada um dos restantes centros, ci, i = 2, . . . , k, será o elemento x, de entre os ainda

não seleccionados como centros, que maximiza a condição:

min{1≤j≤i−1}

∑

y∈V (x) s(x, y)

s(x, cj)
(2.2)

onde C é o conjunto de centros já seleccionados.

Finalmente, se existir alguma informação a priori sobre as classes, pode optar-se por

ser o utilizador a escolher os centros iniciais.

O representante de cada classe poderá ser um elemento artificial dado pelo centro de

gravidade (algoritmos Forgy e k-médias de MacQueen), por um elemento central do

conjunto de dados, usando o elemento mais central da classe (Partitioning Around

Medoids, PAM [131] e [58]), ou o vector de modas dos atributos [42]. No entanto,

os representantes das classes podem ser mais complexos. Por exemplo, no método

das nuvens dinâmicas [52], é definida uma representação simbólica de cada classe,

chamada núcleo e que poderá ser um ponto, um conjunto de pontos, uma função, etc.

Este método consiste em, a partir de uma configuração inicial de núcleos, construir

uma partição por afectação dos elementos, e, a partir da partição obtida, estabelecer

uma nova representação por um conjunto de núcleos, que permitirão, por sua vez,

gerar uma nova partição. Assim, o processo consiste na aplicação de uma etapa de

representação seguida de uma etapa de afectação de modo iterativo até à convergência.

Sob certas condições nas funções que permitem afectar os elementos às classes e

calcular os núcleos, este método faz decrescer um critério W que mede a adequação

entre as classes e os respectivos núcleos. Seja Ck o conjunto das partições de Ω em k

classes, C = {C1, ..., Ck}, e INk o conjuntos dos k-uplos IN de núcleos admisśıveis. O

critério a minimizar consiste em: W (IN, C) =
k
∑

i=1

D(Ni, Ci), onde D é uma medida de

dissemelhança que avalia o ajuste do núcleo Ni à classe Ci.

Os métodos de transferências partem de uma partição inicial prosseguindo de modo

iterativo, transferindo elementos entre classes sempre que o critério adoptado de

melhoria de partição é verificado. O processo termina quando nenhuma transferência

conduz a uma melhoria do critério. A partição obtida corresponde, no caso geral,

apenas a um óptimo local. O critério a melhorar em cada iteração pode ser, por

exemplo, a soma dos reśıduos, isto é, a soma dos quadrados dos desvios dos elementos



40 Caṕıtulo 2

aos centros das respectivas classes (método de Beale [15] e [179]). Pode ainda optar-se

por um critério mais sofisticado resultado da soma das compacidades das classes de

uma partição central relativamente a uma famı́lia de partições induzidas pelas variáveis

descritoras (método das partições centrais de Régnier [191]).

Em geral, os métodos de partição convergem para um óptimo local, atingido quando

em duas iterações sucessivas se obtém a mesma partição. No caso do método das

núvens dinâmicas, variante dos centros de gravidade (método de Forgy), em cada

iteração, o valor da inércia intraclasse diminui, tendo então o método tendência a

procurar classes circulares, de volumes iguais e de baixa inércia.

Refira-se ainda um método de partição clássico, que aplicado a conjuntos de dados

com uma única variável quantitativa ou qualitativa ordinal, encontra uma partição

óptima global em k classes: O algoritmo de Fisher [66]. O algoritmo consiste em

calcular por recorrência uma sucessão de partições óptimas, das quais é extráıda a

partição óptima em k classes.

Em geral, os algoritmos de partição são de ordem linear, possibilitando a sua aplicação

a conjuntos de dados com elevado número de elementos. No entanto, dependem da

ordem de entrada dos dados, são em geral incapazes de lidar com pontos isolados e de

identificar classes de forma não convexa e finalmente, requerem alguns pressupostos

iniciais, usualmente o número de classes que se julgue existir no conjunto de dados.

Face aos inconvenientes inerentes a este tipo de algoritmos, têm surgido na literatura

alguns métodos que pretendem minimizar alguns dos problemas apresentados pelos

algoritmos de partição clássicos.

2.1.1.2 Métodos de Partição baseados no Método das k-médias

O algoritmo de partição mais conhecido é o k-médias de MacQueen [154] que pretende

minimizar a soma dos quadrados das distâncias euclideanas de cada elemento ao centro

da classe à qual pertence. Existem na literatura alguns trabalhos que têm como

objectivo superar os inconvenientes deste algoritmo nomeadamente, ter o número de

classes como parâmetro de entrada ([190] e [185]), ser dependente da ordem de entrada

dos dados [61] e não suportar atributos categóricos ([110] e [42]). Também tem sido
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superada a sua capacidade de lidar com um elevado número de elementos ([4],[185] e

[125]). Em [188] é apresentada uma abordagem conceptual do algoritmo que incorpora

descrições das classes obtidas de modo mais compreenśıveis para os utilizadores.

O algoritmo evidence accumulation clustering ([75] e [76]) é um algoritmo de partição

e pretende que a sua execução seja independente dos pressupostos iniciais, nomeada-

mente do número de classes, e que a sua eficácia não se limite na identificação

classes de forma esférica. O algoritmo consiste na procura de classes consistentes

de entre um conjunto de partições do conjunto de dados. A abordagem utilizada

engloba a atribuição de associações entre pares de elementos, dadas pelo número

de vezes que eles ocorrem na mesma classe nas diversas partições do conjunto de

dados, obtidas por execuções independentes do algoritmo das k-médias para diferentes

inicializações aleatórias. A matriz de ocorrências constrúıda pelas associações entre

pares de elementos representa uma nova medida de semelhança, e serve de suporte

para a identificação de classes consistentes usando um algoritmo baseado numa árvore

de comprimento mı́nimo (minimum spanning tree).

O algoritmo Clustering Large Applications based on Randomized Search (CLARANS)

[177] é do tipo k-medoids e tem como objectivo lidar de modo mais eficiente com

pontos isolados, ser independente da ordem de entrada dos dados e analisar conjuntos

com um elevado número de elementos. Inicialmente, este algoritmo escolhe de modo

arbitrário um conjunto de k elementos, como representantes das k classes pretendidas.

Após a atribuição de todos os elementos às classes de cujos representantes (medoids)

são mais semelhantes, os representantes de cada classe são substitúıdos por outros

elementos da classe, de entre um subconjunto de elementos escolhidos aleatoriamente,

se essa substituição resultar numa melhoria da qualidade da classificação. Esta medida

da qualidade da partição é baseada na dissemelhança média entre cada elemento e o

medoid da classe à qual pertence.

Em [165] é apresentada uma nova versão do algoritmo das k-médias, na qual são

associados pesos aos atributos, dependentes da classe à qual o elemento pertence, de

modo a reduzir ou transformar o espaço de atributos.
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2.1.1.3 Métodos de Partição baseados em Densidade

Os algoritmos deste tipo formam classes, procurando vizinhanças de cada elemento,

que obedeçam a certos requisitos iniciais. Em geral, estes algoritmos detectam classes

de forma arbitrária e são eficientes em conjuntos de dados com um elevado número de

elementos.

O algoritmo de classificação Density Based Spatial Clustering of Applications with

Noise (DBSCAN) [57] pretende identificar classes de forma arbitrária, ser robusto

relativamente a pontos isolados e apresentar um bom desempenho em conjuntos de

dados com um elevado número de elementos. A estratégia seguida consiste em detectar

zonas densas (classes), agrupando elementos vizinhos na mesma classe de acordo com

critérios espećıficos, os quais exigem que a uma vizinhança de cada elemento com

um determinado raio, deverão pertencer um número mı́nimo de elementos da mesma

classe. A execução do algoritmo é condicionada por alguns parâmetros de entrada.

O algoritmo IncrementalDBSCAN [56] usa o DBSCAN como base para efectuar a

classificação, fazendo as alterações convenientes para uma aplicação incremental, tendo

em conta a sua aplicação a conjuntos de grandes quantidades de dados actualizados

frequentemente. A abordagem incremental permite que as actualizações sejam feitas

somente nas classes onde os elementos são inseridos ou de onde são retirados.

O algoritmo Distributed Based Clustering of Large Spatial Databases (DBCLASD)

[224] determina de modo dinâmico o número e a forma das classes, sem requerer

qualquer parâmetro de entrada e é eficiente para conjuntos de dados com um elevado

número de elementos. Este algoritmo baseia-se no pressuposto de que os elementos no

interior de uma classe são uniformemente distribúıdos, e realiza uma análise da dis-

tribuição de probabilidade da função distância ao vizinho mais próximo dos elementos

de cada classe. O algoritmo DBCLASD é um algoritmo incremental, no sentido em

que a atribuição de um elemento a uma classe é baseada nos elementos processados

até ao momento, sem considerar todos os elementos do conjunto de dados ou mesmo

todos os elementos da classe respectiva. O algoritmo aumenta de modo incremental

uma classe inicial com os seus elementos vizinhos, até que o conjunto de distâncias

dos elementos aos vizinhos mais próximos da classe resultante, deixe de obedecer à

função distribuição esperada.
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2.1.1.4 Métodos de Partição para Atributos Mistos

Todos os algoritmos descritos até ao momento lidam só com atributos numéricos. A

complexidade dos atributos de conjuntos de dados mais sofisticados, requerem algo-

ritmos de classificação que suportem outro tipo de atributos, nomeadamente aqueles

que não obedecem a uma ordenação numérica. Numa primeira abordagem refira-se o

trabalho descrito em [188] no qual os atributos categóricos são convertidos em atributos

binários (usando 1 para representar uma categoria presente e 0 para representar uma

categoria ausente), e tratados como atributos numéricos no algoritmo das k-médias.

Esta abordagem falha uma vez que qualquer operação numérica com os valores binários

perde o significado, nomeadamente no cálculo dos representantes de cada classe. No

entanto, a transformação de atributos categóricos em atributos numéricos pode ser

eficiente em alguns casos. Por exemplo, no trabalho referido em [67] no contexto de

processamento de imagem e percepção de cor, cada cor é representada por um terno de

valores reais com as intensidade RGB (”Red”, ”Green” e ”Blue”). Qualquer operação

numérica realizada com estes atributos categóricos, resulta num valor válido, ou seja

numa cor.

Constatando que a representação numérica de atributos categóricos pode mascarar a

estrutura existente no conjunto de dados, têm surgido na literatura alguns trabalhos

que desenvolvem funções de dissemelhança ou semelhança adequadas a atributos não

numéricos. Por exemplo, no contexto dos algoritmos de partição surgiu o algoritmo k-

mode [110] que realiza uma extensão do algoritmo das k-médias de suporte a atributos

categóricos. Este algoritmo introduz uma nova medida de dissemelhança para elemen-

tos com atributos categóricos, substituindo as médias das classes por modas, e usando

um método baseado em frequências para actualizar as modas no processo de classi-

ficação. O algoritmo k-prototype [111] é uma extensão do algoritmo k-mode suportando

atributos mistos (numéricos e/ou categóricos). Neste algoritmo, a dissemelhança entre

dois elementos é dada pela soma do quadrado da distância euclideana entre os atributos

numéricos, e o número de categorias não coincidentes para cada um dos atributos

categóricos. As duas componentes da medida de dissemelhança são balançadas por

um parâmetro que evita o favorecimento de um dos dois tipos de atributos.

Em [118] é apresentada uma generalização das métricas Minkowski a aplicar a elemen-

tos caracterizados por atributos mistos, sendo a sua eficácia constatada no contexto da

classificação hierárquica conceptual e da análise em componentes principais. Em [221]

são apresentadas algumas funções de dissemelhança que são diferenciadas de acordo
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com o tipo de atributos a medir, podendo ser numéricos e/ou categóricos. Apesar de as

funções terem sido desenvolvidas no contexto da análise discriminante, também podem

ter aplicabilidade em análise classificatória, uma vez que medem a dissemelhança entre

dois elementos do conjunto de dados com o objectivo, ou de formar classes, ou de

classificar um elemento em uma das classes existentes. Uma abordagem baseada em

sistemas dinâmicos para classificar conjuntos de dados com atributos categóricos é

apresentada em [84], no qual foi definida uma função de semelhança baseada nas

ocorrências de categorias dos diferentes atributos categóricos, aos quais são atribúıdos

pesos. O trabalho proposto consiste numa generalização da metodologia spectral graph

partitioning ([53] e [62]), que consiste numa generalização da noção de vectores próprios

não principais, para sistemas dinâmicos não lineares.

2.1.1.5 Métodos de Partição baseados em Teoria de Grafos

Existem na literatura alguns algoritmos de partição baseados em teoria de grafos,

que são aplicados ao grafo representativo do conjunto de dados, fazendo-se uma

correspondência directa entre os vértices do grafo e os elementos a classificar (ver

[226] e [115] para uma revisão).

Considere-se o diâmetro de uma partição a dissemelhança máxima entre pares de

elementos da mesma classe, e split de uma partição a dissemelhança mı́nima entre

elementos de classes diferentes. Alguns algoritmos pretendem encontrar partições de

diâmetro mı́nimo [105], enquanto outros pretendem em simultâneo a identificação de

partições de diâmetro mı́nimo e de split máximo [51]. No primeiro caso, o algoritmo

é baseado na coloração de grafos e prova-se que dado o número de classes k, as

classes de vértices coloridos com a mesma cor numa coloração óptima em k cores,

correspondem a uma partição em k classes de diâmetro mı́nimo. No segundo caso,

no método de classificação de Delattre & Hansen são usados critérios orientadores da

identificação das classes que procuram optimizar os dois aspectos considerados. O

primeiro critério consiste na razão diâmetro/split que quanto menor for, melhor é a

partição; correspondendo a uma partição óptima para o caso em que essa razão é

menor ou igual a 1. A qualidade de homogeneidade (qh) de uma partição é baseada

no número de pares de elementos pertencentes a classes diferentes, com dissemelhança

maior ou igual ao diâmetro da partição. A qualidade de isolamento (qs) de uma

partição é baseada no número de pares de elementos pertencentes à mesma classe,

com dissemelhança menor ou igual ao split da partição correspondente. A execução
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do algoritmo é orientada com o objectivo de maximizar qh e maximizar qs.

Em [97] é apresentado um algoritmo de classificação não hierárquica baseado numa

função densidade, aplicada a cada um dos vértices do grafo parcial, representativo do

conjunto de dados, definido num espaço métrico (qualitativo, quantitativo ou binário).

O método pretende extrair classes parciais (nas quais nem todos os elementos são

classificados) ou estabelecer partições (onde todos os elementos são classificados em

classes disjuntas), procurando partes conexas que apresentem valores altos para a

função de densidade. O grafo parcial é constrúıdo de forma a que dois vértices sejam

adjacentes se a dissemelhança entre eles for menor que um dado valor limite. Para

cada vértice do grafo, a função densidade baseia-se na sua vizinhança e pretende-se que

apresente valores altos quando os elementos vizinhos do vértice estiverem próximos

(baixa dissemelhança). Foram apresentadas três funções de densidade baseadas na

média, no mı́nimo e no máximo das distâncias entre cada vértice e todos os seus

vizinhos.

Os algoritmos desenvolvidos no contexto de Graph partitioning ([128] e [40]) pretendem

agrupar o conjunto dos vértices de um grafo num dado número k de subconjuntos

disjuntos, de modo a minimizar o número de arcos entre subconjuntos. Exemplos

desta metodologia são o algoritmo AutoPart [40] e o algoritmo METIS ([129], [130]

e [128]). O método AutoPart não requer qualquer parâmetro de entrada, e propõe

agrupar vértices de um grafo em classes. O método segue a ideia de que é posśıvel

realizar uma reordenação da matriz adjacente de modo a que vértices ”similares”

sejam agrupados conjuntamente. Assim, a matriz adjacente pode consistir em blocos

rectangulares ou quadrados homogéneos de alta (baixa) densidade, representando o

facto de que alguns grupos de vértices têm mais (menos) ligações a outros grupos.

Quanto ao algoritmo METIS tem como objectivo agrupar os vértices de um grafo

em subconjuntos proximadamente de igual tamanho, minimizando o número de arcos

entre vértices de subconjuntos diferentes.

Ainda no contexto da metodologia Graph partitioning refiram-se os métodos espectrais

([53], [211], [124] e [176]) que relacionam boas ”partições” de um grafo aos valores e

vectores próprios de certas matrizes derivadas do grafo. Sejam m1 ≥ m2 ≥ . . . ≥ mk

o número de elementos dos k subconjuntos e λ1 ≥ λ2 ≥ . . . ≥ λk os k maiores valores

próprios de uma matriz que resulta da soma da matriz adjacente do grafo com uma

matriz diagonal, tal que a soma de todos os elementos da matriz soma seja zero. Seja
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Ec o número de arcos que unem vértices de conjuntos diferentes, pretende-se que Ec

seja mı́nimo. Em [53] prova-se que |Ec| ≥ −
1

2

k
∑

r=1

mrλr.

2.1.2 Métodos Hierárquicos

Os algoritmos do tipo hierárquico criam uma decomposição hierárquica do conjunto

de dados, procedendo sucessivamente ou reunindo classes mais pequenas em classes

maiores (seguindo uma estratégia aglomerativa ou ascendente), ou dividindo classes

maiores em classes mais pequenas (seguindo uma estratégia descendente). O resultado

do algoritmo hierárquico é uma árvore de classes encaixadas, na qual cada nó da

árvore representa uma classe e as classes ou são disjuntas ou estão contidas umas

nas outras. Cortando a árvore num determinado ńıvel, obtém-se uma partição do

conjunto de dados. Basicamente, os diferentes métodos hierárquicos diferem entre si

pelo método usado para o cálculo da dissemelhança entre classes, que condiciona a

sua reunião ou divisão. Exemplos t́ıpicos de algoritmos hierárquicos ascendentes [135]

são os baseados nos critérios do ı́ndice do mı́nimo, do ı́ndice do máximo, do ı́ndice

da média, e do ı́ndice de Ward (em [20] é apresentado um trabalho de comparação

entre estes quatro algoritmos) e o algoritmo CHAVL ([143] e [144]). Este tipo de

algoritmos, sendo eficientes na detecção de classes de formas arbitrárias (por exemplo,

algoritmo hierárquico ascendente com o critério do ı́ndice do mı́nimo) e sendo robustos

quanto à presença de pontos isolados, têm como principal inconveniente o tempo de

execução não linear e o enorme custo de entradas/sáıdas para grandes conjuntos de

dados. O desempenho deste tipo de algoritmos é condicionado pelo facto de que

em cada etapa, o critério associado ao algoritmo é calculado para todos os pares

de elementos do conjunto e, nalguns casos, a matriz de dissemelhança entre classes

deverá estar dispońıvel em memória. O algoritmo baseado em vizinhos rećıprocos

([187] e [17]) tenta melhorar o desempenho dos algoritmos hierárquicos ascendentes,

limitando o número de comparações em cada etapa do processo. Recentemente têm

surgido na literatura outros trabalhos com o objectivo de superar este inconveniente,

adoptando algumas estratégias computacionais para optimizar o desempenho deste

tipo de algoritmos. Alguns exemplos destes algoritmos mais recentes são o BIRCH

([229] e [228]), o CURE [99] e o CLIQUE [2]. Alguns algoritmos tais como o ROCK

[100] e o CACTUS [80] são algoritmos hierárquicos que suportam dados categóricos.
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2.1.2.1 Métodos Hierárquicos para Conjuntos de Dados com um Elevado

Número de Elementos

O algoritmo Balanced Iteractive Reducing and Clustering using Hierarchies (BIRCH)

([229] e [228]) é um método de classificação especialmente desenvolvido para conjuntos

de dados com um elevado número de elementos definidos num espaço métrico. Tendo

em conta a limitação dos recursos f́ısicos, nomeadamente de memória, este algoritmo foi

especialmente desenvolvido para os casos em que o espaço em memória é insuficiente

para conter o conjunto de dados. Inerente a este tipo de solução estão os custos

de entradas/sáıdas que se pretendem mı́nimos. O algoritmo começa por gerar em

memória um sumário compacto do conjunto de dados, pretendendo reter a maior

quantidade posśıvel de informação sobre a distribuição dos elementos, identificando à

partida zonas densas e zonas esparsas. O Clustering Feature (CF) é o conceito base

do algoritmo BIRCH e consiste num terno associado a cada classe, que é armazenado

em memória numa árvore balanceada de actualização incremental, e contém toda a

informação necessária para o cálculo de todas as medidas de suporte às decisões de

classificação, requeridas pelo algoritmo. Com esta abordagem é feita uma grande

economia do espaço em memória, tendo em conta que não são os próprios elementos

pertencentes a cada uma das classes que são armazenados, mas sim os sumários que

contêm o número, a soma e a soma dos quadrados dos valores dos atributos em cada

uma das classes. Após a pré-classificação usa-se um qualquer método de análise

classificatória, aplicado aos sumários carregados em memória e não ao conjunto de

dados completo, atribuindo importância diferente aos elementos do conjunto de dados,

sendo aqueles que se encontram juntos em zonas densas, tratados colectivamente e

não individualmente. O algoritmo BIRCH trabalha com a memória dispońıvel e a

complexidade de entradas/sáıdas é um pouco maior que uma única passagem nos

dados, sendo o tempo gasto em operações de entrada/sáıda linearmente proporcional

ao tamanho do conjunto. Para a eficiência do BIRCH é necessário o estabelecimento

de valores adequados para os parâmetros de entrada.

O algoritmo de classificação hierárquica Clustering Using Representaives (CURE) [99]

aplica-se a conjuntos de dados definidos num espaço métrico, pretende detectar classes

de qualquer forma com grande variação quanto ao número de elementos, sendo ainda

robusto na presença de pontos isolados. Cada classe é representada por um número

fixo de elementos, que são gerados seleccionando pontos ”bem espalhados” pela classe

e depois ”estreitando-os” em direcção ao centro da classe, através de uma fracção

espećıfica. Estes pontos espalhados capturam a forma e a extensão das classes. Ter
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mais que um ponto representativo de cada classe, permite que o algoritmo CURE

se ajuste bem a formatos não esféricos e o estreitamento ajuda a atenuar o efeito

de pontos isolados. Para lidar com conjuntos de dados com um elevado número de

elementos, o algoritmo CURE selecciona uma amostra aleatória do conjunto de dados,

tendo as devidas precauções para que a amostra tenha informação suficiente quanto à

geometria das classes. Sobre esta amostra é realizada uma pré-classificação seguindo-se

um processo hierárquico ascendente, pelo qual as classes cujos pares de representantes

estejam mais próximos, são sucessivamente reunidas. Após a remoção dos pontos

isolados é feita uma classificação final, pela qual os elementos não seleccionados na

amostra, são afectadas às classes que lhe estão mais próximas.

2.1.2.2 Métodos Hierárquicos para Conjuntos de Dados com Elevada Di-

mensão

Na literatura têm surgido alguns algoritmos que tentam lidar eficientemente com

conjuntos de dados com um elevado número de atributos. Por exemplo, o algoritmo

CLustering In QUEst (CLIQUE) [2] usa uma aproximação baseada em densidade para

a classificação, considerando uma classe como uma região com uma maior densidade de

elementos que a região envolvente. O algoritmo pretende identificar classes densas em

subespaços de dimensão máxima, fazendo projecções do conjunto de dados de entrada

num subconjunto de atributos, tendo a propriedade de que estas projecções incluem

regiões de alta densidade.

O algoritmo Categorical Clustering Using Summaries (CACTUS) [80] suporta atrib-

utos categóricos, encontra classes em subespaços de todos os atributos, gerando ”can-

didatas” a classes encontradas em projecções de dimensão crescente dos atributos.

Tal como o algoritmo BIRCH, este algoritmo considera que um sumário de todo o

conjunto de dados é suficiente para determinar o conjunto de classes, possibilitando

assim a sua aplicação a conjuntos de dados com um elevado número de elementos.

Em [155] a questão relativa à selecção de atributos é abordada no contexto da pro-

gramação matemática, pela qual o problema é formulado com uma função objectivo

paramétrica.
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2.1.2.3 Um Método Hierárquico para Conjuntos de Dados com Atributos

Mistos

O algoritmo Robust Clustering using Links (ROCK) [100] pertence à classe dos algo-

ritmos hierárquicos ascendentes e trata elementos com atributos categóricos, apresen-

tando uma nova abordagem em classificação baseada no conceito de ligações entre ele-

mentos numa vizinhança. O número de ligações entre um par de elementos é o número

de vizinhos comuns, sendo vizinhos aqueles cuja função semelhança é maior ou igual a

um dado parâmetro de entrada do algoritmo. Os elementos pertencentes a uma mesma

classe têm, em geral, um elevado número de vizinhos comuns, e consequentemente mais

ligações. Sendo assim, durante o processo de análise classificatória, se se reunirem

em primeiro lugar classes/elementos com o maior número de ligações, obtemos um

resultado melhor e classes com maior significado. Ao contrário de dissemelhanças ou

semelhanças entre um par de elementos com propriedades locais inerentes, o conceito

de ligação incorpora informação global àcerca dos outros elementos na vizinhança,

tornando-se assim um método mais robusto. Quanto maior for o número de ligações

entre dois elementos, maior é a probabilidade de eles virem a pertencer a uma mesma

classe. Especificamente, este método começa por encontrar uma amostra aleatória

do conjunto de dados, com os devidos cuidados quanto ao seu tamanho para que

a qualidade da classificação não seja sacrificada. A este conjunto é aplicado um

algoritmo de classificação hierárquica baseado em ligações, reunindo-se em cada passo

as duas classes com o maior número de ligações entre elas. Finalmente, as classes que

contêm elementos da amostra são aumentadas com os restantes elementos que não

participaram na construção da hierarquia.

2.1.2.4 Um Método Hierárquico baseado em Densidade

No contexto da análise de imagem em [201] é apresentado um algoritmo hierárquico

(GRIDCLUS) que usa uma grelha multidimensional para organizar o espaço à volta dos

dados, agrupando-os em blocos rectangulares. A classificação é feita por um algoritmo

baseado na procura da vizinhança topológica de cada elemento, usando a densidade

de cada bloco, calculada pelo número de elementos nele contido e pelo seu volume.

Os blocos com maior densidade tornam-se os centros das classes. Os restantes blocos

são classificados interativamente de acordo com o valor de sua densidade, construindo

novos centros de classes ou juntando-se a classes já existentes.
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2.1.2.5 Métodos Hierárquicos baseados em Teoria Grafos

O algoritmo EjCluster [81] é um algoritmo hierárquico que surgiu no contexto do

processamento de sinal, usa conceitos de teoria de grafos e gera automaticamente

uma condição de paragem. Este algoritmo pretende determinar automaticamente o

número e a composição das classes, detectando classes separadas não esféricas. É

definido um grafo representativo dos dados no qual um caminho entre dois vértices vi

e vj quaisquer, de comprimento ℓ, é dado por {vi, vi+1, . . . , vi+ℓ}, tais que vi+ℓ = vj; vm

para m = 1, . . . , n são os vértices do grafo correspondentes aos n elementos do conjunto

a classificar e {vm, vm+1} para m = i, . . . , i + ℓ− 1 são vértices adjacentes. O processo

de classificação é baseado numa medida de dissemelhança entre elementos, dada pelo

maior arco entre dois vértices consecutivos que pertencem ao caminho que une os dois

elementos. A ideia principal é que dois elementos pertencem a uma mesma classe

se for posśıvel ir do primeiro para o segundo por passos ”suficientemente pequenos”.

Este algoritmo é do tipo descendente, não necessita de nenhum parâmetro de entrada,

tem um custo computacional superior ao algoritmo das k-médias e falha na detecção

de classes não totalmente separadas.

Em [216] é apresentado um esquema genérico de execução de um algoritmo hierárquico

ascendente baseado em grafos, nos quais as classes são identificadas como sendo

subgrafos conexos. A identificação de classes válidas pode ainda estar condicionada por

alguma propriedade h(k), à qual os elementos do subgrafo deverão obedecer. Algumas

propriedades t́ıpicas que poderão ser adoptadas são: (1) a conectividade dos nós de

um subgrafo conexo é o maior inteiro k, tal que qualquer par de vértices estão ligados

por pelo menos k caminhos sem vértices em comum; (2) a conectividade dos arcos

de um subgrafo conexo é o maior inteiro k, tal que qualquer par de vértices estão

ligados por pelo menos k caminhos sem arcos em comum e (3) o grau de um subgrafo

conexo é o maior inteiro k, tal que cada vértice tem pelo menos k arcos incidentes.

No processo aglomerativo, as classes (subgrafos conexos) são reunidas com base nas

medidas de dissemelhança ou semelhança dos seus vértices, e condicionado pelo facto

de que a classe ou subgrafo conexo resultante da união, ou tem a propriedade h(k)

ou é completo. Como exemplos deste tipo de abordagem considerem-se os algoritmos

hierárquicos ascendentes baseados no ı́ndice do mı́nimo e no ı́ndice do máximo. O

primeiro não requer qualquer propriedade a satisfazer, só exigindo que os subgrafos

sejam conexos (condição mı́nima); quanto ao segundo também não requer qualquer

propriedade, no entanto, exige que os subgrafos conexos sejam completos (condição

máxima). Ou seja, o critério adoptado para a formação de uma nova classe é o mais
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fraco posśıvel no caso do ı́ndice do mı́nimo, sendo o mais forte posśıvel para o ı́ndice do

máximo. Existe uma variedade de algoritmos entre estes dois extremos, condicionados

por diferentes escolhas da propriedade h(k).

2.1.3 Metodologia VL - Validade da Ligação

A metodologia VL - Validade da Ligação - engloba um conjunto de métodos que recor-

rem a noções probabiĺısticas para definir as funções de comparação entre elementos e

entre classes de um conjunto de dados.

Seja Ω o conjunto de n elementos a classificar, Ci e Cj duas classes com ni e nj

elementos respectivamente, e c uma medida de comparação entre elementos. Nesta

abordagem, os
(

n

2

)

valores da medida de comparação entre dois quaiquer elementos

do conjunto de dados, são consideradas realizações de uma variável aleatória Z. Seja

γ uma medida de probabilidade para avaliar a ligação entre os elementos x, y ∈ Ω, γ

é dada por:

γ(x, y) = P (Z ≤ c(x, y)) = FZ(c(x, y)) (2.3)

se c for uma medida de semelhança e por

γ(x, y) = P (Z ≥ c(x, y)) = 1− FZ(c(x, y)) (2.4)

se c for uma medida de dissemelhança. Considerando como hipótese de referência,

independência entre os elementos de Ω, admite-se que o conjunto {γ(x, y)|x 6= y, x, y ∈
Ω} constitui uma amostra de

(

n

2

)

variáveis aleatórias de lei Uniforme no intervalo

[0, 1]. Assim, os valores γ(x, y) são obtidos a partir da função de distribuição da função

de comparação entre elementos. A partir da função de comparação entre elementos,

foram criadas várias funções de comparação entre classes, a usar, quer num contexto

hierárquico, quer num contexto não hierárquico.

Em [139], [143] e [144], Lerman propôs o método de classificação hierárquica Agregação

pela Verosimilhança da Ligação - método AVL - que utiliza a função distribuição

do máximo dos valores de comparação entre elementos, para definir a função de

comparação entre classes, dada por:
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ΓAV L(Ci, Cj) = (γMax(Ci, Cj))
ninj (2.5)

Foi posteriormente definida [7] uma famı́lia paramétrica de métodos associados ao

método AVL, em que a função de comparação entre classes é dada por:

Γ(Ci, Cj) = (γMax(Ci, Cj))
1+ε[(ninj)

ξ−1] (2.6)

destacando-se o critério AVB, que se obtém para ε = 1 e ξ = 0.5.

O desempenho deste método foi estudado por Bacelar-Nicolau [6]. Em [178] Nicolau

propôs um novo método - método AVM - que utiliza a função distribuição da média

aritmética dos valores de comparação entre elementos. Mais recentemente, foram

propostos os métodos de classificação ascendente hierárquica baseados nas estat́ısticas

da mediana, do centro e da média geométrica [210].

No contexto da classificação não hierárquica, Nicolau e Brito ([180] e [181]) consid-

eraram como critério de afectação dos elementos às classes, a função distribuição da

média aritmética dos valores de comparação entre elementos a afectar e os membros

da classe. Este método denominado NHMEAN surge como uma adaptação do método

AVM de classificação hierárquica [178], e foi aprofundado em [36] e [181] mostrando

que, ao contrário do método AVL, fornece bons resultados quando aplicado ao quadro

não hierárquico. Mais recentemente, em [37] foram propostos novos métodos, que

consideram como critério de afectação dos elementos às classes, as funções de dis-

tribuição da mediana, da média geométrica e do centro, dos valores de comparação

entre elementos a afectar e os membros da classe - métodos NHMED, NHVGM e

NHVC, respectivamente.

Em [210] são apresentadas algumas experiências de comparação dos diferentes critérios

da metodologia V L em classificação hierárquica, das quais se conclui que a capacidade

destes métodos de recuperar a estrutura dos dados depende fortemente do tipo e da

intensidade da estrutura dos dados. No entanto, e em geral, o método baseado na

estat́ıstica da mediana mostrou um bom desempenho na recuperação da estrutura

subjacente aos dados.
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2.1.4 Partições Fuzzy

Considere-se uma partição do conjunto Ω = {x1, . . . , xn} em k classes, C1, . . . , Ck.

As classes podem ser representadas pelas funções de pertença ([222] e [216]), ui :

Ω → {0, 1} tais que ui(x) = 1 se x ∈ Ci e ui(x) = 0 se x 6∈ Ci, para i = 1, . . . , k. A

representação de uma partição fuzzy de Ω em k classes, pode obter-se generalizando as

funções ui, constituindo funções u1, . . . , uk onde ui : Ω→ [0, 1] e
k
∑

i=1

ui(x) = 1∀x ∈ Ω.

Nas partições fuzzy não se limita o número de classes às quais os elementos podem

pertencer. Nesta abordagem, afirma-se que o elemento x pertence à classe Ci com

probabilidade p, se ui(x) = p. Nos casos extremos, pode acontecer que um elemento

pertença a uma única classe Ci se uj(x) = 0 ∀j = 1, . . . , k(j 6= i) e ui(x) = 1; ou pode

acontecer que o elemento x pertença a todas as classes se ui(x) 6= 0 ∀i ∈ {1, . . . , k}.

Um elemento x é considerado pertencente à classe Ci se ui(x) apresentar um valor

muito perto de 1, ou mais concretamente, escolhe-se Ci como a classe à qual x pertence

se ui(x) ≥ uj(x), j = 1, . . . , k, j 6= i.

Em [222] e [223] é definido o algoritmo Fuzzy c-Means (FCM) que produz uma partição

fuzzy, escolhendo as funções ui : Ω→ [0, 1] tal que
k
∑

i=1

ui = 1 e os centros ri ∈ IRp para

i = 1, . . . , k que minimizam a função

k
∑

i=1

n
∑

j=1

(uij)
m ‖ xj − ri ‖22 (2.7)

onde ‖ x ‖q= (xT x)
1

q , k ≥ 2, m > 1 e uij representa a função ui(xj), ou seja, representa

a força com que o elemento xj está associado à classe Ci. Definam-se os centros ri e

as funções uij para i = 1, . . . , k e j = 1, . . . , n [223]:

ri =

n
∑

j=1

(uij)
mx2

j

n
∑

j=1

(uij)
m

e uij =

[

1

‖ xj − vi ‖22

]
1

m−1

k
∑

i=1

[

1

‖ xj − vi ‖22

] 1

m−1

(2.8)

O algoritmo tem como parâmetros de entrada m e k. Prova-se que o algoritmo FCM
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converge para um mı́nimo local [223].

Uma nova abordagem, usando um modelo com funções de pertença proporcionais é

apresentada em [170].

2.2 Validação em Análise Classificatória

Existem muitos métodos de classificação ([119], [120], [91], [216] e [60]), não sendo no

entanto universais. Dada a diversidade de áreas onde se aplica a análise classificatória,

existem algoritmos mais vocacionados para um determinado tipo de dados do que out-

ros, não havendo, no entanto, nenhum algoritmo que seja melhor que todos os outros

quaisquer que sejam os elementos a analisar. Basicamente, a análise classificatória é

um processo não supervisionado, não se prevendo a existência de qualquer conheci-

mento prévio da estrutura existente no conjunto de dados. Quase todos os algoritmos

de classificação são fortemente dependentes das caracteŕısticas do conjunto, assim

como dos diferentes valores dos seus parâmetros de entrada. Assim, uma classificação

obtida por algum algoritmo de classificação é localmente a melhor posśıvel para os

valores dos parâmetros de entrada atribúıdos, mas pode não ser localmente a melhor

classificação para o conjunto de dados em estudo. Outra questão particularmente

preocupante é o facto de qualquer algoritmo de classificação produzir uma classificação

no conjunto de dados, mesmo que este seja constitúıdo por dados uniformemente

distribúıdos sem qualquer estrutura em classes. Outro facto importante é que as

classificações do mesmo conjunto de dados, obtidas usando critérios de classificação

diferentes, podem diferir sobremaneira umas das outras. Pelo exposto, conclui-se

que os algoritmos de classificação podem originar ”falsas” classificações, sendo assim

essencial que o resultado desses algoritmos seja sujeito a um processo de validação.

Com o objectivo de validar o resultado de uma análise classificatória, o ideal seria

optar-se por uma enumeração completa de todas as posśıveis partições do conjunto de

dados, obtendo-se deste modo uma solução que optimizasse um determinado critério.

Esta procura de um óptimo global só é viável para conjunto de dados com poucas

dezenas de elementos, situação esta pouco usual em conjuntos de dados reais. A

limitação do número de elementos justifica-se pelo número de partições em k classes

que é posśıvel estabeler num conjunto de n elementos, que é dado pelo número de

Stirling de segunda espécie,
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S(n, k) =
1

k!

k
∑

i=1

(−1)k−i





k

i



 in (2.9)

À medida que n e k crescem, rapidamente se torna computacionalmente imposśıvel

examinar todas as posśıveis partições, de modo a identificar uma que optimize o

critério de classificação. Verifica-se, para n grande, S(n, k) ≈ nk

k
, por exemplo

S(19, 8) > 1.7 × 1012, o que mostra a impraticabilidade desta abordagem mesmo

para um conjunto só com 19 elementos e 8 classes.

No entanto, caracteŕısticas particulares dos dados ou do critério a optimizar, podem

reduzir sensivelmente o número de partições a analisar e tornar posśıvel a obtenção

de uma solução óptima. Neste contexto, refira-se o algoritmo de Fisher [66] que

aplicado a um conjunto de elementos caracterizados por uma variável quantitativa ou

qualitativa ordinal, e beneficiando de uma ”função de erro” aditiva, permite reduzir

consideravelmente o número de partições consideradas, permitindo assim encontrar

uma partição óptima de acordo com o critério considerado.

Uma abordagem alternativa consiste em procurar critérios que indiquem se uma

determinada solução é ou não satisfatória para o conjunto de dados em análise. No

entanto, a informação dispońıvel sobre os dados é frequentemente reduzida ou mesmo

nula. Em consequência, surge a ideia por parte de alguns autores, por exemplo [160], de

gerar artificialmente dados com uma organização conhecida [161], aplicar um método

e verificar se a estrutura existente nos dados é identificada pelos métodos utilizados.

Este tipo de testes é útil para testar o desempenho dos algoritmos, no entanto surge

o problema da generalização. Será que um algoritmo para o qual se obtém um bom

resultado para um determinado conjunto de dados gerado artificialmente, também

origina um bom resultado se aplicado a conjuntos de dados, em prinćıpio, com uma

estrutura diferente?

Identificando-se alguns problemas no contexto da validação do resultado de uma

análise classificatória, têm surgido na literatura alguns trabalhos cujo objectivo princi-

pal é validar uma classificação, aumentando a confiança de que esta reflecte realmente

a estrutura existente no conjunto de dados.
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2.2.1 Diferentes Tipos de Validação

O trabalho realizado em validação é em geral desenvolvido no contexto de um dos três

tipos diferentes de testes de validação: externos, internos e relativos:

• Os testes externos comparam uma classificação ou parte dela com informação que

não é usada para construir a classificação. Neste caso, o resultado do algoritmo

é avaliado comparando-o com uma estrutura pré-definida que é imposta no

conjunto de dados, reflectindo o estrutura real em classes que se sabe ou que

se pensa afectar os elementos do conjunto.

• Os testes internos comparam uma classificação ou parte de uma classificação

com o conjunto de dados original, usando somente informação obtida a partir

do processo de classificação, medindo essencialmente o desvio entre a estrutura

gerada pelo algoritmo aplicado e os dados.

• Os testes relativos comparam várias estruturas de classificação do mesmo con-

junto de dados, resultantes da aplicação do algoritmo com diferentes valores dos

parâmetros de entrada ou ao conjunto de dados afectado de pequenas alterações

mensuráveis.

A falta de conhecimento da estrutura dos dados, necessária à aplicação de critérios

de validação externos, inviabiliza muitas vezes a sua aplicação. No entanto, usando o

método de Monte Carlo 1, e para alguns conjuntos de dados muito espećıficos (exibindo

propriedades de coesão interna e isolamento externo), em [161] prova-se que existe uma

alta correlação entre alguns ı́ndices externos e alguns ı́ndices internos de validação.

Assim, estes ı́ndices poderão ser utilizados para avaliar o grau de recuperação de um

dado algoritmo da estrutura em classes efectivamente existente nos dados. No referido

trabalho, estudaram-se 30 métodos internos de avaliação e dois ı́ndices externos de

validação que efectivamente medem o grau de recuperação da estrutura existente no

conjunto de dados, o ı́ndice de Rand (Secção 2.5.3) e o ı́ndice de Jaccard (Secção

2.5.6). Concluiu-se que seis ı́ndices internos mostraram ser fiáveis, apresentando uma

grande correlação com os ı́ndices externos, podendo ser assim considerados ı́ndices

válidos na identificação do grau de recuperação da estrutura nos dados, substituindo

os ı́ndices externos.

1O método Monte Carlo engloba um conjunto de técnicas emṕıricas com o objectivo de estimar

a função de distribuição de ı́ndices estat́ısticos.
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No contexto dos testes relativos de validação de classificações, um dos métodos de

validar o resultado consiste na avaliação da sua estabilidade ([189], [159], [91] e [198]).

O processo engloba a reanálise de uma versão modificada do conjunto de dados,

avaliando a extensão das diferenças em relação à classificação original. O conjunto

de dados modificado pode ser obtido introduzindo pontos isolados, perturbando as

dissemelhanças entre elementos, aumentando a dimensão com variáveis de rúıdo, ou

ainda introduzindo ou removendo alguns elementos ([189] e [159]).

A estabilidade de classificações pode ainda ser avaliada por um método de replicação

[33], que segue os seguintes passos:

• O conjunto de dados é dividido de modo aleatório em dois subconjuntos, digamos

A e B.

• É aplicada ao subconjunto A uma função apropriada de classificação com o

objectivo de obter uma partição daquele em k classes.

• Cada objecto do subconjunto B é atribúıdo à classe daquela partição que lhe

está mais ”próxima”. Este procedimento proporciona uma partição de B em

não mais de k classes.

• A mesma função de partição é aplicada ao subconjunto B para obter uma

partição deste em k classes.

• Finalmente são comparadas as duas partições de B, quanto maior for o ńıvel de

concordância entre as duas partições, maior a confiança que podemos ter nos

resultados.

2.2.2 Modelos Nulos para Avaliação dos Índices de Validação

A avaliação do valor de uma medida de validação de uma estrutura em classes, exige

uma comparação com o valor do ı́ndice obtido sob um modelo nulo de ausência de

estrutura [168]. A ideia base é testar se os elementos do conjunto de dados estão

uniformemente estruturados ou não. Esta análise é baseada na hipótese nula, H0,

expressa como uma afirmação de uma estrutura uniforme nos dados. A hipótese nula

deverá ser testada comparando o valor da estat́ıstica de teste, obtida para um conjunto

de dados de referência gerados sob a hipótese nula, com o valor da estat́ıstica obtida

do conjunto de dados a analisar. Assim, será necessário determinar a distribuição do
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ı́ndice de validação, sob a hipótese nula de ausência de estrutura.

Os modelos nulos sobre os dados podem ser especificados para elementos descritos ou

pela matriz dos dados ou pela matriz de dissemelhança, podendo usar ou não alguma

informação sobre a estrutura nos dados.

Modelo Uniforme

Neste modelo consideram-se os indiv́ıduos simulados como pontos uniformemente

distribúıdos pela região A num espaço de dimensão p. Este modelo também pode ser

designado por hipótese de uniformidade [21] ou hipótese do posicionamento aleatório

[119].

O principal problema associado a este modelo relaciona-se com a escolha apropriada da

região A (janela de amostragem), que influencia sobremaneira os dados gerados. Esta

região pode ser considerada como uma hiper-esfera ou um hiper-rectângulo unitário

de dimensão p ([227] e [107]). Pode-se ainda considerar a região A como o envelope

convexo dos elementos do conjunto de dados ([21] e [168]), no entanto, esta opção

de estimação da região A requer pesados requisitos computacionais. Um método

alternativo consiste em definir a janela de amostragem como uma hiper-esfera centrada

no centro de gravidade dos pontos do conjunto de dados, onde se inclui metade dos

seus pontos. Eliminar metade dos pontos não é crucial uma vez que o objectivo desta

primeira fase é verificar a existência ou não de uma estrutura em classes no conjunto

de dados. Se tal estrutura existir então aplica-se um algoritmo de classificação ao

conjunto de dados completo [216].

Modelo Unimodal

No modelo Unimodal os indiv́ıduos são simulados supondo que a distribuição con-

junta das variáveis que descrevem os elementos, é uma lei multidimensional conjunta

Unimodal ([21] e [168]). Assim, o modelo envolve a especificação de uma função

de densidade de probabilidade (ou função de probabilidade) para as variáveis que

descrevem os elementos. Claramente, também existem dificuldades na justificação

da escolha de uma determinada função de densidade para as variáveis. No caso de

uma lei Normal multidimensional, salienta-se que os indiv́ıduos que estão próximos do
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centro da classe estão mais próximos uns dos outros que os elementos que estão mais

afastados do centro da classe, não obstante existir uma única classe.

Modelo de Permutação Aleatória da Matriz de Dados

O modelo de permutação aleatória da matriz de dados [91] considera permutações

independentes das n entradas, em cada uma das p colunas da matriz de dados. Existem

(n!)p−1 matrizes essencialmente diferentes e o modelo considera-as equiprováveis. Este

modelo ignora a correlação entre variáveis e gera pseudo-objectos dentro de uma região

do espaço hiper-rectangular. Este modelo apresenta ainda o inconveniente de que as

classes no conjunto de dados original, que são mais homogéneas do que aquelas que

são encontradas em muitos conjuntos de pseudo-dados, não têm necessariamente um

maior grau de homogeneidade absoluta.

Modelo da Matriz de Dissemelhança Aleatória

Em [148] é proposto um modelo nulo baseado na geração de matrizes de dissemelhanças

aleatórias equiprováveis, nas quais os elementos que pertencem ao triângulo inferior

são ordenados de modo aleatório, sendo todas as n(n−1)
2

possibilidades igualmente

prováveis. Este modelo também tem sido referido como Hipótese do Grafo Aleatório,

no qual cada objecto é representado por um vértice de um grafo e cada arco liga dois

vértices se a sua dissemelhança é menor que um valor limite. Uma abordagem alter-

nativa consiste na inserção dos arcos de modo independente e com igual probabilidade.

2.3 Nı́veis de Validação

A validação em análise classificatória pode ser executada a três ńıveis. Primeiro deve-

se verificar a existência de uma estrutura em classes no conjunto de dados. Se de facto

existir tal estrutura, aplica-se um algoritmo de classificação, se não existir, a aplicação

do algoritmo de classificação origina uma classificação que não reflecte a estrutura

existente no conjunto de dados. O problema de verificar a existência ou não de uma

estrutura em classes no conjunto de dados chama-se tendência de classificação [216]

(Secção 2.3.1).
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No procedimento de classificação segue-se a escolha de um ”bom” algoritmo de clas-

sificação. Por exemplo, John W. Van Ness and Llyd Fisher ([65], [64] e [172]) desen-

volveram um formalismo denominado condições de admissibilidade (Secção 2.3.2), e

que consiste em onze critérios para avaliar algoritmos de classificação. A partir de

alguma informação sobre os dados, o método indica quais os critérios de classificação

que podem ser relevantes para a análise de um conjunto de dados em particular.

Finalmente deverá proceder-se à avaliação quantitativa do resultado do algoritmo de

classificação escolhido. Assim, de acordo com o tipo de classificação usado, podemos

validar partições ([49], [113], [18], [183], [98] e [95]), partições fuzzy ([182], [223] e

[222]), hierarquias ([216] e [91])) ou classes ([89], [168] e [91]).

2.3.1 Tendência de Classificação

Uma caracteŕıstica comum à maioria dos algoritmos de classificação é a imposição de

uma estrutura em classes no conjunto de dados, mesmo que tal estrutura não exista.

É assim fundamental ter um indicador da existência ou não de classes nos dados,

antes da aplicação de um algoritmo de classificação. O problema de verificar se o

conjunto de dados possui uma estrutura em classes, sem as identificar explicitamente,

é denominado clustering tendency [216]. Assim, em primeiro lugar deverá ser feita

uma verificação da existência de alguma estrutura em classes nos dados, depois, se

tal estrutura existir, verifica-se se a classificação obtida pelo algoritmo de classificação

seleccionado é ou não fiel aos dados.

Neste contexto, em [91] são referidos alguns métodos que podem ser usados para

testar a ausência de uma estrutura em classes no conjunto de dados. Testes do

modelo nulo Uniforme têm sido baseados nas seguintes estat́ısticas de teste: o número

de dissemelhanças entre elementos, menores que um determinado valor limite [212];

a maior distância ao vizinho mais próximo de um conjunto de elementos [21]; e

comparações entre (i) a distância entre uma posição especificada aleatoriamente e o

objecto mais próximo, e (ii) a distância entre este objecto ao seu vizinho mais próximo

[109]. Testes do modelo da matriz de dissemelhança aleatória têm sido baseados nas

seguintes estat́ısticas de teste: o número de arcos necessários antes que o grafo seja

composto por uma única componente [145]; o número de componentes no grafo quando

este é composto por um dado número de arcos ([147] e [171]); e o tamanho das classes

quando os elementos são distribúıdos em duas classes usando o método de classificação



Métodos e Validação em Análise Classificatória 61

hierárquica ascendente com o ı́ndice do mı́nimo [47]. Outro teste da homogeneidade

do conjunto de dados versus uma estrutura em classes, é desenvolvido sob o modelo de

unimodalidade, consistindo na média das distâncias entre todos os pares de elementos

do conjunto de dados [21]. Este teste é motivado pela conjectura de que, sob a hipótese

de presença de classes, esta média é menor do que sob a hipótese de unimodalidade.

Muitos testes são baseados na árvore de comprimento mı́nimo no contexto da teoria

de grafos. Pode-se representar um grafo no qual os vértices correspondem aos ele-

mentos do conjunto, e existe um arco entre quaisquer dois vértices de custo igual à

dissemelhança entre eles. Uma árvore de comprimento mı́nimo é um subgrafo conexo

(todos os vértices estão ligados por um caminho ou sequência de outros vértices)

sem ciclos e de custo mı́nimo. O custo de uma árvore deste tipo é usado em [204]

para medir a homogeneidade de um conjunto de dados, pelo qual os dados são tanto

mais homogéneos quanto maior for o custo da árvore associada. A distribuição

dos comprimentos dos arcos de uma árvore de custo mı́nimo foi estabelecida sob o

modelo Normal multivariado [195]. Em [206] é sugerida a introdução de pontos de

localização aleatória no conjunto de dados e usar um teste sugerido por [78], baseado

no número de arcos na árvore de comprimento mı́nimo que ligam os pontos originais e

os adicionados. Se o conjunto de dados contiver classes, então espera-se que este

número seja pequeno. Por outro lado, valores grandes indicam uma organização

regular dos elementos do conjunto de dados. Em [78] prova-se que aquele número

de arcos segue uma distribuição aproximadamente Normal. Em [200] é descrito

um teste pelo qual as árvores de custo mı́nimo são constrúıdas de tal modo que

tenham arcos de comprimento não crescente em todos os caminhos para vértices

correspondentes aos centros das classes. Finalmente refira-se uma técnica baseada

na decomposição sequencial ([216] e [108]) do conjunto de dados, sendo esta uma

partição em k conjuntos ou ńıveis de decomposição, nos quais é importante a ordem

pela qual são formados. Os ńıveis são formados retirando sequencialmente do conjunto

de dados os vértices correspondentes ao arco mais longo da árvore de comprimento

mı́nimo definida nos dados. O procedimento de decomposição dá resultados diferentes

quando os elementos do conjunto de dados estão organizados em classes, quando estão

regularmente espaçados ou quando estão distribúıdos de modo uniforme. Baseada

nesta observação podem definir-se estat́ısticas utilizando a informação associada a

este procedimento de decomposição.

Outros testes são baseados na procura na multimodalidade no conjunto de dados.
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Em [107] foi investigado o número de elementos na menor subclasse de cada classe

obtida pelo método de classificação hierárquica ascendente com o ı́ndice do mı́nimo,

definindo a estat́ıstica de teste como sendo o maior valor que este número pode tomar,

de entre todas as classes obtidas por aquele método hierárquico. Neste trabalho foi

simulada a distribuição do teste sob os modelos nulos Uniforme e Unimodal. Em

[169] e [186] são apresentados testes baseados na comparação entre a quantidade da

massa de probabilidade que excede vários valores limite quando existem c modas na

distribuição; esta aproximação só é computacionalmente suportável para conjuntos de

dados com um reduzido número de elementos.

2.3.2 Condições de Admissibilidade

Considere-se uma colecção de condições de admissibilidade, A1, . . . , Am, tendo cada

uma delas propriedades desejáveis nos algoritmos de classificação em certas aplicações.

Se um algoritmo satisfaz sempre Aj, independentemente do conjunto de dados ao qual

é aplicado, então ele é dito ser Aj admisśıvel.

Estas condições de admissibilidade constituem um método global e objectivo para

comparar algoritmos de classificação e são ([65], [64] e [172]): (1) Space-contracting;

(2) Space-conserving; (3) Space-dilating; (4) Positive Admissibility; (5) Metric Ad-

missibility; (6) Monotic Admissibility; (7) Well-structured admissibility; (8) Convex

admissibility; (9) Image Admissibility; (10) Connected Admissibility e (11) Proportion

Admissibility.

As condições de admissibilidade aplicam-se a algoritmos hierárquicos ascendentes.

Sejam Ci e Cj duas classes que são reunidas num dado ńıvel para formarem a classe

Ci ∪Cj e seja Ck uma outra qualquer classe. Seja d uma dissemelhança definida entre

quaisquer duas classes.

Em cada etapa, após a reunião das classes Ci e Cj, a dissemelhança entre uma outra

classe Ck com k 6= i, j e as classes reunidas pode ser: menor ou igual à menor

dissemelhança entre Ck e Ci e entre Ck e Cj (Space-contracting); pode variar entre a

menor e a maior das dissemelhança entre Ck e Ci e entre Ck e Cj (Space-conserving);

pode ser maior ou igual à maior dissemelhança entre Ck e Ci e entre Ck e Cj (Space-

dilating) ou pode ser sempre positiva sendo as dissemelhanças entre Ck e Ci e entre
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Ck e Cj também positivas (Positive Admissibility).

Um algoritmo para o qual é dada uma dissemelhança entre classes, satisfaz a pro-

priedade Metric Admissibility se a dissemelhança satisfazer os axiomas de uma métrica,

para todos os dados para os quais a dissemelhança original também satisfaz a métrica

(ou seja, que satisfaz a desigualdade triangular).

Um algoritmo satisfaz a propriedade Monotic Admissibility se ao aplicar-se uma trans-

formação linear a todos os elementos da matriz semelhança ou dissemelhança, o

resultado da classificação não é alterado.

Um conjunto de dados é bem estruturado em k grupos se existir uma partição dos

dados em k conjuntos, de tal modo que todas as dissemelhanças entre quaisquer dois

elementos dentro do mesmo conjunto, é menor que quaisquer dissemelhanças entre dois

elementos em conjuntos diferentes. Sendo assim, um algoritmo satisfaz a propriedade

Well-structured admissibility se identificar correctamente as classes quando aplicado

sobre um conjunto bem estruturado.

Dois conjuntos de dados, Ci e Cj, são Convex Admissible se os invólucros convexos de

cada um deles não se interceptarem.

A propriedade Image Admissibility indica que não existe nenhuma outra classificação

uniformemente melhor que a dada pelo algoritmo. Ou seja, não existe nenhuma

outra partição que tenha alguma dissemelhanças entre elementos pertencentes a uma

mesma classe, menor que qualquer dissemelhança entre elementos da mesma classe,

na partição obtida pelo algoritmo que goza desta propriedade.

Na aplicação de um algoritmo de classificação hierárquico ascendente a um conjunto Ω,

e sempre que duas classes são reunidas, é posśıvel definir uma ligação entre quaisquer

pares de elementos, sendo um dos elementos da primeira classe e o outro da segunda

classe. Um sistema articulado LΩ consiste na rede de ligações formada após todos

os elementos do conjunto Ω estarem ligados. Uma classificação C1, . . . , Ck diz-se

Connected Admissible se LC1
, . . . , LCk

são dois a dois disjuntos.

A propriedade Proportion Admissibility é desejável quando a geometria das classes
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é mais importante que o número de elementos em cada classe. Existem dois tipos

de proportion admissibility : relativamente a elementos e a classes. Diz-se que um

procedimento é proportion admissible relativamente a elementos, se a duplicação de

um ou vários elementos uma ou mais vezes não alterar as fronteiras das classes. Diz-

se que um procedimento é proportion admissible relativamente a classes se depois de

duplicar cada classe um número arbitrário de vezes, o algoritmo produz classes com

as fronteiras inalteradas. Finalmente um algoritmo é Omission Admissibility se ao

realizar uma nova classificação, após a eliminação de todos os elementos pertencentes

a uma classe, o número e a composição das outras classes não for alterado.

As condições de admissibilidade acabadas de descrever são muito exigentes e é ex-

tremamente dif́ıcil que um algoritmo as satisfaça todas. Não se pretende que todos

os algoritmos verifiquem todas as condições de admissibilidade. Pretende-se sim, que

para um determinado problema a resolver, se escolham as condições de admissibilidade

adequadas ao problema em causa e se procure o algoritmo que as satisfaça.

2.4 Métodos de Comparação de Matrizes que de-

screvem Classificações Hierárquicas

Alguns métodos de comparação de matrizes podem ser usados no contexto da val-

idação interna de hierarquias. Um dos processos de comparar hierarquias é comparar

as matrizes representativas das estruturas hierárquicas. Comecemos com algumas

definições.

Definição 2.1 Seja Ω um conjunto finito, H uma famı́lia de partes de Ω (não vazias),

H é uma hierarquia sobre Ω se:

1. Ω ∈ H, isto é, a parte constitúıda por todos os elementos está em H.

2. ∀x ∈ Ω, {x} ∈ H, isto é, todas as partes constitúıdas por um só elemento estão

em H.

3. Se duas partes h, h′ ∈ H são não disjuntas, h ∩ h′ 6= ∅, então uma está

necessariamente inclúıda na outra, h ⊂ h′ ou h′ ⊂ h.

Definição 2.2 Uma hierarquia indexada é um par (H, f), onde H é uma hierarquia

e f uma aplicação, f : H 7→ IR+ tal que
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1. Se h ∈ H verifica-se f(h) =0 se e só se h tem um único elemento.

2. Se h, h′ ∈ H e se h ⊂ h′, então f(h) < f(h′).

Dizemos que uma hierarquia é indexada em sentido lato se, em vez de (2)

tivermos

3. Se h ⊂ h′, então f(h) ≤ f(h′).

Partindo de uma árvore hierárquica, podemos construir uma matriz na qual o valor

da posição (i, j) corresponde ao ı́ndice do ńıvel mais baixo da árvore, a partir do qual

os elementos pertencem à mesma classe. Esta métrica é uma distância ultramétrica,

verificando-se d(x, y) ≤ max{d(x, z), d(z, y)} para x, y, z ∈ Ω.

A cada hierarquia indexada podemos fazer corresponder uma (e uma só) distância

ultramétrica, e reciprocamente, a cada distância ultramétrica podemos fazer corre-

sponder uma (e uma só) hierarquia indexada (Teorema de Johnson-Benzécri). Isto

é, existe uma bijecção entre o conjunto das hierarquias indexadas e o conjunto das

distâncias ultramétricas sobre um conjunto Ω. A ultramétrica du associada a uma

hierarquia indexada é definida do seguinte modo:

du(x, y) = valor do ı́ndice de agregação (altura) da menor classe que contém x e y.

Esta propriedade fornece-nos um modo de calcular a qualidade de uma classificação

hierárquica, efectuada a partir de distâncias d(x, y) entre os elementos de Ω. Uma

hierarquia é tanto melhor quanto mais semelhantes forem os valores de d(x, y) e

du(x, y), isto é, quanto menor for a deformação ∆:

∆ =
∑

x,y∈Ω

(d(x, y)− du(x, y))2

Outra possibilidade será definir uma matriz que represente as distâncias clad́ısticas

entre os elementos, estando na posição (i, j) o número de nós (segmentos de linha

entre nós) no caminho entre os elementos na estrutura em árvore (não é mais que o

número de nós que os separa mais 1). Para algumas árvores, as distâncias clad́ısticas

e ultramétricas podem apresentar elevados graus de correlação. No entanto, os valores

ultramétricos são mais fiéis à estrutura hierárquica existente na classificação, sendo

as distâncias clad́ısticas úteis para comparar grafos conexos simples [194]. Outras
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posśıveis representações de estruturas hierárquicas consistem em matrizes com medidas

ultramétricas generalizadas, nomeadamente a métrica de árvores aditivas [114].

Têm sido propostos vários métodos de comparação, ou medição da discrepância, entre

duas matrizes, podendo ser usados no contexto dos critérios internos de validação em

análise classificatória [194]. Aplicando estes ı́ndices à comparação entre uma matriz

de dissemelhança e a matriz ultramétrica, obtida após a aplicação de um método de

classificação hierárquica, podemos avaliar o grau de acordo que existe entre estas duas

matrizes. Quanto maior for este acordo mais eficiente é o método na recuperação da

estrutura em classes que organiza o conjunto de dados. Outra abordagem posśıvel

consiste na comparação de duas estruturas hierárquicas, sem fazer uso expĺıcito das

matrizes de dissemelhança. Por exemplo, refira-se o uso de árvores de consenso, que

consistem em árvores que contêm os subconjuntos de elementos que são encontrados

nas duas classificações a comparar, para desenvolver ı́ndices de avaliação do grau

de correspondência que existe entre as duas hierarquias ([158], [196] e [92]). Outra

classe de métodos para comparar classificações hierárquicas são baseados nas chamadas

transformações métricas. A distância entre duas classificações pode ser definida como

o número mı́nimo de transformações admisśıveis, requeridas para se transformar uma

classificação na outra [149].

As matrizes ultramétricas e de dissemelhança obtidas a partir dos dados, podem ainda

ser comparadas usando o coeficiente de correlação ultramétrico que é uma medida de

concordância, medindo a relação linear que existe entre as matrizes ([194] e [208]).

O coeficiente de correlação ultramétrico é também usado em [197] para medir o

grau de semelhança entre uma hierarquia (representada pela matriz ultramétrica),

e as matrizes de dissemelhança de um conjunto de dados aleatórios (com distribuição

multivariada Normal e Uniforme). O estudo foi feito com o objectivo de desenvolver

um valor do ı́ndice estandardizado, para comparação com resultados obtidos para

matrizes de dissemelhança do conjunto de dados a analisar. Pretende-se formular

um teste que indique se existe evidência suficiente para se considerar que a relação

existente nos dados é hierárquica, e não apenas o que se poderia esperar de uma

amostra aleatória de uma única população homogénea.

Baseadas ainda nas matrizes de dissemelhança P [dij] e nas matrizes ultramétricas

Pu[d
u
ij] considerem-se as seguintes duas medidas de concordância baseadas em com-

parações concordantes e discordantes. A primeira consiste numa adaptação da es-
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tat́ıstica γ de Goodman and Kruskal ([87]) para ser usada no contexto da análise

classificatória. A medida é dada por [10]:

s(+)− s(−)

s(+) + s(−)
(2.10)

As quantidades s(+) e s(−) representam o número de comparações concordantes e

discordantes respectivamente, envolvendo os valores das matrizes P [dij] e Pu[d
u
ij]. A

comparação entre pares (i, j) e (k, l) pode ser descrita por [91]:

dijRddkl e du
ijRud

u
kl

onde os śımbolos relacionais verificam Rd, Ru ∈ {<,>}. A comparação é dita concor-

dante se (Rd, Ru) = (<,<) ou (>,>), e é dita discordante se (Rd, Ru) = (<,>) ou

(>,<). A estat́ıstica τ de Kendall consiste numa extensão do ı́ndice (2.10) de forma a

ser normalizado por todos os pares de elementos, inclusivamente os pares de elementos

que nem são concordantes nem discordantes, ou seja esta estat́ıstica é dada por:

s(+)− s(−)

n(n− 1)/2
(2.11)

Uma metodologia de validação de classificação hierárquica é apresentada por [210].

Neste trabalho, a geração de árvores, tendo em conta a sua topologia, os seus ńıveis e

as etiquetas das folhas, é usada para obter matrizes ultramétricas. Estas matrizes são

submetidas a diferentes critérios de classificação hierárquica ascendente, e consequente

comparação entre a estrutura inicial existente nos dados e a estrutura hierárquica

obtida para cada critério, com vista a medir a capacidade de cada método em recuperar

a estrutura existente.

2.5 Medidas de Comparação entre Duas Partições

A validação externa e relativa das partições obtidas por métodos de classificação,

exigem a aplicação de medidas que avaliem o grau de semelhança entre partições.

Em alguns casos, é necessário realizar uma comparação entre as partições obtidas e

a partição de referência (validação externa). Noutros casos, pretende-se comparar

diferentes partições obtidas para o mesmo conjunto de dados, resultantes, ou da

aplicação de diferentes algoritmos de classificação, ou da aplicação do mesmo algoritmo
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de classificação para diferentes valores dos seus parâmetros de entrada (validação

relativa). Designemos por U e V as partições a comparar. A partição U divide a

população em R classes, u1, u2, . . . , uR, enquanto que a partição V divide a população

em C classes, v1, v2, . . . , vC . Algumas das medidas de comparação mais conhecidas são

baseadas em tabelas de contingência e pares de elementos concordantes. Comecemos

esta secção por definir cada um destes conceitos.

2.5.1 Tabela de Contingência. Pares de Elementos Concor-

dantes.

Uma tabela de contingência representa a distribuição dos elementos pelas classes de

U e de V . Cada elemento nij (ρij) da tabela representa o número (proporção) de

elementos classificados em ui na primeira partição e em vj na segunda.

A tabela pode então ser definida em relação à frequências absolutas (proporções):

partição V

partição U

Classes v1 v2 . . . vC Totais

u1 n11(ρ11) n12(ρ12) . . . n1β(ρ1β) n1.(ρ1.)

u2 n21(ρ21) n22(ρ22) . . . n2C(ρ2C) n2.(ρ2.)
...

...
...

...
...

uR nR1(ρR1) nR2(ρR2) . . . nRC(ρRC) nR.(ρR.)

Totais n.1(ρ.1) n.2(ρ.2) . . . n.C(ρ.C) n.. = n(ρ.. = 1)

Onde ni.(ρi.), (i = 1, . . . , R) representa o número (proporção) de elementos da pop-

ulação classificada em ui, e n.j(ρ.j) (j = 1, . . . , C) representa o número (proporção)

de elementos da população classificada em vj. Na tabela de contingência, a linha i

representa a distribuição dos elementos da classe ui por todas as classes da partição V,

e a coluna j representa a distribuição dos elementos da classe vj por todas as classes

da partição U.

Muitas medidas são calculadas em função do número de pares de valores de Ω, {xi, xj}
que são classificados do mesmo modo nas duas partições U e V . Designemos quatro

tipos de atribuições diferentes que podem estar associadas ao par {xi, xj} [113]:

• Tipo I: O par é atribúıdo à mesma classe em U e em V . O número de casos
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deste tipo representa-se por a.

• Tipo II: O par é atribúıdo a classes diferentes em U e em V . O número de casos

deste tipo representa-se por b.

• Tipo III: O par é atribúıdo a classes diferentes em U mas na mesma classe em

V . O número de casos deste tipo representa-se por c.

• Tipo IV: O par é atribúıdo à mesma classe em U mas em classes diferentes em

V . O número de casos deste tipo representa-se por d.

Os pares de elementos de Tipo I e Tipo II dizem-se pares concordantes, os restantes

dizem-se pares discordantes.

Defina-se por A = a + b o número de todos os pares concordantes (pares do tipo I e

II) e por D = c + d o número de pares discordantes (pares de tipo III e IV). Então

tem-se [113]:

A =





n

2



+
R
∑

i=1

C
∑

j=1

n2
ij −

1

2





R
∑

i=1

n2
i. +

C
∑

j=1

n2
.j



 (2.12)

e

A + D =





n

2



⇐⇒ D =
1

2





R
∑

i=1

n2
i. +

C
∑

j=1

n2
.j



−
R
∑

i=1

C
∑

j=1

n2
ij (2.13)

2.5.2 Índice Kappa de Cohen

Um dos primeiros ı́ndices que surgiram na literatura usando pares de elementos con-

cordantes foi o ı́ndice Kappa de Cohen, aplicado no caso particular em que R = C

(mesmo número de classes nas duas partições), e é dado por ([44] e [116]):

κ =
Po − Pe

1− Pe

(2.14)

onde

Po =
R
∑

i=1

nii

n

é a proporção observada de pares concordantes e

Pe =
R
∑

i=1

ni.n.i

n2
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é a proporção esperada de pares concordantes devido ao acaso e sob a hipótese de

independência entre partições.

2.5.3 Índice de Rand

O ı́ndice de Rand permite comparar duas partições com número de classes não neces-

sariamente iguais. Basicamente, este ı́ndice baseia-se no número de pares de elementos

que foram atribúıdos da mesma maneira em cada uma das partições, ou seja, baseia-se

no número de pares de elementos concordantes (tipo I e II). Assim, seguindo a notação

da secção anterior, o ı́ndice de Rand, designado por IR é dado por [189]:

IR =
a + b

a + b + c + d
=

A




n

2





De um modo mais pormenorizado tem-se:

IR =





n

2



+
R
∑

i=1

C
∑

j=1

n2
ij −

1

2





R
∑

i=1

n2
i. +

C
∑

j=1

n2
.j









n

2





(2.15)

Verifica-se 0 ≤ IR ≤ 1, tomando o valor 0 quando as duas partições não têm qualquer

semelhança (ou seja, quando uma partição é constitúıda por uma só classe com todos

os elementos, e a outra é constitúıda por n classes com 1 elemento cada) e o valor

1 quando o acordo entre as duas partições é completo. Em [189] foi definida de

modo assimptótico a distribuição do ı́ndice descrita pela média, pelo desvio padrão e

pela percentagem de completo acordo, usando técnicas de simulação de Monte Carlo.

Outros ı́ndices baseados em pares de elementos concordantes são propostos em [219]

e [69].

Um dos problemas deste ı́ndice é a não definição do valor que assume, se o acordo

entre as duas partições for devido ao acaso. Com o objectivo de colmatar esta lacuna,

outros autores se debruçaram sobre este ı́ndice e deram um passo em frente no seu

tratamento probabiĺıstico ([35], [116], [38], [167], [113] e [132]).
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O valor esperado do número de pares concordantes depende das entradas da tabela

de contingência nij, cuja distribuição depende, por sua vez, de os subtotais marginais

da tabela serem fixos (modelo hipergeométrico) ou variáveis (modelo multinomial).

Usando o modelo hipergeométrico em [35] são deduzidas as fórmulas para a média e a

variância do número de pares concordantes (A). A hipótese nula de acordo devido ao

acaso pode ser testada usando a estat́ıstica de Brennan & Light [35]: ZA =
A− E(A)
√

var(A)
e assumindo que, para grandes valores de R, C e n, segue uma distribuição Normal

estandardizada. Os autores fizeram um estudo emṕırico para testar a validade da

aproximação à Normal tomada pela estat́ıstica apresentada, usando valores pequenos

de R, C e n e obtiveram uma boa aproximação, mostrando ainda que a validade da

aproximação depende mais dos valores de R e de C do que de n.

Em [116] é apresentada uma generalização do estudo apresentado em [35], mais conc-

retamente é obtida uma função monótona da estat́ıstica de Brennan & Light, baseada

na generalização de um coeficiente de correlação, acompanhada de uma interpretação

probabiĺıstica, permitindo uma simplificação do cálculo daquela estat́ıstica. Con-

siderando somas marginais fixas e variáveis, são deduzidas as fórmulas para a média

e a variância do número de pares concordantes. No mesmo contexto, é sugerida uma

estat́ıstica com uma distribuição assimptoticamente Normal de uma amostra de grande

dimensão, para testar a hipótese nula de que o acordo existente nos pares concordantes

seja devido ao acaso.

Em [38] é referido que a distribuição Normal para o número de pares concordantes

definido em [35] é inadequada, particularmente quando uma ou as duas partições têm

um número muito aproximado de elementos em cada classe. Neste trabalho prova-

se que se as margens da tabela de contingência são constantes, A é claramente uma

função linear da estat́ıstica χ2 para testar a associação da tabela e espera-se que

seja aproximadamente uma função linear de uma distribuição do qui-quadrado com

(R − 1)(C − 1) graus de liberdade. Isto sugere que a distribuição de A deverá estar

longe da distribuição Normal se R e C forem pequenos mesmo que n seja grande.

Usando o método dos momentos fez-se uma aproximação da distribuição de A por

uma função linear da distribuição do qui-quadrado, defendendo que a aproximação do

qui-quadrado da estat́ıstica A é melhor do que a aproximação à Normal.
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2.5.4 Índice de Rand Ajustado de Morey e Agresti

Nesta secção é proposto um ajuste do ı́ndice de Rand permitindo ao utilizador com-

parar duas partições diferentes, corrigindo o ı́ndice de modo a que tome em conta o

contributo do acaso para qualquer semelhança verificada.

O Índice de Rand Ajustado de Morey e Agresti (IRA) consiste num ajustamento do

ı́ndice de Rand para o acaso e é definido por [167]:

IRA =

R
∑

i=1

C
∑

j=1

n2
ij −

R
∑

i=1

n2
i.

C
∑

j=1

n2
.j

n2

1

2





R
∑

i=1

n2
i. +

C
∑

j=1

n2
.j



−

R
∑

i=1

n2
i.

C
∑

j=1

n2
.j

n2

(2.16)

Verifica-se −1 ≤ IRA ≤ 1, o ı́ndice toma o valor é 1 quando as duas partições são

idênticas, toma o valor 0 quando o acordo verificado entre as duas partições se deve ao

acaso e toma valores negativos quando o grau de semelhança entre as duas partições

é menor que o valor esperado por uma atribuição ao acaso.

Se se classificar uma amostra aleatória com número fixo de classes, então a estat́ıstica

IRA segue uma distribuição aproximadamente Normal. A variância assimptótica para

a estat́ıstica IRA é calculada usando o método delta [88].

2.5.5 Índice de Rand Corrigido de Hubert e Arabie

A dedução apresentada em [167] (e usada em [164]) é contestada por Hubert & Arabie

em [113] por ser desenvolvida com base num pressuposto falso, o qual advogava que

o valor esperado do quadrado de uma variável aleatória é igual ao quadrado do valor

esperado dessa variável.

Vejamos então como em [113] é feita a correcção da estat́ıstica de Rand para o

acaso, associando-lhe uma interpretação probabiĺıstica, ou seja, tomando em conta
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o contributo do acaso no valor do ı́ndice que terá de ser um valor constante (ex. zero).

Sob o pressuposto hipergeométrico para as somas marginais da tabela de contingência,

mostra-se que o valor esperado do ı́ndice de Rand é dado pela seguinte expressão:

E(IR) = 1 + 2

R
∑

i=1





ni.

2





C
∑

j=1





n.j

2









n

2





2 −

R
∑

i=1





ni.

2



+
C
∑

j=1





n.j

2









n

2





(2.17)

Usando a fórmula geral de um ı́ndice I corrigido para o acaso:

I − E(I)

Imax − E(I)
(2.18)

que é limitado por 1 e toma o valor zero quando o ı́ndice iguala o seu valor esperado,

o Índice de Rand Corrigido de Hubert e Arabie (IRC) é dado por [113]:

IRC =
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(2.19)

Este ı́ndice toma valores em [−1, 1], onde o valor 1 indica um perfeito acordo entre as

duas partições, enquanto que valores próximos de 0 correspondem a um acordo entre

as partições devido ao acaso.

Este ı́ndice vai ser usado ao longo da dissertação sempre que for necessário comparar

duas partições.

2.5.6 Índice de Jaccard

O ı́ndice de Jaccard é dado por

J =
a

a + c + d
(2.20)



74 Caṕıtulo 2

Este ı́ndice ignora os casos de tipo II, ou seja, não considera os casos em que os pares

de elementos são classificados em classes diferentes em ambas as partições. Em [160],

na realização de algumas experiências, verifica-se que o ı́ndice de Rand e de Jaccard

apresentaram uma elevada correlação (0.937), mostrando que de facto, os pares de

tipo II podem não ter uma grande influência na comparação de partições.

2.5.7 Índice de Fowlkes & Mallows

Em [69] é apresentada uma medida numérica do grau de semelhança entre classificações

hierárquicas representada por Bk, sendo calculada a partir das partições obtidas pelo

corte das árvores representativas das classificações hierárquicas, num ńıvel tal que

origine k classes em cada uma. Deste modo, e tal como foi notado em [173] e [219],

esta medida é aplicada a partições sem se ter em conta a estrutura hierárquica em

cada uma das classificações, por exemplo o ńıvel onde se cortou cada uma das árvores

é ignorado. Para este ı́ndice é calculada a média e a variância sob o pressuposto de que

as somas marginais da matriz [nij] são constantes, ou seja, considera-se constante o

número de elementos em cada uma das classes de cada uma das classificações. Através

de algumas experiências baseadas no método Monte Carlo, compara-se Bk com o

Índice de Baker [9] e com o Índice de Rand [189]. Nesta secção vamos considerar o

caso particular em que na tabela de contingência se tem R = S = k (apesar de esta

restrição não ser necessária segundo [219]). A medida proposta é dada por [69]:

Bk =
Tk√

Pk Qk

(2.21)

onde

Tk =
k
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i=1

k
∑

j=1
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Pk =
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∑
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Qk =
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ni. =
k
∑

j=1

nij ; n.j =
k
∑

i=1

nij ; n.. = n =
k
∑

i=1

k
∑

j=1

nij (2.25)

Verifica-se 0 ≤ Bk ≤ 1, existindo uma correspondência directa entre valores altos do

ı́ndice e um acordo entre as duas partições a serem comparadas. Sob o pressuposto

hipergeométrico para as somas marginais da tabela de contingência, os autores de-

duzem as expressões para a média e a variância de Bk. Neste trabalho é deduzida

outra fórmula para o ı́ndice de Rand baseada nas expressões (2.22), (2.23) e (2.24) e

usando o mesmo pressuposto de margens fixas, são deduzidas a média e a variância

para este ı́ndice.

O ı́ndice de Fowlkes & Mallows também pode ser dado por [163]:

Bk =
a

√

(a + b)(a + c)
(2.26)

2.5.8 Índice de Youness & Saporta

Mais recentemente em [225] foi proposto um novo ı́ndice de comparação de duas

partições do mesmo conjunto de dados, baseado no teste de Mac Nemar. Este é

um teste não paramétrico frequentemente usado para verificar a igualdade de duas

proporções em amostras encaixadas. Por exemplo, represente-se por a′ o número de

indiv́ıduos que mantêm a mesma opinião favorável, antes e depois de uma campanha;

represente-se por b′ o número de indiv́ıduos que mantêm a mesma opinião desfavorável,

antes e depois de uma campanha; finalmente, considere-se c′ e d′ a frequência daqueles

que mudaram de opinião no decurso da campanha. A estat́ıstica de teste correspon-

dente à hipótese nula de que as mudanças de opinião são equiprováveis é dada por

[225]:

Mc =
d′ − c′√
c′ + d′

(2.27)

que segue uma distribuição aproximadamente Normal de média zero e desvio um, para

n grande.
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Usando o teste para o conjunto de pares de objectos, obtém-se uma nova medida de

comparação entre duas partições [225]:

Mc =
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∑
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2.5.9 Comparação entre Alguns Critérios Externos

Já foram feitos alguns trabalhos de comparação entre alguns ı́ndices apresentadas

nesta secção, entre eles refira-se um trabalho apresentado em [164] no qual usando

técnicas de Monte Carlo se comparam os ı́ndices: ı́ndice de Rand (IR), ı́ndice de

Rand Ajustado de Morey e Agresti (IRA), ı́ndice de Jaccard e ı́ndice de Fowlkes &

Mallows. Como resultado das experiências concluiu-se que os ı́ndices IRA e de Jaccard

apresentaram um melhor desempenho na avaliação da capacidade de recuperação da

estrutura existente nos dados por um método de classificação hierárquica. No entanto,

neste trabalho os ı́ndices só foram aplicados a partições com o mesmo número de

classes. Em [163], os quatro ı́ndices referidos no trabalho anterior e ainda o ı́ndice de

Rand Corrigido de Hubert & Arabie (IRC) foram comparados usando partições com

diferente número de classes. Os ı́ndices são usados na comparação do resultado obtido

pela aplicação de um algoritmo hierárquico ao conjunto de dados, com a partição que

indica a estrutura em classes que se sabe existir no conjunto de dados.

O estudo apresentado foi efectuado comparando uma partição com um número de

classes fixo representando a estrutura que se sabe existir no conjunto de dados, com

diferentes ńıveis de uma hierarquia, ou seja, com partições com diferente número de

classes. O resultado do estudo mostrou que os ı́ndices IRA e IRC apresentaram um

bom comportamento para o caso nulo de ausência de classes, concluindo-se, no entanto,

que o Índice de Rand Ajustado de Hubert e Arabie foi mais eficiente.



Caṕıtulo 3

Escolha do Número de Classes

Sendo a análise classificatória um processo não supervisionado, não é suposto existir

algum conhecimento sobre a estrutura dos dados, capaz de fornecer informação útil

para a identificação do número de classes. Assim, um dos problemas mais persistentes

no contexto da análise classificatória, consiste no desconhecimento a priori do número

de classes existente no conjunto de dados. O problema é muito pertinente uma vez

que o número de classes é um dos parâmetros de entrada de um elevado número

de algoritmos de classificação, condicionando sobremaneira a eficácia dos métodos.

Assim, torna-se muito importante toda a investigação realizada nesta área.

O processo que orienta a escolha do número de classes existente no conjunto de dados,

é diferenciado de acordo com o tipo de algoritmo de classificação usado. Quanto aos

algoritmos de partição, à parte de algumas excepções, a investigação tem consistido

no desenvolvimento de alguns ı́ndices de validação que, associados a algoritmos de

classificação e aos seus parâmetros de entrada, pretendem indicar o número de classes

existente no conjunto de dados. Pretende-se seleccionar o algoritmo e a combinação

dos valores dos seus parâmetros de entrada, que correspondem à partição que melhor

descreve a estrutura em classes dos dados. Seguindo esta abordagem, os algoritmos de

classificação são executados para diferentes valores dos seus parâmetros de entrada,

obtendo-se uma partição para cada combinação de valores, para a qual é calculado um

ı́ndice de validação. Escolhe-se a partição em k classes, aquela que obedece ao critério

estabelecido pelo ı́ndice de validação. Se o algoritmo de classificação tiver como único

parâmetro de entrada o número de classes k, faz-se variar o seu valor, em geral de

2 até um número máximo kmax. Um dos problemas que surgem neste contexto, diz

respeito ao valor de kmax a escolher. Na literatura não existem guias de acção para

77
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uma boa escolha deste valor; no entanto, se não existir qualquer informação àcerca do

número de classes presente no conjunto de dados, pode considerar-se kmax ≤
√

n [182].

Esta estratégia funciona se o ı́ndice não for tendencioso com o número de classes. Infe-

lizmente muitos ı́ndices de validação conhecidos apresentam um aumento (diminuição)

do seu valor, à medida que o número de classes aumenta. Sendo assim, localizar

um mı́nimo (máximo) local indicador do valor de k, pode não identificar uma boa

partição. Para ı́ndices que apresentem esta indesejável tendência, a alternativa é

procurar o valor de k para o qual ocorre localmente uma mudança significativa do

valor do ı́ndice de validação, identificando-se graficamente como um ”cotovelo”. Uma

outra fonte de complicações, associadas a muitos dos ı́ndices neste contexto, é que os

seus comportamentos dependem de muitos outros factores tais como o número e a

dimensionalidade dos elementos no conjunto de dados [216].

Nas excepções à abordagem anterior refiram-se os métodos baseados numa mistura de

modelos nos quais se assume que os dados são gerados por um modelo misto, no qual

cada componente é interpretado como uma classe, e pressupõe-se que cada elemento

do conjunto de dados foi gerado por uma e uma só das classes ou componentes. Neste

tipo de abordagem, dado o conjunto de dados no qual não é conhecida a componente

origem de cada elemento, são inferidos os parâmetros das funções de densidade (as

classes) ([11] e [209]). O número de classes que melhor reflectem a estrutura do

conjunto de dados, pode ser estimado usando modelos probabiĺısticos baseados em

testes de Monte Carlo com validação cruzada [207]; ou pode ser inferido supondo uma

mistura de modelos gaussianos nos dados e pela detecção de um ”cotovelo” na curva de

máxima verosimilhança [19]; ou ainda usando uma aproximação Bayesiana, pela qual

o problema da escolha do número de classes é resolvido em simultâneo com a escolha

do melhor modelo ([70] e [11]). Em [43] é apresentado o método AUTOCLASS que é

um algoritmo baseado no modelo clássico de mistura de componentes, suplementado

por uma método Bayesiano para determinar o número de classes. Neste método não

se considera que cada elemento pertence a uma única componente ou classe, mas são

calculadas as probabilidades de um elemento pertencer a cada uma das classes. Em

[215] são apresentados novos critérios de classificação para serem usados no caso em

que se pode supor uma mistura de distribuições normais multivariadas no conjunto

de dados. Os critérios baseiam-se em abordagens Bayesianas e de máxima verosimil-

hança, correspondentes a diferentes pressupostos sobre as matrizes de covariância da

mistura de componentes. Os métodos de reamostragem, habitualmente utilizados no
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contexto da análise discriminante, podem também ser usados para estimar o número

de classes em análise classificatória [77].

Têm surgido na literatura muitos ı́ndices de validação considerados como medidas

da qualidade de uma classificação, pretendendo identificar estruturas que reflectem

melhor a organização dos dados em classes, quando tal estrutura existe. No entanto, é

muito dif́ıcil definir ı́ndices de validação que sejam completamente fiáveis para qualquer

que seja o conjunto de dados. O melhor que se consegue é a definição de alguns ı́ndices

de validação que apresentam uma elevada fiabilidade para conjuntos de dados com

determinadas caracteŕısticas. É dif́ıcil definir um ı́ndice de validação que seja fiável

para todos os conjuntos de dados. Tal como referido em [182]: ”no matter how good

your index is, there is a data set out there waiting to trick it (and you)”.

Segue-se a descrição de alguns ı́ndices de validação que têm como tarefa principal

identificar o número de classes existente no conjunto de dados. Estes ı́ndices inserem-

se no contexto da validação relativa do resultado da aplicação de um algoritmo de

classificação, uma vez que consiste na comparação de diferentes partições de um mesmo

conjunto de dados, resultantes da aplicação do mesmo algoritmo com diferentes valores

para os seus parâmetros de entrada.

3.1 Índice de Validação SD

O Índice de validação SD é proposto em [104] e a sua definição é baseada nos con-

ceitos de dispersão média das classes e separação total entre classes, definidas usando

dissemelhanças intra-classes e entre classes. Basicamente, este ı́ndice selecciona a

partição cuja densidade de pontos dentro das classes é muito maior do que a densidade

de pontos entre classes. Assim, o ı́ndice pretende identificar classes compactas e

isoladas. Consideremos Ω = {x1, . . . , xn} o conjunto de n elementos descritos por

t atributos numéricos, e C1, . . . , Ck uma partição em k classes de n1, . . . , nk elementos

e r1, . . . , rk representantes, respectivamente. Represente-se por ζ(Ω) a dispersão do

conjunto de dados, definida para a tésima coordenada, por ζt(Ω) =
1

n

n
∑

j=1

(xjt − x̄t)
2

onde x̄t é a tésima coordenada de X̄ =
1

n

n
∑

j=1

xj, ∀xj ∈ Ω. Represente-se por ζ(Ci) a
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dispersão da classe Ci e defina-se, para a tésima coordenada, ζt(Ci) =
1

ni

∑

j∈Ai

(xjt−rit)
2

onde ri é o representante da classe Ci e Ai é o conjunto dos ı́ndices dos elementos

pertencentes à classe Ci.

O ı́ndice tem uma ordem de grandeza linear, e é definido por:

SD(k) = γScat(k) + Dis(k) (3.1)

onde Scat(k) =
1

k

k
∑

i=1

‖ ζ(Ci) ‖2
‖ ζ(Ω) ‖2

(1) e Dis(k) é a separação total entre classes, dada

por

Dis(k) =
Dmax

Dmin

k
∑

i=1





k
∑

j=1

‖ri − rj‖2




−1

(3.2)

onde Dmax = max{‖ri − rj‖2}∀i, j ∈ {1, 2, . . . , k} e Dmin = min{‖ri − rj‖2}∀i, j ∈
{1, 2, . . . , k} são respectivamente a distância máxima e mı́nima entre representantes

das classes. O factor γ é um factor de balanço e é igual a Dis(kmax) quando kmax é

o número máximo de classes. A influência do número máximo de classes relacionado

com o factor de balanço é discutido em [102], sendo provado que o valor indicativo do

número de classes é obtido quase independentemente do valor máximo de classes. O

número de classes presentes no conjunto de dados é aquele que minimiza o valor do

ı́ndice.

3.2 Índice de Davies-Bouldin (DBI)

O ı́ndice de Davies-Bouldin é baseado na ideia de que uma boa partição é aquela para

a qual as medidas de separação entre classes e a densidade das classes apresentam

valores altos. O ı́ndice é uma função da razão entre a soma da dispersão intra-classes

e a separação entre-classes e é dado por [49]:

R̄ =
1

k

k
∑

i=1

max{i6=j}{Rij} (3.3)

1‖ x ‖q= (xT
x)

1

q
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onde

Rij = R(sq
i , s

q
j , dij) =

sq
i + sq

j

dij

(3.4)

sendo sq
i =

1

ni

∑

j∈Ai

‖ xj − ri ‖q e sq
j =

1

nj

∑

i∈Aj

‖ xi − rj ‖q as dispersões das classes Ci

e Cj respectivamente, ri e rj e Ai e Aj são respectivamente os centros de gravidade

e os conjuntos dos ı́ndices dos elementos das classes Ci e Cj. Finalmente dij é a

dissemelhança entre os centros das classes Ci e Cj.

Uma vez que o objectivo é minimizar a dispersão dentro de classes e maximizar a

separação entre classes, o número de classes k que minimiza R̄, é tomado como o valor

indicativo do número de classes existente no conjunto de dados.

3.3 Índice de Dunn (DI)

O ı́ndice de Dunn tenta identificar partições de classes compactas e isoladas. O número

de classes que maximiza o valor do ı́ndice é tomado como o valor de k, adequado ao

conjunto de dados. O ı́ndice é dado por [18]:

DI = min
{i=1,...,k−1}

{

min
{j=i+1,...,k}

{

δ(Ci, Cj)

max{r=1,...,k}{∆(Cr)}

}}

(3.5)

onde δ(Ci, Cj) é a dissemelhança entre as classes Ci e Cj, dada por exemplo, pela média

das dissemelhanças entre pares de elementos de cada uma das classes. O valor ∆(Cr)

representa o diâmetro da classe Cr, sendo dado, por exemplo, pela dissemelhança

máxima entre pares de elementos da classe.

Se o conjunto de dados contém classes compactas e bem separadas, então espera-se

que a dissemelhança entre as classes seja grande e o diâmetro das classes seja pequeno.

Sendo assim, e baseando-nos nas definições do ı́ndice de Dunn, pode-se concluir que

grandes valores do ı́ndice indicam a presença de classes compactas e bem separadas.
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O desempenho do ı́ndice de Dunn depende sobremaneira das definições da dissemel-

hança entre classes δ(·, ·) e do diâmetro das classes ∆(·). Em [18] foi feito um estudo

de comparação entre várias definições para estas duas medidas. Para a dissemelhança

entre classes o autor definiu seis medidas diferentes: o mı́nimo entre as dissemel-

hanças de pares de elementos pertencentes a classes diferentes (δ1); o máximo entre as

dissemelhanças de pares de elementos pertencentes a classes diferentes (δ2); a média

entre as dissemelhanças de pares de elementos pertencentes a classes diferentes (δ3); a

dissemelhança entre os centros das classes (δ4); a média das dissemelhanças entre os

elementos das duas classes e os respectivos centros (δ5); e ainda a métrica de Hausdorff

(δ6) definida por:

δ6(S, T ) = δHausdorff (S, T ) = max{δ(S, T ), δ(T, S)} (3.6)

onde

δ(S, T ) = max{x∈S}{min{y∈T}{d(x, y)}}

δ(T, S) = max{y∈T}{min{x∈S}{d(x, y)}}
(3.7)

sendo esta medida menos senśıvel à presença de pontos isolados.

Foram definidas três medidas para o diâmetro de uma classe: o máximo das dissemel-

hanças entre pares de elementos da classe (∆1); a média das dissemelhanças entre

pares de elementos da classe (∆2); e a média das dissemelhanças entre os elementos

da classe e o centro da mesma (∆3).

Combinando estas medidas é posśıvel definir dezoito variações do ı́ndice de Dunn. Das

experiências realizadas [18] concluiu-se que os ı́ndices de Dunn que usam a medida δ1

ou ∆1, apresentam um pior desempenho devido à grande sensibilidade destas medidas

relativamente a pontos isolados. Este facto é consequência de os cálculos englobarem só

dois dos elementos da classe, e não todos, como acontece para algumas outras medidas.

As medidas que conjugam ∆1 com δ3, δ4 ou δ5; e ∆3 com δ3 ou δ5 apresentam bons

desempenhos. No estudo referido, as medidas δ3 e δ5 foram eficazes, sendo referido

que outros estudos mostram o bom desempenho de δ6.
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3.4 Generalização dos Índices Davies-Bouldin e de

Dunn usando Conceitos da Teoria dos Grafos

Em [183] são apresentadas formas generalizadas para os ı́ndices de Davies-Bouldin

(BDI) e de Dunn (DI), utilizando conceitos da teoria de grafos, de modo a abranger

classes não esféricas e serem robustos na presença de ponto isolados.

Considere-se uma correspondência directa entre os vértices do grafo e os elementos

do conjunto de dados. Os grafos Árvore de Comprimento Mı́nimo (Minimal Spanning

Tree) (ACM), Grafo de Vizinhança Relativa (Relative Neighborhood Graph) (GVR) e

Grafo Gabriel (Gabriel Graph) (GG) são frequentemente usados no contexto da análise

classificatória, e são nesta secção aplicados à construção de ı́ndices de validação.

Definamos resumidamente cada um deste grafos. Consideremos um grafo representa-

tivo dos dados, no qual os arcos estão ponderados pela dissemelhança entre os vértices,

representando o custo do arco. Quaisquer dois vértices estão ligados por um caminho

ou sequência de arcos, cujo custo é igual ao custo máximo de entre todos os arcos

presentes no caminho. Um grafo ACM é um grafo deste tipo sem ciclos e de custo

mı́nimo. Num grafo GVR, dois vértices xi e xj estão ligados se se verificar d(xi, xj) ≤
max{d(xi, xk), d(xj, xk), ∀k, k 6= i, k 6= j} onde d(xi, xj) é a distância euclideana entre

xi e xj; ou seja, se nenhum outro vértice do conjunto pertence à intersecção das duas

bolas de raio d(xi, xj) e de centros xi e xj. Finalmente num grafo GG, dois vértices xi e

xj estão ligados se se verificar d2(xi, xj) < d2(xi, xk)+d2(xj, xk), ∀k, k 6= i, k 6= j onde

d2(xi, xj) é o quadrado da distância euclideana entre xi e xj; ou seja, se nenhum outro

ponto do conjunto pertence à bola de diâmetro d(xi, xj) centrado no ponto médio do

segmento entre xi e xj. Seja e um arco do grafo representativo dos dados e seja c(e)

o custo do arco e, dado pela distância entre os seus vértices extremos.

Sejam EACM
r , EGV R

r e EGG
r (r = 1 . . . , k), o conjunto de arcos que unem elementos da

classe Cr, obtida por algum algoritmo de classificação aplicado ao conjunto de dados,

no qual foi imposta uma estrutura de acordo com cada um dos três tipos de grafos. Se-

jam ∆ACM(Cr) = max{c(eACM
r )|eACM

r ∈ EACM
r }, ∆GV R(Cr) = max{c(eGV R

r )|eGV R
r ∈

EGV R
r } e ∆GG(Cr) = max{c(eGG

r )|eGG
r ∈ EGG

r }. Estas medidas podem ser substitúıdas

em (3.5) proporcionando mais três versões diferentes para o ı́ndice de Dunn. Quanto ao

ı́ndice de Davies-Bouldin, podem obter-se três novas versões do ı́ndice se substituirmos
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em (3.4) a dispersão de cada classe Cr (r = 1, . . . , k) por ∆ACM(Cr), ∆GV R(Cr) ou

∆GG(Cr).

Da análise dos resultados de algumas experiências [183], concluiu-se que todas as

generalizações do ı́ndice de Dunn mostraram ter um melhor desempenho do que o

ı́ndice original, sendo o ı́ndice que usa o ∆GG(Cr) o melhor. Os ı́ndices generalizados

do ı́ndice de Davies-Bouldin mostraram-se mais eficientes na detecção de classes em

forma de cadeia, e menos senśıveis na presença de pontos isolados.

3.5 Índice de Krzanowski & Lai

Sejam {xij}, i = 1, . . . , n; j = 1, . . . , t os elementos a classificar. Suponhamos que

o conjunto de dados foi classificado em C1, . . . , Ck classes de n1, . . . , nk elementos,

respectivamente. Em [134] é proposto o ı́ndice:

KL(k) =

∣

∣

∣

∣

∣

DIFF (k)

DIFF (k + 1)

∣

∣

∣

∣

∣

(3.8)

onde

DIFF (k) = (k − 1)2/tWk−1 − k2/tWk (3.9)

e

Wk =
k
∑

r=1

1

2nr

Dr e Dr =
∑

i,i′∈Cr,i6=i′
dii′ (3.10)

onde dii′ =
t
∑

j=1

(xij − xi′j)
2 é o quadrado da distância euclideana entre os elementos

xi, x
′
i ∈ Cr. O valor de k indicativo do número de classes é aquele que maximiza o

valor do ı́ndice, identificando assim uma partição na qual a soma das distâncias entre

pares de elementos pertencentes à mesma classe, é a menor posśıvel.
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3.6 Estat́ıstica Silhouette de Kaufman & Rousseeuw

A estat́ıstica Silhouette de Kaufman & Rousseeuw proporciona um método gráfico

de verificação da densidade e isolamento de classes, diferenciando entre elementos do

centro e da fronteira da classe. A estat́ıstica é dada por ([199] e [131]):

s(x) =
b(x)− a(x)

max(a(x), b(x))
(3.11)

onde a(x) é a dissemelhança média do elemento x a todos os outros elementos per-

tencentes à mesma classe, b(x) é a dissemelhança média do elemento x a todos os

elementos pertencentes à classe que lhe está mais próxima, ou seja, à classe que

minimiza esta média. Verifica-se −1 ≤ s(x) ≤ 1, sendo os valores negativos indicativos

de que os elementos são similares aos membros de outras classes, e valores perto de

1 indicam que os elementos pertencem fortemente à classe na qual foram colocados,

indicando que o elemento foi bem classificado. O valor indicativo do número de classes

no conjunto de dados, é dado pelo valor que maximiza a média de s(x) para todos os

elementos do conjunto de dados.

3.7 Gap Statistics

Esta estat́ıstica pretende estimar o número de classes existente num conjunto de dados,

comparando a dispersão intra-classe com o valor esperado sob o modelo nulo Unimodal.

Ou seja [217],

Gapn(k) = E∗
n(log(Wk))− log(Wk) (3.12)

onde Wk está definido em (3.10), E∗
n representa o valor esperado, para uma amostra de

tamanho n, a partir da distribuição de referência. A estimativa do número de classes

é o valor de k para o qual a diferença entre log(Wk) e a curva de referência é maior, ou

seja, é o valor que maximiza Gapn(k) após se considerar a distribuição da amostra. É

conhecido que a inércia de uma classificação diminui à medida que o número de classes

aumenta, podendo-se identificar o número de classes correcto aquele que corresponde

a um ”cotovelo” no gráfico. Esta estat́ıstica pretende formalizar esta heuŕıstica.



86 Caṕıtulo 3

3.8 Estat́ıstica Modificada de Hubert

A estat́ıstica modificada de Hubert [112] é um ı́ndice de validação externo e mede

o grau de semelhança entre o conjunto de dados representado pela sua matriz de

dissemelhança, e a estrutura imposta por um algoritmo de classificação.

Seja P = [pij] uma matriz de dissemelhança n × n e pij alguma medida de dissemel-

hança entre os elementos i e j. A matriz Q = [qij] é uma matriz n × n definida

por:

qij = ‖ rL(i) − rL(j) ‖2 (3.13)

para i, j = 1, 2, . . . , n; L(i) = m se o elemento i pertence à classe m e rL(i) é o centro

de gravidade da classe à qual o elemento i pertence.

A estat́ıstica de Hubert Γ, é definida a partir de P e Q e é dada por:

Γ(P,Q) =
n−1
∑

i=1

n
∑

j=i+1

pijqij (3.14)

Na sua forma normalizada, Γ surge como um coeficiente de correlação simples entre

as entradas de P e de Q:

Γ′(P,Q) =

1

M

n−1
∑

i=1

n
∑

j=i+1

(pij − p̄)(qij − q̄)

SP SQ

(3.15)

onde M =
n(n− 1)

2
e:

p̄ =
1

M

n−1
∑

i=1

n
∑

j=i+1

pij, q̄ =
1

M

n−1
∑

i=1

n
∑

j=i+1

qij

S2
P =

1

M

n−1
∑

i=1

n
∑

j=i+1

p2
ij − p̄2, S2

Q =
1

M

n−1
∑

i=1

n
∑

j=i+1

q2
ij − q̄2
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Para o ı́ndice normalizado tem-se −1 ≤ Γ′ ≤ 1. O ı́ndice Γ′ mede a relação linear

entre as entradas de P e de Q.

Considere-se ainda, m1 = a + d (número de elementos que pertencem à mesma classe

na primeira partição) e m2 = a + c (número de elementos que pertencem à mesma

classe na segunda partição); mostra-se que [216]:

Γ′ =
Ma−m1m2

m1m2(M −m1)(M −m2)
(3.16)

Experiências práticas [112] mostram que este ı́ndice tem tendência a aumentar com o

número de classes. Sendo assim, não são os valores absolutos da estat́ıstica modificada

que são examinados mas sim as mudanças verificadas nos valores como função do

número de classes, identificando-se assim, o número de classes bem separadas, no

”cotovelo” do gráfico representativo dos valores do ı́ndice contra o número de classes.

3.9 Índice de Lerman Costa Silva

Nesta secção é apresentado um ı́ndice que pretende determinar o número de classes

existente num conjunto de dados, caracterizados por atributos numéricos e categóricos.

Este critério resultou de uma linearização do ı́ndice de Lerman [140] e consequente

extensão a atributos mistos ([141], [142] e [205]).

Consideremos um conjunto Ω de n elementos caracterizados por t atributos (ou variáveis)

numéricos. Como resultado da aplicação de um método de classificação não hierárquica

ao conjunto Ω, obtém-se uma partição em k classes. Designemos por Cℓ uma dessas

classes, nℓ o número de elementos da classe, gℓ o centro de gravidade da classe e Iℓ o

conjunto dos ı́ndices dos elementos da classe ℓ. O ı́ndice linear é dado por [142]:

1
√

r×s
n2

∑

1≤ℓ≤k

nℓ

∑

i∈Iℓ

d2(xi, g
ℓ)− µg

λg

(3.17)

onde

µg =
1

n

∑

x∈Ω

d2(x, g) e λ2
g =

1

n

∑

x∈Ω

{

[

d2(x, g)
]2
}

− µ2
g (3.18)
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são respectivamente a média e a variância das distâncias de todos os elementos do

conjunto ao centro global, g.

Sejam ainda

r =
∑

1≤ℓ≤k

n2
l e s = n2 − r (3.19)

O valor mı́nimo do ı́ndice é indicativo do número de classes existente no conjunto de

dados.

O ı́ndice de Lerman Costa Silva LCS, consiste na adaptação do ı́ndice definido em

(3.17) a conjuntos de dados com atributos mistos, podendo ser numéricos e/ou categóricos.

Sejam Ω = {x1, . . . , xn} o conjunto de dados e xij o valor do atributo j do objecto xi.

Considere-se que este valor é numérico se 1 ≤ j ≤ ℓ e é categórico se ℓ + 1 ≤ j ≤ t

(t > ℓ). A dissemelhança entre xi e xi′ pode ser calculada pela seguinte fórmula [111]:

d2(xi, xi′) =
∑

1≤j≤ℓ

(xij − xi′j)
2 + γ

∑

ℓ+1≤j≤t

δ (xij, xi′j) (3.20)

onde

δ (xij, xi′j) =







1 se xij 6= xi′j

0 se xij = xi′j

(3.21)

para ℓ + 1 ≤ j ≤ t. O parâmetro de equiĺıbrio γ evita o favorecimento de um dos

dois tipos de atributos, e é dado por 30% da média aritmética dos desvios padrão dos

atributos numéricos.

O centro de gravidade do conjunto Ω adaptado a atributos mistos é dado por [111]:

g = (g1, . . . , gh, . . . , gℓ, fℓ+1, . . . , fℓ+j, . . . , ft) (3.22)

onde gh é a média da componente h em Ω, 1 ≤ h ≤ ℓ, e fℓ+j representa a moda da

variável categórica ℓ + j (a categoria mais frequente em Ω), 1 ≤ j ≤ t− ℓ.
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3.10 Aplicação do Índice de Lerman Costa Silva e

Comparação com alguns Índices

Nesta secção pretende-se avaliar o desempenho do ı́ndice de Lerman Costa Silva LCS,

aplicado a partições obtidas por um método de partição estendido a atributos mistos

(k-prototype), comparando-o com alguns ı́ndices definidos em secções anteriores.

O algoritmo k-prototype [111] é uma extensão do algoritmo das k-médias suportando

atributos mistos (numéricos e/ou categóricos). Neste algoritmo, a dissemelhança entre

dois elementos é dada por (3.20). Os centros de gravidade são determinados pela média

dos atributos numéricos e pela moda dos atributos categóricos (3.22).

3.10.1 Geração dos Conjuntos de Dados

Os conjuntos de dados usados nesta secção foram gerados como se segue. O gerador de

dados produz classes de formas esférica e eĺıptica com densidades de pontos diferentes

no interior de cada classe. Cada classe é composta por três ćırculos ou elipses com

o mesmo centro mas com diferentes raios ou parâmetros eĺıpticos. Em cada arco de

ćırculo ou de elipse os pontos são atribúıdos com diferentes probabilidades, podendo

algumas delas ser zero. Para a geração de uma classe esférica deverão ser fornecidos

os seguintes parâmetros, representados na figura 3.1:

< p >< a >< b >< r1 >< r2 >< r3 >< p1 >< p2 >< p3 >

onde p é a percentagem de elementos que deverão pertencer a esta classe, (a, b) é o

centro das três circunferências, de raios r1, r2 e r3. O valor p1 é a percentagem dos

p elementos que pertencem ao ćırculo (A1), p2 é a percentagem dos p elementos que

pertencem à coroa circular central (A2) e p3 é a percentagem dos p elementos que

pertencem à coroa circular mais exterior (A3).

Para a geração de classes eĺıpticas deverão ser fornecidos os seguintes parâmetros,

representados na figura 3.2:

< p >< a >< b >< a1 >< b1 >< a2 >< b2 >< a3 >< b3 >< p1 >< p2 >< p3 >

onde p é a percentagem de elementos que deverão pertencer a esta classe, (a, b) é o

centro das três elipses, cujos parâmetros são (a1, b1), (a2, b2) e (a3, b3). O valor p1



90 Caṕıtulo 3

 
 
 
 
 
 
 

A1 

A2 

A3 

r1 

r2 

r3 

(a,b) 

Figura 3.1: Esquema de uma classe esférica obtida pelo gerador de classes artificiais.

é a percentagem dos p elementos que pertencem à elipse mais interior (E1), p2 é a

percentagem dos p elementos que pertencem à coroa eĺıptica central (E2) e p3 é a

percentagem dos p elementos que pertencem à coroa eĺıptica mais exterior(E3).

 
 
 
 
 
 
 

E1 E2 E3 
a1 a2 a3 

b1 

b2 

b3 

(a,b) 

Figura 3.2: Esquema de uma classe eĺıptica obtida pelo gerador de classes artificiais.

O gerador de números aleatórios entre dois números inteiros fixados foi obtido na

página da Internet: www.planet-source-code.com.
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3.10.2 Descrição dos Conjuntos de Dados

O primeiro conjunto de dados está representado na figura 3.3, é composto por 20000

elementos caracterizados por dois atributos numéricos num espaço euclideano, dis-

tribúıdos por cinco classes. A tabela 3.1 indica os parâmetros do gerador de dados

para as cinco classes do conjunto. A figura 3.4 representa a partição em cinco classes

identificada pelo método k-prototype.

 

Figura 3.3: Conjunto com 20000 elementos caracterizados por dois atributos

numéricos.

 

Figura 3.4: Distribuição em cinco classes identificadas pelo método k-prototype.

O segundo conjunto de dados deriva do primeiro, aumentando a dimensão com qua-

tro atributos categóricos com cinco categorias cada, seguindo a mesma distribuição
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Tabela 3.1: Parâmetros do gerador de dados para as cinco classes do conjunto de

dados representado na figura 3.3

p a b r1 r2 r3 p1 p2 p3

30 100 100 25 25 25 100 0 0

25 100 180 20 35 50 95 3 2

10 140 65 15 20 25 80 15 5

20 190 150 10 20 50 95 3 2

15 225 225 10 20 50 95 3 2

de probabilidades em elementos das mesmas classes, e distribuições diferentes entre

elementos de classes diferentes. Pretende-se deste modo, que a introdução dos quatro

novos atributos, não modifique a distribuição dos elementos nas classes. A distribuição

de probabilidades das diferentes categorias dos atributos categóricos, está representada

na tabela 3.2.

3.10.3 Resultados

O ı́ndice de LCS var ser comparado com os ı́ndices SD, DBI, DI e KL, definidos em

secções anteriores. No caso do ı́ndice DI optou-se pela média das dissemelhanças entre

pares de elementos de diferentes classes para definir a dissemelhança entre classes. O

diâmetro de uma classe é dado pela dissemelhança máxima entre pares de elementos

da classe.

O algoritmo k-prototype foi executado para k = 2 até k = 15, sendo para cada uma

das partições calculados os ı́ndices indicados.

A figura 3.5 representa os valores do ı́ndice LCS, obtidos para cada uma das partições

do primeiro conjunto de dados caracterizado por dois atributos numéricos. Como

se pode ver pelo gráfico, o valor mı́nimo corresponde a k = 5 cuja partição está

representada na figura 3.4.

A tabela 3.3 representa os resultados obtidos para todos os ı́ndices seleccionados. No

caso dos ı́ndices SD, DBI e LCS, o valor mı́nimo dos ı́ndices é indicativo do número

de classes, enquanto que para os ı́ndices DI e KL, o número de classes a considerar



Escolha do Número de Classes 93

Tabela 3.2: Distribuição de probabilidades das categorias dos quatro atributos

categóricos, para cada uma das cinco classes.

Atributo 1

’a’ ’b’ ’c’ ’d’ ’e’

0.072 0.116 0.115 0.642 0.055

0.070 0.570 0.186 0.112 0.062

0.075 0.190 0.119 0.122 0.494

0.080 0.188 0.566 0.132 0.034

0.071 0.170 0.581 0.124 0.054

Atributo 2

’f’ ’g’ ’h’ ’i’ ’j’

0.066 0.109 0.668 0.078 0.079

0.084 0.172 0.142 0.503 0.099

0.070 0.101 0.596 0.131 0.102

0.091 0.114 0.568 0.145 0.082

0.060 0.698 0.040 0.127 0.075

Atributo 3

’k’ ’l’ ’m’ ’n’ ’o’

0.068 0.528 0.113 0.204 0.087

0.074 0.470 0.162 0.207 0.087

0.061 0.096 0.557 0.193 0.093

0.076 0.139 0.504 0.205 0.076

0.064 0.135 0.535 0.186 0.080

Atributo 4

’p’ ’q’ ’r’ ’s’ ’t’

0.077 0.160 0.217 0.495 0.051

0.065 0.553 0.265 0.058 0.059

0.071 0.186 0.172 0.082 0.489

0.063 0.155 0.710 0.048 0.024

0.082 0.216 0.165 0.459 0.078

Tabela 3.3: Resultados da aplicação dos ı́ndices às partições obtidas pelo método

k-prototype, para o conjunto de atributos numéricos.

SD DBI DI KL LCS

k = 2 0.392 0.795 0.446 2.030 −10184.82

k = 3 0.311 0.699 0.428 0.843 −11402.02

k = 4 0.176 0.423 0.298 0.940 −11216.69

k = 5 0.089 0.162 0.454 5.637 −11610.54

k = 6 0.306 0.498 0.095 0.918 −10991.47

k = 7 1.503 0.557 0.092 0.986 −10817.02

k = 8 2.559 0.620 0.079 1.118 −10678.32

k = 9 0.500 0.757 0.079 1.571 −10528.74

k = 10 0.404 0.888 0.078 0.755 −9918.87

k = 11 0.480 0.870 0.077 0.951 −9719.78

k = 12 2.689 0.873 0.069 2.870 −9608.35

k = 13 0.619 0.958 0.069 2.590 −7096.19

k = 14 2.228 0.930 0.069 0.138 −6195.30

k = 15 0.680 0.948 0.069 0.419 −6355.76
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Figura 3.5: Gráfico representativo dos valores do ı́ndice LCS para o conjunto de dados

com atributos numéricos, representado na figura 3.3.
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Figura 3.6: Gráfico representativo dos valores do ı́ndice LCS para o conjunto de dados

com atributos mistos.

corresponde ao valor máximo apresentado por estes ı́ndices. Como se pode ver pela

tabela, todos os ı́ndices foram eficazes na identificação da partição em cinco classes

como aquela que melhor representa o conjunto de dados. No entanto, quanto aos

tempos de execução os resultados são diferentes. A tabela 3.4 representa o tempo de

execução dos ı́ndices para as 14 partições analisadas, sendo a execução feita num PC

Pentium 4 de 3GHz a 512 Mbytes de RAM. Como se pode ver pela referida tabela, o

ı́ndice LCS apresenta o terceiro melhor tempo, tendo dois ı́ndices com pior tempo, os

ı́ndices DI e KL e dois com melhor tempo, os ı́ndices SD e DBI.

No caso do segundo conjunto com dados de atributos mistos, o gráfico representativo

dos valores do ı́ndice LCS está representado na figura 3.6, identificando também a
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Tabela 3.4: Tempos de execução dos ı́ndices para as 14 partições analisadas.

Tempo (seg.)

SD 0.34

DBI 0.52

DI 233.05

KL 70.14

LCS 30.66

partição em cinco classes.

Para analisar o segundo conjunto de dados com atributos mistos, foi feita uma extensão

de cada um dos ı́ndices para atributos mistos usando a mesma abordagem, quanto à

função dissemelhança entre elementos e centros de gravidade, que a usada para o ı́ndice

LCS, definindo os ı́ndices SDM, DBIM, DIM e KLM.

Obtiveram-se os resultados representados na tabela 3.5. Como se pode ver pela tabela

só os ı́ndices KLM e LCS identificaram a partição em cinco classes. Tendo em conta

que para o conjunto de atributos numéricos, o ı́ndice KLM foi mais lento que o ı́ndice

LCS, os resultados mostram que relativamente a atributos mistos, o ı́ndice LCS é mais

eficiente que os ı́ndices considerados, estendidos a atributos mistos.

3.11 Determinação do número de classes nos métodos

hierárquicos: Regras de Corte

Nos métodos hierárquicos, os procedimentos que procuram o valor mais apropriado de

k, são em geral referidos como regras de corte. Usando estes métodos podemos seguir

dois caminhos. Por um lado, pode obter-se uma classificação hierárquica completa,

seguindo-se a aplicação de um indicador do ńıvel de ”corte” da estrutura em árvore,

de modo a obter-se o número de classes [8]. Ou por outro lado, pode existir um

parâmetro externo que, num determinado momento da execução do método, faça parar

a reunião ou divisão de classes, parando assim o processo de classificação. Uma terceira

abordagem consiste em inserir no próprio processo de classificação uma condição a

satisfazer para que as classes sejam reunidas ([74] e [73]) ou separadas [81]. Em [162]
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Tabela 3.5: Resultados da aplicação dos ı́ndices estendidos a atributos mistos, às

partições obtidas pelo método k-prototype para o conjunto de atributos mistos.

SDM DBIM DIM KLM LCS

k = 2 0.0046 2.617 0.171 2.464 −6727.16

k = 3 0.0046 2.829 0.160 2.169 −6745.33

k = 4 0.0046 2.827 0.157 0.369 −8240.39

k = 5 0.0048 2.873 0.153 2.760 −9348.47

k = 6 0.0047 2.806 0.137 2.470 −8725.75

k = 7 0.0050 2.848 0.127 0.409 −8388.48

k = 8 0.0055 3.084 0.122 2.445 −8243.49

k = 9 0.0054 2.941 0.120 0.492 −6491.12

k = 10 0.0055 2.948 0.121 2.062 −6864.70

k = 11 0.0058 3.132 0.112 0.468 −6780.59

k = 12 0.0059 2.984 0.108 1.682 −7081.56

k = 13 0.0062 2.924 0.107 0.863 −6082.39

k = 14 0.0074 2.938 0.099 1.951 −6678.41

k = 15 0.0084 3.156 0.110 0.419 −6658.90

é apresentado um trabalho de comparação entre 30 regras de corte das quais as cinco

melhores classificadas estão representadas na tabela 3.6.

3.11.1 Índice de Calinski & Harabasz

O ı́ndice é dado por [39]:

CH(k) =
B(k)/(k − 1)

W (k)/(n− k)
(3.23)

onde

W (k) =
k
∑

l=1

∑

x∈Cr

d2(x, gr) e B(k) =
∑

i,j=1,i6=j

dist2(Ci, Cj) (3.24)

sendo gr o centro de gravidade da classe r e dist(Ci, Cj) é a dissemelhança entre

classes. Escolhe-se o valor de k que maximiza o valor do ı́ndice Calinski & Harabasz,
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Tabela 3.6: Regras de corte consideradas as melhores em [162].

Nome Fórmula Referência

Índice de

Calinski & Harabasz

B(k)
k−1
W (k)
n−k

[39]

Índice de

Duda & Hart

Je(2)

Je(1)
[54]

Índice C-Index
dw −min(dw)

max(dw)−min(dw)
[117]

Índice Gamma
s(+)− s(−)

s(+) + s(−)
[10]

Índice de Beale F =

W1 −W2

W2

k − 1

k − 2
2

2

t − 1
[91]

identificando-se assim uma partição em que soma das dissemelhanças entre os elemen-

tos e o centro da classe à qual pertencem é menor que a soma das distâncias entre

classes, ou seja, identifica classes compactas e isoladas.

Note-se que pela definição deste ı́ndice, este pode ser usado num contexto não hierárquico,

tal como os ı́ndices referidos em secções anteriores, aplicado a diferentes partições do

mesmo conjunto de dados.

3.11.2 Índice de Duda & Hart

Este critério é aplicado a algoritmos que seguem uma abordagem ascendente, e pre-

tende decidir sobre a reunião ou não de duas classes no processo de classificação.

O ı́ndice é baseado na razão entre a soma dos quadrados das dissemelhanças intra-

classes das duas classes candidatas a serem reunidas (J(2)), e a soma dos quadrados

das dissemelhanças da classe resultante da reunião (J(1)). A hipótese de uma classe

é rejeitada, ou seja, as duas classes candidatas não se reunem, se a razão for menor

que um dado parâmetro.
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3.11.3 Índice C-Index

Este ı́ndice é dado por [117]:
dw −min(dw)

max(dw)−min(dw)
, onde dw é a soma das dissemel-

hanças intra-classes. O valor mı́nimo ao longo dos ńıveis da hierarquia é usado para

indicar o número de classes óptimo. Em [160] prova-se que este ı́ndice é muito eficaz

na identificação do número de classes existente no conjunto de dados.

3.11.4 Índice Gamma

Este ı́ndice representa uma adaptação da estat́ıstica γ de Goodman and Kruskal ([87])

para ser usada no contexto da análise classificatória [10]. Este ı́ndice já foi referido

na Secção 2.4, é calculado para cada ńıvel da hierarquia, sendo o ńıvel de corte dado

para valores máximos do ı́ndice.

3.11.5 Índice de Beale

Este ı́ndice aplica-se a métodos hierárquicos descendentes, e usa um F-ratio para testar

a hipótese da existência de k2 contra k1 classes no conjunto de dados (k2 > k1). O

F-ratio avalia o aumento da média dos quadrado dos desvios dos valores dos elementos

das classes em relação aos centróides, quando se vai de k2 para k1 classes, contra a

média dos quadrados dos respectivos desvios da partição com k2 classes. As tabelas

F podem ser usadas com t(k2 − k1) e t(n− k2) graus de liberdade, onde t é o número

de atributos e n é o número de elementos no conjunto de dados. Em cada ńıvel da

hierarquia é feito um teste de duas contra uma classes, continuando a classificação até

que a hipótese de uma classe seja rejeitada. A estat́ıstica de teste para decidir se uma

classe deve ser dividida é dado por:

F =

W1 −W2

W2

m− 1

m− 2
2

2

t − 1
(3.25)

(onde W1, W2, m e t são definidos como para o ı́ndice anterior) com uma distribuição

Ft,(k−2)t, sob a hipótese nula, admitindo multinormalidade dos atributos. Rejeita-se a
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hipótese de uma classe única para valores significativamente grandes de F .

3.11.6 Índices de Validação Interna

Em [203] são apresentados alguns ı́ndices de validação interna que podem ser apli-

cados a cada passo de um algoritmo de classificação hierárquica ascendente, com o

objectivo de em conjunto, orientarem na determinação do número de classes existente

no conjunto de dados (ver [102] para uma aplicação). Os ı́ndices são conhecidos como:

Root-mean square standard deviation de uma nova classe, mede a homogeneidade

das classes formadas em cada passo que deverá ser menor do que no passo anterior;

Semi-partial R-squared, mede a perda de homogeneidade devido à reunião de duas

classes, se o valor do ı́ndice for zero então a nova classe é obtida pela reunião de duas

classes perfeitamente homogéneas; R-squared, mede do grau de diferença existente

entre grupos, um valor zero indica que não existe diferença entre grupos enquanto que

o valor 1 indica diferenças significativas entre grupos; Distância entre Classes, mede a

distância entre duas classes que são reunidas num determinado passo.

3.12 Conclusão

A determinação do número de classes de um conjunto de dados numa análise não

supervisionada, não é um problema de solução fácil devido à grande diversidade

dos conjuntos de dados, nomeadamente quanto à forma das classes ou ao tipo de

atributos. Esta questão é abordada de modo diferente de acordo com o tipo de

método de análise classificatória: partição ou hierárquico. No caso hierárquico, têm

sido desenvolvidos ı́ndices que param a reunião ou a separação de classes no processo

hierárquico, seguindo uma abordagem ascendente ou descendente respectivamente.

Relativamente aos métodos de partição, as soluções que têm surgido na literatura

passam por desenvolver ı́ndices de validação, que permitem medir a qualidade de

uma partição. Fazendo variar o valor de k entre limites pré-definidos, aqueles ı́ndices

pretendem identificar a partição que melhor reflecte a estrutura existente no conjunto

de dados. Neste contexto, foi apresentado o ı́ndice de LCS que associado ao método

de partição k-prototype, pretende identificar o número de classes existente no conjunto

de dados caracterizados por atributos mistos. O método proposto mostrou ser tão

eficiente como alguns ı́ndices existentes na literatura, no caso de atributos numéricos,
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mostrando-se superior quando aplicado a atributos mistos.



Caṕıtulo 4

Um Método de Partição Validado

por um Índice de Classificabilidade

Aplicando a teoria de grafos à análise classificatória, é proposto um método de clas-

sificação não hierárquica validado por um ı́ndice de classificabilidade. O método não

requer qualquer pressuposto sobre a distribuição dos dados. Os vértices do grafo

definido sobre o conjunto de dados, correspondem aos elementos a classificar; enquanto

que os arcos unem dois vértices se os elementos correspondentes do conjunto distarem

mais do que o valor de um parâmetro de controlo. O método é baseado na coloração de

grafos e usa um algoritmo sequencial ajustado. O número e a composição das classes

que melhor representam a estrutura existente no conjunto de dados, são aqueles que

optimizam o valor do ı́ndice de classificabilidade. A ideia chave deste ı́ndice é a de

que existem k classes compactas e bem separadas, se for posśıvel definir um grafo k-

partite completo nos dados, após a classificação. O ı́ndice de classificabilidade também

permite identificar conjuntos de dados sem uma estrutura em classes.

A eficácia do método é constatada em alguns conjuntos de dados artificiais, eviden-

ciando a sua robustez no que diz respeito a conjuntos de dados com pontos isolados,

com classes de formato não esférico e sem uma estrutura em classes. A estabilidade

do método é avaliada, reclassificando um conjunto de dados modificado, e avaliando

a extensão das diferenças em relação à classificação original.

Os algoritmos sequenciais de coloração dos vértices de um grafo não são óptimos, no

entanto, se se escolher uma ordem adequada dos vértices a colorir, pode obter-se uma

coloração com o menor número de cores posśıvel. Tendo este facto em conta, foram

101
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testados alguns algoritmos de coloração sequenciais, com o objectivo de seleccionar

aquele que melhor responde ao requisito de identificar classes homogéneas no conjunto

de dados.

Finalmente, a complexidade de execução do método é avaliada, analisando o tempo

de execução médio e o tempo de execução no pior caso.

4.1 Noções de Teoria de Grafos

Seja V (G) = {v1, v2, . . . , vn} um conjunto de n vértices e

E(G) = {e1, ..., em} = {eℓ = {vi, vj}|vi, vj ∈ V, vi 6= vj, ℓ ∈ {1, . . . ,m}} (4.1)

o conjunto de m arcos do grafo G(V,E).

Sejam vi, vj ∈ V dois vértices diferentes do grafo G; se ∃ℓ ∈ {1, . . . ,m} : eℓ = {vi, vj}
então os vértices vi e vj dizem-se adjacentes enquanto eℓ e vi ou eℓ e vj dizem-se arco

e vértice incidentes.

Para qualquer grafo G, verifica-se m ≤
(

n

2

)

e E ⊆ {{vi, vj},∀i, j ∈ {1, 2, . . . , n}, i 6=

j}. No caso de m =
(

n

2

)

e E ≡ {{vi, vj},∀i, j ∈ {1, 2, . . . , n}, i 6= j}, todos os

vértices do grafo são adjacentes e este denomina-se grafo completo.

O número de arcos de G, incidentes com um vértice v designa-se grau do vértice v e

representa-se por dG(v), ou seja

dG(v) = Card{u ∈ V : {u, v} ∈ E(G)}, v ∈ V (G) (4.2)

Os graus dos vértices de um grafo relacionam-se com o número de arcos da seguinte

forma:

∑

v∈V (G)

dG(v) = 2m (4.3)
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Define-se em seguida subgrafo, grafo induzido e grafo parcial, de um grafo G(V,E);

assim como vizinhança de um vértice e de um conjunto de vértices.

Definição 4.1 Seja G(V,E) um grafo com n vértices e m arcos. Seja V ′ ⊂ V um

subconjunto do conjunto dos vértices de G, e seja E ′ ⊂ E um subconjunto do conjunto

dos arcos de G unindo vértices em V ′, o grafo G′(V ′, E ′) designa-se por Subgrafo de

G.

Definição 4.2 Seja G(V,E) um grafo com n vértices e m arcos. Seja V ′ ⊂ V um

subconjunto do conjunto dos vértices de G, o grafo com V ′ como conjunto de vértices

e cujos arcos são aqueles que unem os vértices de V ′ em G, designa-se Grafo Induzido

por V ′.

Definição 4.3 Seja G(V,E) um grafo com n vértices e m arcos. Seja E ′ ⊂ E um

subconjunto do conjunto dos arcos de G, o grafo G′(V,E ′) designa-se por Grafo Parcial

de G.

Definição 4.4 Seja v ∈ V (G) um vértice do grafo G(V,E). A Vizinhança de v,

V iz(v), é o conjunto dos vértices de G adjacentes com v, ou seja,

V iz(v) := {u ∈ V (G) : {u, v} ∈ E(G)} (4.4)

Definição 4.5 Seja W ⊂ V (G) um subconjunto de vértices do grafo G(V,E). A

Vizinhança de W , V iz(W ), é o conjunto dos vértices de G adjacentes com algum

vértice de W , ou seja,

V iz(W ) := {u ∈ V (G) : ∃v ∈ W, {u, v} ∈ E(G)} (4.5)

4.1.1 Classes de Cor

Uma das propriedades mais importantes e talvez um dos problemas mais estudados

no contexto da teoria de grafos, é o problema da coloração de grafos ([34], [202], [150],

[46], [123], [59], [85], [41], [126], [83] e [63]). A coloração de grafos envolve a atribuição

de cores aos vértices de um grafo de tal modo que a dois vértices adjacentes sejam

atribúıdas cores diferentes, com o objectivo de minimizar o número de cores usado.

Dada uma coloração de um grafo G, o conjunto que consiste em todos os vértices

coloridos com uma mesma cor é referido como classe de cor. Ou seja, é sempre

posśıvel encontrar uma partição do conjunto de vértices V , de modo que qualquer par
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de vértices pertencentes à mesma parte, ou classe de cor, é não adjacente. No caso

limite de um grafo completo de n vértices, são necessárias n cores para o colorir, uma

vez que qualquer par de vértices é adjacente. O número mı́nimo de cores k (k ≤ n),

necessárias e suficientes para colorir um grafo G é denominado número cromático e

representa-se por χ(G).

Definamos de modo mais formal uma coloração de um grafo G.

Definição 4.6 ([123], [94]) Dado um grafo G(V,E) com V como conjunto dos vértices

e E como conjunto dos arcos, a função

ω : V → {1, . . . , k}

é uma k-coloração se ω(u) 6= ω(v) para todos os arcos {u, v} ∈ E. Ou seja, define-se

uma k-coloração se for posśıvel colorir todos os vértices com uma das k cores, de modo

que cada arco une dois vértices de cores diferentes.

Considere-se que o grafo G foi colorido com k cores, sejam Ci com i = 1, . . . , k as k

classes de cor, assim

Ci = {v ∈ V : ω(v) = i} (4.6)

As classes de cor verificam as seguinte propriedades:

1. Ci ∩ Cj = ∅, ∀i, j ∈ {1, . . . , k} e i 6= j

2.
k
⋃

i=1

Ci = V (G)

3. ∀i ∈ {1, . . . , k}∀v ∈ Ci, V iz(v) ⊆ V \ Ci

4. Se u, v ∈ Ci ⇒ {u, v} /∈ E(G)

Se o algoritmo de coloração dos vértices tiver uma execução óptima, verifica-se V iz(v) ≡
V \ Ci, ou seja, cada vértice é não adjacente aos vértices pertencentes à mesma

classe de cor, sendo adjacente a todos os vértices fora da classe. No entanto, o

facto de não serem conhecidos algoritmos de coloração óptima de execução polinomial,

condiciona a identificação de tais colorações, permitindo que vértices não adjacentes

sejam colocados em classes diferentes. Pelas mesmas razões, notar que a condição (4)

é não suficiente.
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4.1.2 Grafos k-Partite

Um grafo k-partite é um grafo cujo conjunto de vértices pode ser dividido em k

conjuntos de vértices não adjacentes; sendo k-partite completo se todos os vértices

pertencentes a conjuntos diferentes forem adjacentes. Deste modo, um grafo k-partite

é constitúıdo por k classes de cor.

Definição 4.7 Se P = {C1, . . . , Ck} for uma partição do conjunto V dos vértices de

um grafo G(V,E), com Card{Ci} = ni para i = 1, . . . , k, o grafo é k-partite completo

e representa-se por Kn1,n2,...,nk
se

∀i ∈ {1, . . . , k} ∀v ∈ Ci, {u, v} ∈ E(G), ∀u ∈ Cj ∀j 6= i (4.7)

Ou seja, todos os vértices pertencentes a conjuntos diferentes são adjacentes.

4.1.3 Multigrafos

Os multigrafos são grafos de arcos múltiplos, ou seja, entre dois vértices pode existir

mais do que um arco. Estes grafos fazem sentido se associarmos significados diferentes

a cada um dos arcos. Por exemplo, neste trabalho aplicam-se os multigrafos para

analisar dados com atributos diferenciados.

4.1.4 Conjuntos Independentes Maximais

Comecemos por definir conjuntos independentes no contexto da teoria de grafos.

Definição 4.8 Seja G(V,E) um grafo, um subconjunto I ⊂ V diz-se Conjunto Inde-

pendente se

∀u, v ∈ I, {u, v} /∈ E(G)

Ou seja, um conjunto independente é composto por vértices não adjacentes.

Pelo já exposto, as classes de cor são conjuntos independentes. Se se obtiver uma

coloração óptima do conjunto de dados, as classes de cor são conjuntos independentes

maximais, no sentido em que cada classe tem o maior número de vértices posśıvel.

Definição 4.9 Seja G(V,E) um grafo, um subconjunto I ⊂ V , diz-se Conjunto

Independente Maximal se não existir nenhum vértice v ∈ V \ I tal que I ∪ {v} é

conjunto independente, ou seja,

∀v ∈ V \ I, ∃u ∈ I : {u, v} ∈ E
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4.2 Método de Classificação Baseado em Classes

de Cor

Nesta secção, é apresentado um algoritmo de classificação não hierárquica baseado em

classes de cor. O algoritmo de coloração usado é sequencial (greedy), e é seguido por

um processo de ajuste de modo a reduzir o número de cores encontradas, orientado

pela procura de classes homogéneas.

4.2.1 Definição do Grafo Representativo dos Dados

Seja Ω = {x1, x2, . . . , xn} o conjunto de n elementos a classificar. Seja φ uma função

bijectiva de Ω em V :

φ : Ω −→ V

x →֒ v
(4.8)

que a cada elemento do conjunto de dados faz corresponder um vértice de um grafo

G(V,E), definido sobre o conjunto de dados. Defina-se uma medida de dissemelhança

d sobre Ω:

d : Ω× Ω −→ IR+
0

(xi, xj) →֒ d(xi, xj)
(4.9)

Representemos por dist a dissemelhança entre vértices do grafo correspondentes aos

elementos do conjunto. Se u é tal que φ(xi) = u para algum xi ∈ Ω e v é tal que

φ(xj) = v para algum xj em Ω, então dist(u, v) := d(xi, xj).

O conjunto dos arcos é definido por

E = {{u, v} : u, v ∈ V ; dist(u, v) ≥ α} (4.10)

sendo α um parâmetro de controlo. Ou seja, existe um arco a unir dois vértices

diferentes do grafo se a sua dissemelhança for superior ou igual ao valor do parâmetro

de controlo.
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Definição 4.10 Seja G(V,E) o grafo definido no conjunto de dados

Ω = {x1, x2, . . . , xn}, tal que φ(xi) = vi, ∀xi ∈ Ω e

E = {{vi, vj} : vi, vj ∈ V : dist(vi, vj) ≥ α}, então para vi, vj ∈ V verifica-se

{vi, vj} ∈ E ⇐⇒ dist(vi, vj) ≥ α (4.11)

Ou seja, os vértices adjacentes são aqueles cujos elementos correspondentes do con-

junto de dados estão a uma dissemelhança superior ou igual ao valor de um parâmetro

α.

4.2.2 Algoritmo de Coloração Sequencial

Na literatura muitos algoritmos têm sido propostos para resolver o problema da

coloração de grafos ([34], [46], [123], [41] e [83]), no entanto, nenhum deles pode

garantir uma atribuição de cores óptima para os vértices do grafo. O problema de

encontrar uma coloração com o menor número posśıvel de cores é um problema NP-

Completo [82], ou seja, não se conhece nenhum algoritmo de coloração óptima de

execução polinomial. A execução exponencial torna a sua aplicação imposśıvel a

conjuntos de dados com mais de algumas centenas de elementos. Assim, deverá optar-

se por um algoritmo de coloração que obtenha uma atribuição de cores em maior

número que o número cromático. Um dos algoritmos não óptimos mais simples e

mais usados em teoria de grafos para obter uma coloração de um grafo, designa-se

por Algoritmo de Coloração Sequencial (ACS) (”greedy algorithm”). Este algoritmo

começa por atribuir ao primeiro vértice a primeira cor. Os restantes vértices são

coloridos, de modo sequencial, com a primeira cor permitida, ou seja, a primeira das

cores ainda não atribúıda a nenhum dos seus vértices adjacentes.

O algoritmo segue então os seguintes passos:

1. Seja v1 ∈ V (G)

2. Seja ω(v1) = 1

3. Seja Ci a classe de cor i e suponhamos já coloridos j vértices em k cores

4. Se ∃i : Ci ∩ V iz(vj+1) = ∅
então ω(vj+1) = i

senão ω(vj+1) = k + 1
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onde V iz(vj+1) é a vizinhança de vj+1.

A eficácia deste algoritmo de coloração sequencial depende da ordem de entrada dos

dados. Se π for uma permutação do conjunto de vértices a colorir, então χs(G, π)

representa o número de cores obtido pelo algoritmo de coloração para a permutação

π. O número de classes de cor obtidas com a aplicação deste algoritmo é maior ou

igual ao número cromático, ou seja,

χs(G, π) ≥ χ(G) (4.12)

No entanto, sabe-se [45] que existe uma ordem dos dados para o qual a coloração

obtida pelo algoritmo sequencial é óptima, ou seja, ∃π′ tal que:

χs(G, π′) = χ(G) (4.13)

Sabe-se ainda [59] que se ∆ = max{v∈V }dG(v) então o algoritmo de coloração sequen-

cial usa no máximo ∆+1 cores, usando em média o dobro do número de cores mı́nimo

[29].

4.2.3 Método de Partição baseado na Coloração de Grafos

Devido à execução não óptima do algoritmo sequencial escolhido, quase todas as

atribuições de cores requerem um número de cores superior ao necessário e suficiente.

Como o objectivo é estabelecer uma correspondência entre as classes de cor e as classes

homogéneas do conjunto de dados, um número excessivo de cores pode fragmentar as

classes homogéneas. Este facto é pertinente uma vez que em [105], se prova que as

classes identificadas por uma coloração óptima, correspondem a uma partição com

diâmetro mı́nimo. No entanto, tendo como critério de classificação o diâmetro, o

método favorece a identificação de classes esféricas em detrimento das alongadas.

Como um dos objectivos do método proposto é conseguir identificar também classes

de forma alongada, o algoritmo de coloração exponencial óptimo não responde aos

requisitos pretendidos. Sendo assim, a redução do número de classes deverá ser feita

baseada na densidade das classes e não no seu diâmetro.
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O Método de Partição baseado na Coloração de Grafos (MPCG) consiste num ajuste

da coloração obtida pelo Algoritmo de Coloração Sequencial (ACS), reduzindo o

número de cores, com o objectivo de identificar as classes homogéneas existentes no

conjunto de dados.

A primeira parte do método de classificação consiste na aplicação do algoritmo de

coloração sequencial ao grafo, definido sobre o conjunto a classificar, obtendo-se k1

classes de cor. A segunda parte do método, consiste num ajuste da partição em

k1 classes de cor, resultando em k ≤ k1 classes homogéneas no contexto da análise

classificatória.

O processo de ajuste consiste nos passos descritos a seguir. Para cada elemento u

pertencente à classe de cor Ci com ni elementos, seja ñj o número de elementos da

classe Cj pertencentes à bola com centro em u e raio α, j = 1, . . . , k1, j 6= i. Seja

ñm o máximo dos ñj. Se ñm > ni então o elemento u, assim como os restantes ni − 1

elementos da classe Ci, são transferidos para a classe à qual os ñm elementos pertencem.

No processo de ajuste algumas classes são ”engolidas” por outras, fazendo com que

alguns vértices adjacentes passem a pertencer à mesma classe. Vejamos de um modo

esquemático como funciona o processo de ajuste:

1. Suponhamos que existem k1 classes de cor designadas por C1, C2, . . . , Ck1
.

2. ∀i ∈ {1, . . . , k1} e ∀v ∈ Ci, seja B(v, α) ⊂ Ω, a bola centrada em v e de raio α.

3. Seja Πj(v) = Cj ∩ B(v, α) e ñj(v) = Card{Πj(v)}, para j = 1, . . . , k1 (j 6= i),

ou seja, Πj(v) contém os elementos da classe Cj que estão a uma dissemelhança

menor do que α de v.

4. Seja Cm a classe com maior número de elementos em B(v, α), ou seja,

ñm(v) = max{j=1,...,k1}{ñj(v)}, j 6= i

5. Se ñm(v) > ni, ou seja, se o elemento v está próximo de um maior número de

elementos de uma classe diferente da classe à qual ele pertence, então o elemento

v, assim como todos os elementos da classe de cor Ci, são transferidos para a

classe m, isto é Cm ← Cm ∪ Ci.
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6. São retirados os arcos que uniam vértices de classes de cor diferentes e que agora

pertencem à mesma classe.

Na figura 4.1 o elemento v, assim como os restantes elementos da mesma classe, são

inseridos na classe 3, uma vez que é esta classe que tem maior número de elementos

pertencentes à bola B(v, α), e superior ao número de elementos da classe à qual

v pertence. Tem-se neste caso, para o elemento v, ñ1 = 4; ñ2 = 5; ñ3 = 6 logo

Πm(v) = Π3(v) e os elementos que formavam uma classe independente, juntam-se aos

elementos da classe 3.

Por esta abordagem, alguns vértices que pertenciam a classes de cor diferentes antes

do processo de ajuste, podem tornar-se membros da mesma classe após este processo.

No entanto, para que o método possa ter um suporte teórico no contexto da teoria dos

grafos, pretende-se que se mantenha a propriedade de que só elementos não adjacentes

pertencem à mesma classe. Para o efeito, retiram-se do grafo os arcos que unem

vértices pertencentes à mesma classe (etapa (6)). Sejam Ci, i = 1, . . . , k as k classes

resultantes do método e seja ni o número de elementos da classe Ci, i = 1, . . . , k.

Neste caso verifica-se:

vj, vℓ ∈ Ci ⇒ {vj, vℓ} /∈ E(G) (4.14)

no entanto, e ao contrário do que acontece com as classes de cor,

vj, vℓ ∈ Ci 6⇒ dist(vj, vℓ) < α (4.15)

permitindo assim a identificação de classes de forma alongada.

O processo de ajuste executado após a obtenção das classes de cor, não tem como

objectivo reduzir ao mı́nimo o número de cores, no contexto da coloração em teoria de

grafos. No caso do presente trabalho, o objectivo consiste em melhorar o desempenho

do método na identificação das classes homogéneas, podendo uma situação óptima cor-

responder a um número de cores superior ao número cromático. Concluindo, podemos

dizer que o algoritmo de coloração sequencial é executado puramente no contexto da

teoria de grafos, sendo o ajuste realizado no contexto da análise classificatória.
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Figura 4.1: Exemplificação do processo de ajuste do algoritmo MPCG

.
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Da aplicação de um algoritmo de coloração ajustado ao grafo representativo do con-

junto de dados, resultam k classes com a propriedade de que vértices adjacentes não

pertencem à mesma classe. Define-se, deste modo, um grafo k-partite no conjunto de

dados dependente do parâmetro de controlo α. Este grafo é constitúıdo por k classes

de vértices não adjacentes, sendo completo se todos os vértices pertencentes a classes

diferentes forem adjacentes.

4.3 Índice de Classificabilidade

Com o objectivo de validar a partição obtida pela aplicação do algoritmo MPCG,

define-se em seguida um ı́ndice que avalia a classificabilidade de um conjunto de dados.

Associado a cada valor do parâmetro de controlo α, existe um grafo G definido sobre

Ω. Da aplicação do método de partição ajustado ao grafo, resulta um grafo k-partite,

no qual vértices pertencentes a classes diferentes podem ou não ser adjacentes. O

ı́ndice descrito nesta secção, pretende identificar a partição que melhor representa a

estrutura em classes do conjunto de dados, como sendo aquela que corresponde a um

grafo k-partite completo. Assim, a identificação de um grafo k-partite completo no

conjunto de dados, após a aplicação do algoritmo, implica a identificação de classes

de vértices não adjacentes. A obtenção de um grafo k-partite completo depende do

algoritmo de coloração usado, da ordem de entrada dos elementos e da estrutura dos

dados. Em consequência, nem sempre se obtém, como resultado da aplicação de um

algoritmo de coloração num grafo, um grafo k-partite completo.

O ı́ndice de classificabilidade orienta a procura da melhor partição, analisando o grafo

k-partite que resulta de uma k-coloração ajustada dos vértices do grafo associado ao

conjunto de dados. Como é sempre posśıvel obter uma coloração de um grafo, existe

sempre um grafo k-partite definido no conjunto de dados. O Índice de Classificabilidade

(IC) mede o número de arcos em falta para que um grafo k-partite seja completo. O

valor do ı́ndice é obtido somando para cada vértice, a diferença entre o seu grau

máximo e o seu grau efectivo.

Sejam C1, . . . , Ck as k classes, de n1, . . . , nk elementos respectivamente, obtidas pelo

algoritmo MPCG e que caracterizam o grafo k-partite obtido.
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Definição 4.11 O valor do Índice de Classificabilidade IC, é dado por

IC :=
1

2

k
∑

i=1

∑

v∈Ci

[dmax
G (v)− dG(v)] (4.16)

sendo dmax
G (v) o grau máximo do vértice v e dG(v) o grau do vértice v.

Variando o valor do parâmetro de controlo, o ı́ndice de classificabilidade identifica

como a melhor partição, aquela que corresponde a um grafo com o menor número de

arcos em falta para que seja k-partite completo.

Para cada valor fixo do parâmetro de controlo, o método determina a partição e o

valor do ı́ndice IC associado. Escolhe-se a partição que melhor reflecte a estrutura dos

dados, como aquela que corresponde ao melhor valor do ı́ndice.

Usando a propriedade que estabelece que num grafo k-partite, o grau máximo de um

vértice pertencente a um conjunto com ni vértices é n−ni, e a equação (4.3), obtém-se:

IC =
1

2

k
∑

i=1

∑

v∈Ci

[dmax
G (v)− dG(v)] =

1

2





k
∑

i=1

∑

v∈Ci

(n− ni)−
k
∑

i=1

∑

v∈Ci

dG(v)





=
1

2

(

k
∑

i=1

ni(n− ni)− 2m

)

=
1

2

(

k
∑

i=1

nin−
k
∑

i=1

ni
2 − 2m

)

=
1

2

(

n2 −
k
∑

i=1

n2
i − 2m

)

=
1

2

(

n2 −
k
∑

i=1

n2
i

)

−m

(4.17)

onde m é o número de arcos no grafo.

O ı́ndice é normalizdo pelo número máximo de arcos no grafo k-partite completo, dado

por

Emax =
1

2

k
∑

i=1

ni(n− ni) =
1

2

(

n2 −
k
∑

i=1

n2
i

)

(4.18)

que corresponde à soma dos graus máximos de todos os vértices do grafo definido nos

dados. Assim, o ı́ndice de classificabilidade normalizado é dado por,
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˜IC :=
Emax −m

Emax

= 1− m

Emax

(4.19)

No caso extremo de todos os vértices distarem entre si menos do que α, não existem

vértices adjacentes, e consequentemente, o grafo não tem arcos. Neste caso, todos os

vértices podem ser coloridos com uma só cor e o conjunto de dados é constitúıdo por

uma só classe. Assim, verifica-se Emax = 0, porque o grau máximo de cada vértice

é zero. Neste caso, o valor de ˜IC é indeterminado, optando-se pela atribuição do

valor −1. Por outro lado, se todos os vértices distarem entre si mais do que α, todos

os vértices são adjacentes, e são necessárias n cores para se obter uma coloração do

grafo. Assim, existem n classes de cor com um só elemento cada, e neste caso, ˜IC = 0.

Para grafos não completos, se ˜IC = 0 tem-se o caso ideal em que o conjunto de dados

é composto por k classes compactas e isoladas. No entanto, uma partição localmente

óptima pode corresponder a um valor do ı́ndice de classificabilidade diferente de zero,

mas que corresponde a um decréscimo do valor do ı́ndice comparando com valores

anteriores.

4.4 Parâmetro de Controlo

A eficácia do método na identificação da estrutura em classes homogéneas do conjunto

de dados, depende do valor do parâmetro de controlo α. O valor deste parâmetro

determina o número de arcos no grafo e consequentemente, define as adjacências entre

os vértices, sendo estas determinantes na identificação do grafo k-partite no conjunto

de dados. Em consequência, depende de α o número de classes do conjunto de dados,

assim como o número de elementos em cada uma das classes, quantidades das quais

depende o ı́ndice de classificabilidade. Assim, para diferentes valores do parâmetro de

controlo, obtemos diferentes estruturas em classes identificadas pelo método ajustado.

Na implementação proposta, este parâmetro pode por opção, não ser fornecido pelo

utilizador, sendo-lhe automaticamente atribúıdos alguns valores.

Seja dmin a dissemelhança mı́nima e dmax a dissemelhança máxima, entre pares de

elementos do conjunto de dados. De acordo com a definição do grafo no conjunto de

dados (Secção 4.2.1), dois vértices são adjacentes no grafo G, se a sua dissemelhança

for maior ou igual a α. Assim, valores do parâmetro próximos de dmin correspondem a
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um maior número de arcos no grafo e, por consequência, a um maior número de classes

até um máximo de k = n (onde n é o número de elementos do conjunto de dados). Por

outro lado, valores do parâmetro próximos de dmax correspondem a um menor número

de arcos e a um menor número de classes, até um mı́nimo de k = 1 para α = dmax. O

valor do parâmetro α pode variar entre o limite mı́nimo e o limite máximo sendo, para

cada valor, calculado o ı́ndice de classificabilidade que pretende identificar as classes

homogéneas que melhor reflectem a estrutura do conjunto de dados.

Na implementação efectuada, os valores que pode assumir o parâmetro de controlo α

são decididos pelo utilizador. Se existir algum conhecimento sobre os dados, o valor do

parâmetro pode ser atribúıdo directamente pelo utilizador. No entanto, uma execução

automática do método permite que os valores de α sejam atribúıdos de acordo com

opções feitas pelo utilizador.

Assim, o valor do parâmetro de controle α pode tomar os seguintes valores:

• α é dado pelo utilizador.

• α toma o valor da média das dissemelhanças entre todos os pares de elementos

de conjunto de dados, isto é :

α =
2

n(n− 1)

n−1
∑

i=1

n
∑

j=i+1

d(xi, xj) (4.20)

• α é tal que ℓmin ≤ α ≤ ℓmax (ℓmin ≥ dmin e ℓmax ≤ dmax), sendo o intervalo

[ℓmin, ℓmax] dividido em H partes, e o método executado para cada α = ℓmin +

ih, para i = 1, . . . , H e h =
ℓmax − ℓmin

H
. Os valores de ℓmin, ℓmax e H são

seleccionados pelo utilizador, podendo ser, por opção deste, ℓmin = dmin, ℓmax =

dmax. De entre as H partições, é seleccionada aquela que corresponde ao melhor

valor do ı́ndice ˜IC.

4.5 Aplicação do Método

Nesta secção, o método ajustado e o ı́ndice de classificabilidade são aplicados a quatro

conjuntos de dados caracterizados por dois atributos numéricos. Foi usada a distância
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Tabela 4.1: Parâmetros do gerador de dados para as elipses do conjunto de dados

representado na figura 4.3

p a b a1 b1 a2 b2 a3 b3 p1 p2 p3

25 100 50 30 10 30 20 40 30 100 0 0

25 100 90 30 10 30 20 40 30 100 0 0

25 100 130 30 10 30 20 40 30 100 0 0

euclideana aplicada aos dados não estandardizados.

Os conjuntos de dados foram gerados pelo gerador de dados artificiais apresentado na

Secção 3.10.1.

4.5.1 Conjunto de Dados com Classes de forma Alongada

O primeiro conjunto de dados considerado tem 2000 elementos distribúıdos por quatro

classes e está representado na figura 4.3. As tabelas 4.1 e 4.2 indicam os parâmetros

do gerador de dados para as três elipses e para o ćırculo do conjunto de dados.

A figura 4.2 representa os valores do ı́ndice ˜IC e o número de classes, resultantes da

aplicação do método aos dados, para diferentes valores do parâmetro de controlo α,

onde dmin ≤ α ≤ dmax e H = 50. Pela análise do grafo conclui-se que o valor de ˜IC

identificativo do número de classes é ˜IC = 0.005275 correspondente a uma partição

em quatro classes, obtida para α = 21.77236 e representada na figura 4.3. Os valores

para os quais ˜IC = −1 não foram inclúıdos no gráfico.

Foram gerados 100 conjuntos de dados e as suas partições de referência com os

parâmetros indicados nas tabelas 4.1 e 4.2. O método foi aplicado a cada conjunto de

dados e a melhor partição obtida foi comparada com a partição de referência usando o

ı́ndice de Rand corrigido de Hubert & Arabie (IRC) (Secção 2.5.5). A média e o desvio

padrão dos valores do ı́ndice IRC obtidos para os 100 conjuntos foram x̄ = 0.989 e

s = 0.038. Devido à geometria deste conjunto de dados conclui-se que para este

exemplo, o método identificou com sucesso classes de forma alongada.
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Tabela 4.2: Parâmetros do gerador de dados para o ćırculo do conjunto de dados

representado na figura 4.3

p a b r1 r2 r3 p1 p2 p3

25 50 100 10 30 40 100 0 0

0,
00

08
08

0,
00

24
1

0,
00

45
77

0,
00

81
27

0,
00

76
9

0,
00

86
21

0,
01

33
35

0,
01

26
95

0,
01

84
81

0,
02

45
84

0,
04

47
41

0,
04

00
35

0,
01

02
46

0,
01

87
49 0,

03
01

76

0,
05

03
05

0,
07

52
76

0,
00

52
75

90
4

11
4 29 16 12 8 8 7 7 7 4 7 6 3 3 3 3 3

Número de Classes(k)

V
al

or
es

 d
o 

ín
di

ce
 d

e 
cl

as
si

fic
ab

ili
da

de
 

no
rm

al
iz

ad
o

 

Figura 4.2: Gráfico ˜IC/k obtido para o conjunto de dados com classes alongadas.

4.5.2 Conjunto de Dados com Pontos Isolados

O segundo conjunto de dados considerado tem 1000 elementos, sendo 900 distribúıdos

por cinco classes compactas e isoladas, enquanto os restantes 100 elementos são uni-

formemente distribúıdos pela janela na qual os elementos estão localizados. A tabela

4.3 indica os parâmetros do gerador de dados para as cinco classes deste conjunto de

dados representado na figura 4.5.

A figura 4.4 representa os valores do ı́ndice ˜IC e o número de classes, resultantes

Tabela 4.3: Parâmetros do gerador de dados para as cinco classes representadas na

figura 4.5

p a b r1 r2 r3 p1 p2 p3

20 50 50 20 20 20 100 0 0

20 200 50 20 20 20 100 0 0

20 50 200 20 20 20 100 0 0

20 125 125 20 20 20 100 0 0

20 200 200 20 20 20 100 0 0
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Figura 4.3: Partição em quatro classes obtida para o conjunto de dados com classes

alongadas.

da aplicação do método ao conjunto de dados para diferentes valores do parâmetro

de controlo α, onde dmin ≤ α ≤ dmax e H = 50. Pela análise do gráfico conclui-se

que o valor óptimo é ˜IC = 0.000044, correspondendo a uma partição em 41 classes,

obtidas para α = 23.529103. Como mostra a figura 4.5, que representa a partição em

41 classes obtidas pelo método, os pontos isolados não mascararam a distribuição dos

elementos pelas cinco classes. Nesta partição, 929 elementos são distribúıdos pelas

cinco classes, sendo os pontos isolados distribúıdos por uma classe com 5 elementos,

quatro classes com 4 elementos, quatro classes com 3 elementos, dez classes com 2

elementos e dezoito classes com um elemento.
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Figura 4.4: Gráfico ˜IC/k obtido para o conjunto de dados com pontos isolados.

Foram gerados 100 conjuntos de dados e as suas partições de referência para os
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parâmetros indicados na tabela 4.3. A partição de referência tem seis classes, tendo

a sexta classe todos os pontos isolados com distribuição uniforme. O método foi

aplicado a cada conjunto de dados e a melhor partição foi comparada com a partição

de referência usando o ı́ndice IRC. A média e o desvio padrão dos valores do ı́ndice

IRC obtidos para os 100 conjuntos foram x̄ = 0.922 e s = 0.077. Devido à geometria

do conjunto de dados, pode-se concluir que para este exemplo, o método é robusto

relativamente a pontos isolados.

 

Figura 4.5: Partição em 41 classes obtida para o conjunto de dados com pontos

isolados.

4.5.3 Conjunto de Dados com Classes de Forma Não Convexa

O terceiro exemplo consiste num conjunto de dados com 500 elementos, distribúıdos

por duas classes compactas e isoladas com formas não convexas 1 tal como representado

na figura 4.7. A tabela 4.4 indica os parâmetros do gerador de dados para as duas

classes deste conjunto. Para este caso, o gerador de dados foi instrúıdo para gerar só

meios arcos.

A figura 4.6 representa os valores do ı́ndice ˜IC e o número de classes, resultantes da

aplicação do método ao conjunto de dados para diferentes valores do parâmetro de

controlo α, onde dmin ≤ α ≤ dmax e H = 50. Obtém-se a partição com 2 classes que

melhor reflectem a estrutura dos dados, para α = 58.937767 e ˜IC = 0.000048, como

pode ser visto na figura 4.7.

1Uma versão deste exemplo com 400 elementos foi usado em [72] para testar o algoritmo voting

K-means.
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Tabela 4.4: Parâmetros do gerador de dados para as classes do conjunto representado

na figura 4.7

p a b r1 r2 r3 p1 p2 p3

50 100 110 80 100 100 0 100 0

50 190 90 80 100 100 0 100 0

0

0,
00

36
42

0,
00

66
05

0,
01

13
8

0,
01

78
14

0,
02

29
01

0,
03

16
03

0,
01

79
73

0,
02

11
23

0,
02

54
2

0,
02

66
5

0,
03

42
22

0,
02

94
12

0,
10

28
82

0,
11

10
24

0,
11

48
41

0,
11

30
99

0,
00

00
48

49
3

12
8 24 16 12 10 9 6 4 4 2 3 3 2 2 2 2 2

Número de classes  (k)

V
al

or
es

 d
o 

ín
di

ce
 d

e 
cl

as
si

fic
ab

ili
da

de
 

no
rm

al
iz

ad
o 

 

Figura 4.6: Gráfico ˜IC/k obtido para o conjunto de dados com classes de forma não

convexa.

Foram gerados 100 conjuntos de dados e as suas partições de referência para os

parâmetros indicados na tabela 4.4. O método foi aplicado a cada conjunto de dados

e a melhor partição obtida foi comparada com a partição de referência usando o Índice

de Rand Corrigido de Hubert e Arabie (IRC). A média e o desvio padrão dos valores

do ı́ndice IRC obtidos foram x̄ = 0.942 e s = 0.089. Devido à geometria do conjunto

de dados podemos concluir que para este exemplo, o método identificou com sucesso

classes de forma não convexa.

4.5.4 Conjunto de Dados sem Estrutura em Classes

A figura 4.8 mostra o gráfico ˜IC/k, resultado da aplicação do método para diferentes

valores do parâmetro de controlo α, onde dmin ≤ α ≤ dmax e H = 50, a um conjunto de

dados com 1000 elementos com uma distribuição Uniforme na janela unitária. Como

se pode concluir da análise deste gráfico, os valores de ˜IC para diferentes valores de

α, não nos permitem concluir àcerca do valor indicativo do número de classes. Este
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Figura 4.7: Partição em duas classes obtida para o conjunto de dados com classes de

forma não convexa.

facto indica a ausência de uma estrutura em classes no conjunto de dados.
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Figura 4.8: Gráfico ˜IC/k obtido para o conjunto de dados sem estrutura em classes.

Foram gerados 100 conjuntos de dados com uma distribuição Uniforme, cada um dos

gráficos correspondentes a ˜IC está representado na figura 4.9. Como se pode ver

na figura, todas as curvas são semelhantes, impossibilitando a escolha do valor de
˜IC indicativo do número de classes. O valor médio da diferença máxima entre os

valores de ˜IC entre quaisquer duas curvas é 0.060758. Este exemplo mostra que o

método proposto tratou com sucesso o problema de detectar um conjunto de dados

sem nenhuma estrutura em classes.

A tabela 4.5 representa o resumo dos valores do ı́ndice IRC obtidos para os três
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Figura 4.9: Gráfico ˜IC obtido para 100 conjuntos de dados sem estrutura em classes.

Tabela 4.5: Média e desvio padrão dos valores do ı́ndice IRC de comparação com a

partição de referência, para 100 execuções dos três conjuntos de dados testados.

Conjuntos de Dados Média Desvio Padrão

Classes de forma alongada 0.989 0.038

Pontos isolados 0.922 0.077

Classes de forma não convexa 0.942 0.089

primeiros exemplos.

4.6 Estudo da Estabilidade do Método

Nesta secção pretende-se avaliar a estabilidade do método de classificação, reanal-

isando uma versão modificada do conjunto de dados e avaliando a extensão das

diferenças, em relação à classificação original. O objectivo consiste em isolar e analisar

aspectos espećıficos do desempenho do método de classificação, tais como a obtenção

da estrutura inerente nos dados, a sua sensibilidade quanto à reorganização dos dados

e a estabilidade dos resultados perante novos dados, dados retirados ou dados pertur-

bados.

O conjunto de dados artificial estudado é constitúıdo por 1000 elementos, caracteri-

zados por dois atributos numéricos. As tabelas 4.6 e 4.7 indicam os parâmetros do

gerador de dados para as quatro classes esféricas e para a classe eĺıptica do conjunto

de dados, representado na figura 4.11. O gráfico da figura 4.10 mostra os resultados
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Figura 4.10: Gráfico ˜IC/k obtido para um conjunto de dados com 1000 elementos e

cinco classes.

Tabela 4.6: Parâmetros do gerador de dados para as classes esféricas do conjunto de

dados representado na figura 4.11.

p a b r1 r2 r3 p1 p2 p3

20 50 170 20 20 20 100 0 0

20 80 230 20 20 20 100 0 0

20 150 50 20 30 50 85 10 5

20 200 150 30 40 50 80 10 10

obtidos pelo método, para cada um dos valores do parâmetro de controlo, onde

dmin ≤ α ≤ dmax e H = 50. Pela leitura do gráfico conclui-se que a melhor partição é

obtida para ˜IC = 0.000205 e k = 5, valores obtidos quando α = 32.313587. A figura

4.11 representa a partição identificada pelo método. Consideremos esta partição como

a partição de referência.

Seguem-se algumas experiências sugeridas em vários trabalhos encontrados na liter-

atura ([91], [164], [159] e [189]) e que permitem avaliar alguns aspectos importantes

do desempenho do método.

Tabela 4.7: Parâmetros do gerador de dados para a classe eĺıptica do conjunto de

dados representado na figura 4.11.

p a b a1 b1 a2 b2 a3 b3 p1 p2 p3

20 50 100 50 15 50 15 55 20 90 0 10
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Figura 4.11: Distribuição em cinco classes obtida para o conjunto de dados cujo gráfico
˜IC/k está representado na figura 4.10.

1. Permutação dos dados de entrada. Um dos factores que condicionam o desem-

penho do método de classificação Método de Partição baseado na Coloração de

Grafos (MPCG), é a ordem pela qual os elementos são classificados. Assim, nesta

experiência pretende-se avaliar a alteração sofrida no desempenho do método

na identificação da estrutura dos dados, fazendo permutações no conjunto de

dados. O método foi aplicado 100 vezes ao conjunto de dados fazendo em

cada execução uma permutação aleatória dos elementos, assegurando assim uma

ordem diferente em cada execução. A melhor partição obtida para cada conjunto

foi comparada com a partição de referência usando o Índice de Rand Corrigido

de Hubert e Arabie (IRC) (Secção 2.5.5). A média e o desvio padrão dos valores

do ı́ndice IRC obtidos para as 100 execuções foram x̄ = 0.977 e s = 0.058.

Para os conjuntos de dados testados, podemos concluir que o método é robusto

quanto à ordem de entrada dos elementos a classificar.

2. Retirar 10% dos elementos. Foram retirados de modo aleatório 100 elementos

do conjunto de dados; aplicou-se o método ao conjunto de dados assim reduzido,

sendo a melhor partição obtida, comparada com a partição de referência usando

o ı́ndice IRC. A experiência foi repetida 100 vezes, sendo a média e o desvio

padrão dos valores do ı́ndice IRC obtidos, x̄ = 0.984 e s = 0.050.

Para os conjuntos de dados testados, o método mostrou-se robusto relativamente

à ausência de alguns elementos.
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3. Introduzir 10% de pontos isolados. Para este caso considerou-se a experiência já

realizada na Secção 4.5.2, na qual foram gerados 100 conjuntos de dados com

900 elementos distribúıdos por cinco classes mais 100 elementos distribúıdos

uniformemente. A média e o desvio padrão dos ı́ndices IRC obtidos foram x̄ =

0.922 e s = 0.077.

Para os conjuntos de dados considerados na secção referida, o método mostrou

ser robusto face à presença de pontos isolados. O método, além de não ser

negativamente influenciado na identificação das cinco classes principais, pela

presença de pontos isolados, ainda consegue identificar a maior parte dos pontos

isolados.

4. Perturbar as distâncias euclideanas. As distâncias euclideanas entre elementos

do conjunto são perturbadas, sendo recalculadas como
t
∑

j=1

(xij−xℓj−eiℓj)
2 sendo

xij o valor da coordenada j do elemento xi, xℓj o valor da coordenada j do

elemento xℓ e eiℓj é o valor da perturbação feita na distância, para a variável j,

dos elementos xi e xℓ. Os valores de eiℓj são obtidos a partir de um gerador de

números aleatórios com distribuição univariada Normal com média zero e desvio

padrão igual à média dos desvios padrão na dimensão j para as duas classes que

contêm os elementos xi e xℓ [159]. A experiência foi repetida 100 vezes, sendo a

média e o desvio padrão dos valores do ı́ndice IRC obtidos x̄ = 0.888 e s = 0.138.

Com a perturbação das distâncias entre os elementos do conjunto de dados,

verifica-se que em alguns casos, algumas classes não ficaram totalmente sepa-

radas, tendo o método, nestes casos, maior dificuldade em identificá-las como

classes separadas. Esta situação verificou-se em 33% dos conjuntos perturbados.

5. Aumentar a dimensão com variáveis de valores uniformes em [0, 1]. Foi intro-

duzida uma variável cujos valores numéricos foram obtidos por um gerador de

números aleatórios no intervalo [0, 1]. As outras variáveis foram estandardizadas.

Seguiu-se a aplicação do método ao conjunto de dados de dimensão três, sendo

a partição obtida, comparada com a de referência usando o IRC. A experiência

foi repetida 100 vezes, sendo a média e o desvio padrão dos valores do ı́ndice

IRC obtidos, x̄ = 0.978 e s = 0.098.

O resultado mostra que a introdução de uma variável ”rúıdo” perturbou pouco

a identificação das classes.

A tabela 4.8 representa os valores do ı́ndice IRC obtidos para 100 execuções dos cinco
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Tabela 4.8: Média e desvio padrão dos valores do ı́ndice IRC, para 100 execuções de

todos os conjuntos de dados testados.

Perturbação dos Dados Média Desvio Padrão

Permutar os elementos 0.977 0.058

Retirar 10% dos elementos 0.984 0.050

Introduzir 10% pontos isolados 0.922 0.077

Perturbar as distâncias 0.888 0.138

Aumentar a dimensão 0.978 0.098

casos de perturbação dos dados testados.

4.7 Diferentes Abordagens para a Coloração de Vértices

O algoritmo de coloração sequencial clássico depende da ordem de entrada dos dados e

faz a atribuição de cores pela ordem pela qual os vértices se apresentam. Designemos

o método de classificação que aplica este algoritmo por método de partição baseado na

coloração de grafos ajustado usando ordem inicial, MPCG OI. No entanto, existem

outros algoritmos sequenciais que fazem uma selecção diferente dos vértices a colorir,

de modo a minimizar o número de cores usadas na coloração. Por exemplo, o algoritmo

maior grau primeiro selecciona os vértices a colorir por ordem decrescente dos seus

graus [220]; este algoritmo apresenta um fraco desempenho em grafos bi-partite [45],

ganhando um grande incremento de eficácia e eficiência na sua versão em paralelo [59].

O algoritmo ordenação de graus de saturação selecciona para vértice a colorir aquele

que apresenta o maior número de cores adjacentes diferentes [34]; este algoritmo tem

o grande inconveniente de o tempo de execução e espaço utilizado serem excessivos

[45], sendo o tempo de execução proporcional a
∑

v∈V

d2
G(v) ([34] e [85]). Uma outra

alternativa, para a ordem pela qual os vértices são coloridos, consiste numa escolha

dos vértices seguindo uma ordenação de incidência de graus ([45] e [123]). Seguindo

este critério, suponhamos que os vértices v1, . . . , vi−1 já foram coloridos. O vértice vi

é escolhido de entre todos os não coloridos, como o que apresenta o maior grau no

sub-grafo de G induzido pelo conjunto {v1, . . . , vi−1} ∪ {vi}. Designemos o método de

classificação que aplica este algoritmo por método de partição baseado na coloração de

grafos ajustado usando ordenação de incidência de graus, MPCG OIG. Para diminuir o

tempo de execução desta abordagem, note-se que se os vértices u e v são não adjacentes

em G, então estes vértices podem ser coloridos em paralelo [123].
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Uma outra abordagem, no contexto da coloração de vértices, baseia-se na procura

de conjuntos independentes maximais no conjunto de dados. A analogia entre estes

conjuntos e coloração óptima surge uma vez que se pretende encontrar o menor número

posśıvel de classes de cor, e assim, pretende-se que as classes tenham o maior número

de vértices não adjacentes posśıvel. Ou seja, pretende-se que C0 seja um conjunto

independente maximal em V , que C1 seja um conjunto independente maximal em

V \ C0, etc. Este tipo de algoritmos aceita como dado de entrada o grafo G(V,E),

tendo como sáıda um conjunto independente maximal que corresponde a uma classe

homogénea. Seja G′(V ′, E ′) um sub-grafo de G. Para todo W ⊆ V ′, seja V iz(W ) a

vizinhança de W . O algoritmo segue, de modo muito genérico os seguintes passos [150]:

1. I ← ∅

2. G′ = (V ′, E ′)← G = (V,E)

3. enquanto G′ 6= ∅ faça

(a) seleccionar um conjunto I ′ ⊆ V ′ que seja independente em G′

(b) I ← I ∪ I ′

(c) Y ← I ′ ∪ V iz{I ′}
(d) o grafo G′ = (V ′, E ′) é o subgrafo induzido em V ′ \ Y

Quando o algoritmo termina, o conjunto I é um conjunto independente maximal. O

passo (3a) é o que apresenta maior complexidade e maior consumo de tempo, sendo

ainda reconhecido como sendo NP-completo. Em [150] é apresentada uma execução

deste passo em paralelo, reduzindo assim significativamente o tempo de execução do

mesmo.

No entanto, pode-se optar por uma solução não óptima de procura de conjuntos

independentes seguindo o algoritmo:

1. j = 0

2. enquanto V 6= ∅

(a) V ′ ← V
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(b) enquanto V ′ 6= ∅

i. escolher vértice a colorir v

ii. Cj ← Cj ∪ {v}
iii. V ′ ← V ′ \ {V iz{v} ∪ {v}}
iv. V ← V \ {v}

(c) j ← j + 1

A escolha do vértice a colorir no passo 2(b)i pode ser executada de diferentes formas:

 

Figura 4.12: Distribuição em quatro classes do conjunto de dados com 400 elementos,

identificada pelo método MPCG CIM MGP.

1. O vértice v a colorir resulta de uma escolha aleatória de entre os vértices ainda

não coloridos [150]. Designemos o método de classificação que aplica este algo-

ritmo por método de partição baseado na coloração de grafos ajustado usando o

conjunto independente maximal com selecção aleatória, MPCG CIM SA.

2. O vértice v a colorir é escolhido sequencialmente pela ordem pela qual aparece no

conjunto de vértices a colorir [151]. Designemos o método de classificação que

aplica este algoritmo por método de partição baseado na coloração de grafos

ajustado usando o conjunto independente maximal com selecção do mı́nimo,

MPCG CIM SM.
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Figura 4.13: Distribuição em três classes do conjunto de dados com 400 el-

ementos, identificada pelos métodos MPCG OI, MPCG OIG, MPCG CIM SA e

MPCG CIM SM

3. O vértice v a colorir é seleccionado da seguinte maneira:







































escolher o primeiro vértice ainda não colorido

i← max
{

max{x∈V iz{v}}{dG(x)}; dG(v)
}

v ← x : dG(x) = i

Figura 4.14: Distribuição em quatro classes do conjunto de dados com 3892 elementos,

identificada pelos métodos MPCG OI e MPCG CIM SM.
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Figura 4.15: Distribuição em três classes do conjunto de dados com 3892 elementos,

identificada pelos métodos MPCG CIM SA, MPCG OIG e MPCG OI.

Tabela 4.9: Resultados para diferentes inicializações do algoritmo de coloração.

Conjunto 1 Conjunto 2 Conjunto 3

k tempo (seg.) k tempo (seg.) k tempo (seg.)

MPCG OI 3 1.27 4 43.91 4 660.09

MPCG OIG 3 26.45 4 3300.7 3 24863.73

MPCG CIM SA 3 0.86 4 69.34 3 996.86

MPCG CIM SM 3 1.22 4 40.06 4 650.01

MPCG CIM MGP 4 12.11 4 533.98 4 5771.45

ou seja, escolhe-se sequencialmente um vértice candidato a ser colorido e compara-

se o seu grau com os graus dos vértices que lhe são adjacentes, escolhendo-se

para colorir o vértice de maior grau [59]. Designemos o método de classificação

que aplica este algoritmo por método de partição baseado na coloração de grafos

ajustado usando o conjunto independente maximal com selecção do maior grau

primeiro, MPCG CIM MGP.

Estes métodos foram aplicados a três conjuntos de dados com 2 atributos numéricos.

Foram analisados o número de classes identificadas assim como os tempos gastos,

sendo a execução feita num PC Pentium 4 de 3GHz a 512 Mbytes de RAM. O primeiro

conjunto de dados contém 400 elementos e está representado na figura 4.12; o segundo

conjunto já foi usado na Secção 4.5.1 e está representado na figura 4.3; o terceiro é

um conjunto de dados reais com 3892 elementos, está representado na figura 4.15 e

consiste em três partes da rede rodoviária Grega [103].
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Figura 4.16: Gráfico ˜IC/k obtido para o conjunto de dados com 3892 elementos.

Os métodos MPCG OI, MPCG OIG, MPCG CIM SA e MPCG CIM SM identificaram

a partição representada na figura 4.13, enquanto o método MPCG CIM MGP identi-

ficou a partição representada na figura 4.12. Pode-se concluir que os métodos testados

identificaram com sucesso as classes pelas quais os elementos estão distribúıdos, sendo

o último o mais eficaz; no entanto, tal como pode ser consultado na tabela 4.9, este é

o segundo método mais lento, só superado pelo MPCG OIG, não havendo diferenças

significativas de tempos entre os outros três métodos.

Quanto ao segundo exemplo, todos os métodos identificaram correctamente a partição

em 4 classes representada na figura 4.3, no entanto, como se pode ver na tabela 4.9,

as diferenças de tempo de execução entre métodos já são mais significativas, sendo os
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Figura 4.17: Distribuição em quatro classes do conjunto de dados com 3892 elementos,

identificada pelo método MPCG CIM MGP.

métodos mais eficientes os MPCG OI e MPCG CIM SM e o mais lento o MPCG OIG,

sendo aproximadamente 82 vezes mais lento que os dois mais eficientes.

No caso do terceiro exemplo com 3892 elementos, a figura 4.14 representa a partição

identificada pelos métodos MPCG OI e MPCG CIM SM; a partição obtida pelos

métodos MPCG CIM SA e MPCG OIG está representada na figura 4.15, enquanto a

figura 4.17 representa a partição obtida pelo método MPCG CIM MGP. No caso do

método MPCG OI, obteve-se o gráfico representado na parte superior da figura 4.16

(para ℓmin = dmin, ℓmax = dmax e H = 50) que identificou a melhor partição para

α = 45152.58, ˜IC = 0.00006 e k = 4. No entanto, existem outros valores de k com

valores de ˜IC muito próximos do valor óptimo. Assim, justifica-se uma nova execução

do método restringindo o intervalo no qual toma valores o parâmetro de controlo α

para valores próximos dos valores mı́nimos locais. A segunda execução fez-se para

ℓmin = 30102.06, ℓmax = 165556.8 e H = 25. O gráfico respectivo encontra-se na

parte inferior do figura 4.16, onde é identificada como melhor partição aquela que

corresponde a α = 73447.58, ˜IC = 0.000093 e k = 3 e que corresponde à partição

identificada na figura 4.15.

Conclui-se que a opção de métodos de coloração mais lentos não resultou em execuções

de melhor qualidade; no presente trabalho optou-se pela versão MPCG OI porque dos

métodos testados foi um dos mais rápidos apresentando elevados ńıveis de eficácia.
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4.8 Estudo da Complexidade de Execução do Método

Nesta secção pretende-se fazer um estudo da complexidade de execução do método no

pior caso e no caso médio.

4.8.1 Pior Caso

No pior caso, para se colorir um vértice terá que se comparar esse vértice com todos

os vértices já coloridos. Neste caso a ordem de execução é O(n2).

Esta situação ocorre quando se pretende colorir um grafo completo, em que são

necessárias n cores. Uma vez que a situação do grafo completo não ocorre com

frequência, vejamos qual a complexidade de execução no caso médio.

4.8.2 Caso Médio

Suponhamos já coloridos nℓ vértices em ℓ classes e seja ∆ o grau máximo de entre todos

os vértices do grafo. No máximo, para colorir o vértice v fazem-se dG(v) comparações.

No entanto, nem todos os vértices adjacentes a v pertencem ao conjunto dos nℓ vértices

já coloridos. Assim, no máximo faz-se um número de comparações igual ao número

de vértices adjacentes com v já coloridos. Seja X a v.a. que representa o número

de vértices adjacentes com v, já coloridos. A distribuição que a v.a. segue é a

hipergeométrica.

f(x) = P (X = x) =





Mp

x









Mq

N − x









M

N





Com
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

































































M = n

Mp = dG(v)⇒ np = dG(v)⇔ p =
dG(v)

n

Mq = n− dG(v)

N = nℓ

f(x) = P (X = x) =





dG(v)

x









n− dG(v)

nℓ − x









n

nℓ





Assim

E(X) = Np = nℓ
dG(v)

n

Assim, quando se colore v (já coloridos nℓ vértices) faço em média
nℓ

n
dG(v) com-

parações. Quando coloro o iésimo vértice, então já colori i − 1 vértices. Assim,

considerando as v.a. Xi, tem-se

E

(

n
∑

i=1

Xi

)

=
n
∑

i=1

i− 1

n
dG(vi) =

1

n

n
∑

i=1

idG(vi)−
1

n

n
∑

i=1

dG(vi) =
1

n

n
∑

i=1

idG(vi)−
2m

n

Como,

dG(v1) + 2dG(v2) + . . . + ndG(vn) ≤ ∆ + 2∆ + . . . + n∆ =
n

2
(∆ + n∆) =

n(n + 1)

2
∆

Verifica-se

n
∑

i=1

i− 1

n
dG(vi) ≤

n + 1

2
∆− 2m

n

Como m é no mı́nimo igual a zero, verifica-se:

E

(

n
∑

i=1

Xi

)

≤ n + 1

2
∆
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Proposição 4.1 Se ∆ é o grau máximo de entre os n vértices e se T (n) for o número

de operações elementares esperadas para colorir n vértices, então

T (n) ≤ n + 1

2
∆ = O(n∆)

4.9 Conclusão

Usando alguns conceitos da teoria de grafos, foi definido um método de classificação

não hierárquica baseado na coloração de grafos, com ajuste que reduz o número de

cores, com o objectivo de que as classes de cor encontradas sejam também as classes

homogéneas do conjunto de dados. O método de classificação foi associado a um

ı́ndice de classificabilidade, também definido no contexto de grafos, e em conjunto,

pretendem identificar o número e o conteúdo das classes do conjunto de dados. A

eficácia do método foi constatada em conjuntos de dados artificiais, evidenciando a

sua robustez no que diz respeito a conjuntos de dados com pontos isolados, com classes

de formato não esférico e sem uma estrutura em classes. O método mostrou-se estável

quando aplicado a várias modificações de um mesmo conjunto de dado. A versão não

ajustada apresenta uma ordem de execução de O(∆n) e a ajustada apresenta uma

ordem de execução de O(n2).
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Caṕıtulo 5

Índices de Avaliação de Classes e

Partições

O método proposto permite gerar e avaliar partições, sem fazer qualquer análise de

cada uma das classes individualmente. Numa mesma classificação desconhece-se o

contributo de cada uma das classes para a identificação da estrutura nos dados,

sendo esta informação importante para se ter um conhecimento mais profundo sobre

o modo como os elementos estão relacionados entre si. Usando ainda conceitos de

teoria de grafos, são apresentados neste caṕıtulo ı́ndices de avaliação do isolamento

e da densidade de classes, obtidas pelo método de classificação não hierárquica ap-

resentado no caṕıtulo 4, estendido a conjuntos de dados caracterizados por atributos

(ou variáveis) mistos. É ainda apresentado um ı́ndice de avaliação de partições, que

permite escolher a partição que melhor reflecte a estrutura existente nos dados, de

entre as candidatas obtidas pelo método de classificação. Consideram-se partições

candidatas aquelas para as quais o ı́ndice ˜IC apresenta valores indicativos do número

de classes, nomeadamente quando existem várias partições com o mesmo ˜IC associado

(por exemplo, suponhamos que o método identificou várias partições com ˜IC = 0,

qual escolher?). Os ı́ndices propostos são aplicados a conjuntos de dados artificiais de

atributos numéricos e mistos, e comparados com alguns existentes na literatura.

Um dos ı́ndices de isolamento apresentados permite definir uma medida de dissemel-

hança entre classes, que proporciona o desenvolvimento de um ajuste hierárquico

baseado em grafos ponderados pela medida de dissemelhança, a usar em alternativa ao

ajuste baseado em densidade definido no caṕıtulo anterior. São apresentados alguns

exemplos que constatam a eficiência desta nova abordagem.

137
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Comecemos por apresentar alguns ı́ndices existentes na literatura.

5.1 Índices de Validação de Classes

Existem na literatura muitas definições de classe, não sendo nenhuma delas universal.

Em geral, cada método de classificação pretende encontrar as classes seguindo uma

definição particular. No caso geral, as classes de uma ”boa” classificação devem ser

homogéneas, em que os elementos de uma mesma classe deverão ser similares; e devem

ser bem separadas, i.e., entidades dissimilares deverão pertencer a classes diferentes

[51].

Uma posśıvel definição de classe é considerá-la como um subconjunto do conjunto de

dados, tal que qualquer dissemelhança entre elementos da classe é menor que qualquer

dissemelhança entre elementos da classe e elementos fora da classe [122]. Uma outra

definição consiste em identificar uma classe como sendo um subconjunto do conjunto

de dados, para o qual o diâmetro da classe (máximo das distâncias entre pares de

elementos da classe), é menor que o mı́nimo das distâncias entre os elementos da

classes e elementos externos à classe [218]. Outra posśıvel definição é dada em [148]

no contexto da teoria de grafos, onde é definido um (ℓ,r)-cluster, para algum r, como

tendo a propriedade de que numa vizinhança de cada um dos elementos da classe de

raio r, têm que existir pelo menos ℓ outros elementos da mesma classe; e todos os

elementos do conjunto de dados podem ser ligados por um caminho de comprimento

menor ou igual a r. Existem ainda outras definições de classes baseadas em conceitos de

teoria de grafos. Por exemplo, uma classe pode corresponder a um clique ([50], [105] e

[16]), a um subgrafo conexo ([50], [216] e [1]) ou a um subgrafo conexo maximal ([106])

do grafo definido no conjunto de dados. Muitas outras definições de classes podem ser

encontradas na literatura ([146] e [115]).

Cada ı́ndice de validação pretende validar uma classe de acordo com a sua própria

definição. Em geral, a validação de uma classe engloba o teste de três caracteŕısticas

principais: densidade, isolamento e estabilidade [168].
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5.1.1 Medidas de Heterogeneidade e de Isolamento de Classes

numa Partição

Em [91] são apresentados alguns critérios de heterogeneidade e de isolamento de

partições, definidos a partir dos mesmos critérios aplicados a cada uma das classes

da partição. Assim, se P = {C1, C2, . . . , Ck} for uma partição em k classes, então a

fórmula geral para os critérios de heterogeneidade são dados por:

H(P ) =
k
∑

r=1

H(Cr) ou H(P ) = max{r=1,...,k}{H(Cr)} (5.1)

O critério de heterogeneidade da classe Cr, pode ser definido como o quadrado da

distância euclideana entre os elementos da classe e o seu centro; como a distância

city-block entre os elementos da classe e o vector mediana; como a dissemelhança

máxima entre pares de elementos da classe; ou ainda como o mı́nimo, de entre todos

os elementos da classe, das somas das distâncias entre cada elemento e todos os outros

elementos da classe.

A fórmula geral dos critérios de isolamento é dada por:

I(P ) =
k
∑

r=1

I(Cr) ou I(P ) = min{r=1,...,k}{I(Cr)} (5.2)

O critério de isolamento da classe Cr, pode ser definido como o mı́nimo das distâncias

entre os elementos da classe e fora da classe, ou como a soma de todos as distâncias

entre todos os elementos da classe e todos os elementos pertencentes a outras classes.

Assim, as medidas de isolamento e heterogeneidade de cada classe de uma partição,

podem ser combinadas para proporcionarem medidas de adequação de uma partição.

As partições óptimas são aquelas que minimizam as medidas de heterogeneidade e

maximizam as medidas de isolamento, ou são baseadas numa combinação daquelas

medidas.
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5.1.2 Índice de Isolamento de Ling

No contexto da classificação hierárquica, seja C um (ℓ,r)-cluster, sendo r o ńıvel no

qual a classe é formada, e r′ o ńıvel no qual a classe C é absorvida por outra classe.

O ı́ndice de isolamento de C ([148]), é dado por r − r′ e representa o ”tempo” que

decorre entre a classe ser formada e ser absorvida por outra classe.

Assim, uma classe é compacta se for formada relativamente cedo (quando r é pequeno)

para o seu tamanho, sendo isolada se o seu ı́ndice de isolamento for grande. O ı́ndice

de Ling baseia-se na ideia de que a duração de vida de uma classe válida, deverá ser

superior à duração de vida de uma classe encontrada ao acaso. Tendo como plataforma

probabiĺıstica um modelo nulo de matrizes aleatórias, prova-se ([148]) que o ı́ndice

de isolamento segue uma distribuição aproximadamente Geométrica, com parâmetro

p = 1− nc(n− nc)

N − r
onde N =

(

n

2

)

, para (1, r)− clusters com nc elementos.

5.1.3 Índices de Densidade e Isolamento de Bailey & Dubes

Considere-se o grafo G(n,m) de n vértices, correspondentes aos n elementos de Ω, e m

arcos. Um par de vértices i e j estão ligados por um arco se a dissemelhança entre i e

j está entre as m dissemelhanças menores, de entre todos os pares de elementos de Ω.

Seja C um subconjunto de Ω pré-definido com r elementos. O objectivo é determinar

se C é uma boa classe. Seja Em o conjunto dos arcos {i, j} do grafo G(n,m). A

densidade da classe C é definida por [8]: DC(m) = card{{i, j}|i, j ∈ C, {i, j} ∈ Em} e

representa o número de arcos internos à classe C no grafo G(n,m). Grandes valores

de DC(m) indicam que a classe C é compacta. O isolamento da classe C é definido

por [8]: IC(m) = card{{i, j}|i ∈ C, j /∈ C, {i, j} ∈ Em}. Pequenos valores de IC(m)

indicam que é isolada.

Seja I a variável aleatória que representa o número de arcos que ligam os r elementos

de uma classe aos outros vértices do grafo e seja D a variável aleatória que representa o

número de arcos internos à classe de r elementos. Para uma classe C de tamanho r que

não seja o resultado de um algoritmo de classificação, as distribuições destes ı́ndices

sob a hipótese do grafo aleatório (H0) são hipergeométricas [91]: H
(

n2,m; r2

n2

)

para o

ı́ndice de densidade e H
(

n2,m; r(n−r)
n2

)

para o ı́ndice de isolamento, onde n2 ≡ n(n−1)
2

e r2 ≡ r(r−1)
2

.
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No entanto, se C foi obtida como o resultado de um algoritmo de classificação, estas

distribuições terão de ser modificadas. Neste caso, são sugeridos alguns ı́ndices cujo

prinćıpio base consiste na comparação dos valores do isolamento e da densidade de

uma classe, resultado da aplicação de um algoritmo de classificação, com os valores de

uma classe escolhida ao acaso. As fórmulas para os ı́ndices de isolamento e densidade

são ([91] e [168]):

ĨC(m) = min











n

r



P (I ≤ iC | H0), 1







(5.3)

D̃C(m) = min











n

r



P (D ≥ dC | H0), 1







(5.4)

considerando as distribuições hipergeométricas indicadas.

5.1.4 Métodos para Testar a Estabilidade de Classes

Em [168] é proposto um método de validação de uma única classe, através de novos

ı́ndices de validação que se baseiam na avaliação da estabilidade de uma classe por

métodos de reamostragem, consistindo na medição da influência da remoção de certos

elementos do conjunto de dados, sobre essa classe. O prinćıpio adoptado é o seguinte:

aplica-se o método de partição sobre um grande número de amostras retiradas do

conjunto Ω, de seguida verifica-se se os elementos da classe C são, tanto quanto

posśıvel, classificados juntos nas diferentes amostras, não se misturando com elementos

de outras classes. Este tipo de comportamento é evidente numa classe idealmente

estável, tanto do ponto de vista de isolamento como do ponto de vista da densidade.

5.1.5 Estat́ıstica de Validação U

Uma outra estat́ıstica de validação de uma classe é inicialmente proposta em [156] e

frequentemente referida em trabalhos posteriores ([89], [91] e [168]):

Uijkl =















0 if dij < dkl

1
2

if dij = dkl

1 if dij > dkl
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Para uma classe C de tamanho r, seja:

W ≡ {{i, j}|i, j ∈ C, i < j} o conjunto de r(r−1)
2

pares de elementos da classe, e

B ≡ {{k, l}|k ∈ C, l /∈ C} o conjunto de r(n− r) pares de elementos entre classes.

O ı́ndice U global, UG é definido por:

UG ≡
∑

(i,j)∈W

∑

(k,l)∈B

Uijkl (5.5)

O ı́ndice U local, UL é definido por:

UL ≡
∑

i∈C

∑

j∈C\{i}

∑

k/∈C

Uijik (5.6)

Quanto mais baixos forem os valores dos ı́ndices UG e UL melhor é a classe. As

classes que apresentem os ı́ndices nulos são aquelas que verificam as condições de classe

ideal, pela qual as dissemelhanças entre elementos pertencentes às mesmas classes, são

sempre menores que entre elementos pertencentes a classes diferentes.

5.1.6 Índices de Isolamento, Densidade e Validação de Bel

Mufti

No trabalho descrito em [168] foram definidos e testados ı́ndices de medição do iso-

lamento, da densidade e da validação de uma classe C, gerada por um método de

partições, aplicado a um conjunto de dados Ω a classificar, usando um esquema de

reamostragem. Designemos por ξ1, ξ2, . . . , ξN , N amostras de Ω, obtidas respeitando

uma cota de p% sobre cada classe da partição.



Índices de Avaliação de Classes e Partições 143

A definição de cada um dos ı́ndices aplicados a uma classe é feita de modo externo, a

partir de uma partição de referência; ou de modo interno a partir de N partições de

Ω em k classes, obtidas a partir de N amostras do conjunto de dados.

Para avaliar de modo externo os ı́ndices de isolamento e de densidade da classe C,

dispomos da partição Q = {Q1, . . . , Qk} conhecida apriori. Nestas condições, a classe

C será considerada isolada se dois elementos que são classificados separadamente

na partição QC = {C, C̄}, também o forem na partição Q conhecida. A classe C

será considerada compacta se dois elementos que são classificados juntos na classe

C, também o são na partição Q. Os ı́ndices de isolamento e densidade externos,

representam-se por Ie(C) e He(C) respectivamente, e são definidos para uma classe C

como sendo:

Ie(C) = 1− 2

n(n− 1)

k
∑

j=1

|C ∩Qj||C̄ ∩Qj| (5.7)

e

He(C) = 1− 2

n(n− 1)

∑

1≤j<ℓ≤k

|C ∩Qj||C ∩Qℓ| (5.8)

Verifica-se 0 ≤ Ie(C) ≤ 1 e 0 ≤ He(C) ≤ 1. Quanto mais próximos os ı́ndices

estiverem de 1 mais isolada e mais compacta é a classe. Quanto mais próximos os

ı́ndices estiverem de 0, menos a classe é isolada e compacta, respectivamente.

Para avaliar de modo interno o isolamento e a densidade da classe C, dispomos de N

partições Q(1), . . . , Q(N) que foram obtidas pela aplicação do método de classificação

sobre N amostras ξ1, . . . , ξN do conjunto Ω. Para cada amostra ξi(i = 1, . . . , N),

obtém-se uma partição, em k classes Q(i) = {Q(i)
1 , . . . , Q

(i)
k }. Nestas condições, a

classe C será considerada como isolada se dois elementos que são classificados em

classes diferentes na partição {C, C̄}, também o são na partição Q(i) para algum i. A

classe C será considerada como compacta se dois elementos que são classificados juntos

na classe C, também o são na partição Q(i) para algum i. Os ı́ndices de isolamento e

densidade internos, designam-se por I(C) e H(C) e são definidos para uma classe C

da seguinte maneira:

I(C) = 1− 2

n(n− 1)N

N
∑

i=1

k
∑

j=1

|C ∩Q
(i)
j ||C̄ ∩Q

(i)
j | (5.9)
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e

H(C) = 1− 2

n(n− 1)N

N
∑

i=1

∑

1≤j<ℓ≤k

|C ∩Q
(i)
j ||C ∩Q

(i)
ℓ | (5.10)

Verifica-se 0 ≤ I(C) ≤ 1 e 0 ≤ H(C) ≤ 1. Quanto mais próximo o ı́ndice estiver de 1

mais isolada e compacta é a classe. Quanto mais próximo o ı́ndice estiver de 0, menos

isolada e compacta, respectivamente é a classe.

Dizemos que uma classe C é válida, se for ao mesmo tempo isolada e compacta, ou

seja, se as duas regras que garantem respectivamente o isolamento e a compacticidade

forem satisfeitas. Assim os ı́ndices de validação externo e interno, representados por

Ve(C) e V (C) respectivamente, são definidos para uma classe C da seguinte maneira:

Ve(C) = 1− 2

n(n− 1)





k
∑

j=1

|C ∩Qj||C̄ ∩Qj|+
∑

1≤j<ℓ≤k

|C ∩Qj||C ∩Qℓ|


 (5.11)

e

V (C) = 1− 2

n(n− 1)N

N
∑

i=1





k
∑

j=1

|C ∩Q
(i)
j ||C̄ ∩Q

(i)
j |+

∑

1≤j<ℓ≤k

|C ∩Q
(i)
j ||C ∩Q

(i)
ℓ |


(5.12)

Verifica-se 0 ≤ Ve(C) ≤ 1 e 0 ≤ V (C) ≤ 1. Quanto mais próximos os ı́ndices estiverem

de 1, mais válida é a classe. Quanto mais próximos estiverem de 0 menos válida é a

classe.

5.2 Índices de Validação de Partições: τa e τw de

Guénoche

Os ı́ndices de validação τa e τw [98] são baseados no prinćıpio de que uma partição é

”boa”, se grandes dissemelhanças se verificam entre elementos de classes diferentes,

e pequenas dissemelhanças se verificam entre elementos da mesma classe. O ı́ndice

rácio de acordo entre pares, designado por τa, mede a qualidade de uma partição

pela percentagem de pares de objectos, que pertencendo à mesma classe, apresentam

pequenas dissemelhanças; e que pertencendo a classes diferentes, apresentam grandes

dissemelhanças. Uma partição P em Ω induz uma bipartição no conjunto dos pares
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de elementos do conjunto de dados. Seja (Le, Li) essa partição, e sejam Ne e Ni o

número de elementos em cada parte. A parte Le contém todos os pares de objectos

que pertencem a classes diferentes, e a parte Li contém todos os pares de objectos

pertencentes à mesma classe. Depois de ordenar os valores das dissemelhanças por

ordem decrescente, divide-se a sequência em duas partes, a primeira com os Ne maiores

valores e a segunda com os Ni menores valores. Esta partição é designada por

(Gd, Sd). Uma partição perfeita em Ω, de acordo com o pŕıncipio anterior, tem as

duas bipartições idênticas. O ı́ndice rácio de acordo entre pares conta a percentagem

de pares que pertencem em simultâneo a Le e a Gd ou a Li e a Sd. Neste caso, valores

do ı́ndice perto de 1, identificam classificações com melhor qualidade.

O outro ı́ndice de validação é denominado rácio de pesos, é designado por τw, e é

calculado pelas somas das dissemelhanças entre elementos dos quatro tipos de pares:
∑

(Le),
∑

(Li),
∑

(Gd) and
∑

(Sd), como

τw =

∑

(Le)
∑

(Gd)
×
∑

(Sd)
∑

(Li)
(5.13)

Estes dois racios correspondem ao peso das ligações externas, dividido pelo máximo

que pode ser conseguido com Ne valores de dissemelhanças; e pelo peso mı́nimo de Ni

ligações, dividido pelo peso das ligações internas. Este ı́ndice toma valores menores ou

iguais a 1. Um valor próximo do máximo significa que as dissemelhanças entre classes

correspondem às maiores dissemelhanças, e que as dissemelhanças dentro de classes

correspondem às menores dissemelhanças.

De seguida apresentam-se alguns ı́ndices que foram desenvolvidos no âmbito da pre-

sente dissertação.

5.3 Índice de Isolamento Absoluto

O Índice de Isolamento Absoluto (IIA) pretende determinar o isolamento de cada

classe, no contexto da partição na qual se insere.
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5.3.1 Definição do Índice de Isolamento Absoluto

O valor do ı́ndice apresentado nesta secção está directamente relacionado com o valor

do ı́ndice de classificabilidade, pretendendo-se que determine o contributo que cada

uma das classes tem para o valor deste ı́ndice. Existindo uma relação inversa entre o

valor do ı́ndice de classificabilidade e a qualidade da partição identificada pelo método,

MPCG uma classe deverá ser tanto mais isolada quanto menor for o valor do ı́ndice

de isolamento absoluto correspondente.

Seja Ci uma das k classes da partição.

Definição 5.1 O valor do Índice de Isolamento Absoluto IIA, da classe Ci representa-

se por ∆a
i , e é dado por:

∆a
i =

∑

v∈Ci

[dmax
G (v)− dG(v)] (5.14)

sendo dmax
G (v) e dG(v), o grau máximo e o grau do vértice v no grafo G representativo

dos dados, respectivamente. Se n for o número de vértices do grafo estruturado em k

classes, C1, . . . , Ck com n1, . . . , nk elementos respectivamente, então

∆a
i = ni(n− ni)−

∑

v∈Ci

dG(v) (5.15)

Para cada vértice v ∈ Ci, dmax
G (v)− dG(v) é o número de vértices exteriores a Ci aos

quais v dista menos do que α.

Como as classes identificadas no conjunto de dados são também classes de cor no

contexto da teoria de grafos, verifica-se que numa mesma classe não existem vértices

adjacentes. Um vértice de uma classe só poderá ser adjacente no máximo, a todos os

outros vértices fora da classe à qual pertence. Deste modo dmax
G (v) = n − ni. Como

se pretende a soma dos graus máximos para todos os vértices da classe Ci, vem

∆a
i =

∑

v∈Ci

[dmax
G (v)− dG(v)] =

∑

v∈Ci

dmax
G (v)−

∑

v∈Ci

dG(v)

= ni(n− ni)−
∑

v∈Ci

dG(v)

(5.16)
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Consideremos a definição do ı́ndice de classificabilidade definido na equação (4.17)

(Secção 4.3). Relacionando o valor do ı́ndice de classificabilidade com o valor do

ı́ndice de isolamento absoluto, resulta:

IC =
1

2

k
∑

i=1

∆a
i (5.17)

Assim, quanto menor for o valor ∆a
i para a classe Ci, menor é a sua contribuição para

o valor IC e como tal, maior é o seu isolamento absoluto no contexto da partição onde

se insere.

Para que o número de elementos nas classes não tenha um peso excessivo no valor do

ı́ndice, define-se:

∆̃a
i =

∆a
i

ni(n− ni)
= 1− 1

ni(n− ni)

∑

v∈Ci

dG(v) (5.18)

Verifica-se que 0 ≤ ∆̃a
i ≤ 1, tomando o valor zero para classes isoladas. Quanto maior

for o valor do ı́ndice, menos isolada é a classe.

O ı́ndice de isolamento absoluto definido pelos grafos k-partites completos, usa na sua

determinação um conceito já usado por alguns autores como por exemplo, Bailey &

Dubes [8] (Secção 5.1.3). Um dos ı́ndices definidos por estes autores é baseado no

número de arcos que unem elementos da classe Ci a elementos fora da classe, de um

grafo definido nos dados. No grafo definido pelos autores, dois vértices são adjacentes

se a dissemelhanças entre eles for menor que um dado parâmetro; considere-se o valor

desse parâmetro igual ao valor de α. Valores baixos deste ı́ndice indicam classes

isoladas. O ı́ndice de isolamento absoluto conta o número de arcos em falta para que

o grafo seja k-partite completo. Tendo em conta que na abordagem utilizada pelo

método, dois vértices vi, vj são adjacentes se dist(vi, vj) ≥ α, então o ı́ndice conta o

número de arcos cujas dissemelhanças entre os respectivos vértices não é maior ou igual

a α, ou seja, conta o número de arcos com dissemelhança entre vértices menor que

α. Assim, com definições complementares para os grafos representativos nos dados, o

ı́ndice de isolamento absoluto e o ı́ndice de Bailey & Dubes baseiam-se numa mesma

quantidade.



148 Caṕıtulo 5

Tabela 5.1: Valores do ı́ndice IIA para o conjunto representado na figura 5.1.

IIA

C1 0

C2 0.004663

C3 0.005371

C4 0.020833

5.3.2 Aplicação do Índice de Isolamento Absoluto

O ı́ndice de isolamento absoluto foi aplicado às classes das partições obtidas pela

aplicação do método, a dois conjuntos de dados. A figura 5.1 representa a distribuição

em quatro classes de um conjunto de dados obtida pelo método para α = 97.33817 e
˜IC = 0.004261. A tabela 5.1 mostra os valores do ı́ndice de isolamento absoluto para

cada uma das classes, indicando que o ı́ndice identificou correctamente a classe mais

isolada, como sendo a classe C1.

C1

C2

C3

C4

 

Figura 5.1: Partição em quatro classes obtida pelo método.

A figura 5.3 representa o resultado da aplicação do método ao conjunto de dados

representado na figura 5.2. Como se pode ver pela parte superior do gráfico, a única

partição que é posśıvel identificar é a partição em duas classes. Assim, repetiu-se a

aplicação do método para ℓmin = 16.67248, ℓmax = 58.46575 e H = 50. O gráfico da

parte inferior da figura mostra o resultado obtido. Para α = 26.702861 obteve-se a

partição em cinco classes com ˜IC = 0.000999 e representada na figura 5.2. A tabela

5.2 mostra os resultados obtidos da aplicação do ı́ndice de isolamento absoluto para
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Tabela 5.2: Valores do ı́ndice IIA para o conjunto representado na figura 5.2.

IIA

C1 0.00003

C2 0.000122

C3 0.001369

C4 0.002757

C5 0.000865

cada uma das cinco classes. O ı́ndice identificou correctamente a classe C1 como a

mais isolada. A classe menos isolada é identificada pelo ı́ndice como sendo a C4, pois

é a classe que está mais perto de um maior número de outras classes.

C1

C2

C3

C4

C5

 

Figura 5.2: Partição em cinco classes obtida pelo método.

5.4 Índice de Isolamento Relativo

O Índice de Isolamento Relativo (IIR) pretende determinar o isolamento relativo entre

classes de uma partição.

5.4.1 Definição do Índice de Isolamento Relativo

O ı́ndice de isolamento relativo, pretende medir o isolamento de uma classe Ci em

relação a outra classe da mesma partição. Designemos por ∆r
i (Cj) o isolamento da



150 Caṕıtulo 5
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Figura 5.3: Gráfico ˜IC/k obtido para o conjunto de dados representado na figura 5.2.

classe Ci em relação à classe Cj. Num grafo k-partite, o grau de um vértice pertencente

à classe Ci, consiste na soma do número de arcos que unem o vértice aos elementos

de cada uma das classes existentes na partição. Ou seja, o grau de v ∈ Ci pode ser

definido da seguinte maneira:

dG(v) =
k
∑

{j=1,j 6=i}

d
Cj

G (v) (5.19)

sendo d
Cj

G (v) o número de arcos que unem o vértice a elementos da classe Cj. Para

se obter um grafo k-partite completo, cada vértice de v ∈ Ci deverá ter d
Cj

G (v) = nj,

para j = 1, . . . , k, j 6= i. Para cada vértice v ∈ Ci, nj − d
Cj

G (v) é o número de vértices

de Cj que distam de v menos do que α.
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Definição 5.2 O valor do Índice de Isolamento Relativo IIR, da classe Ci em relação

à classe Cj representa-se por ∆r
i (Cj), é calculado como sendo a diferença entre o grau

máximo relativo à classe Cj e o grau de cada um dos vértices de Ci:

∆r
i (Cj) =

∑

v∈Ci

[nj − d
Cj

G (v)] (5.20)

sendo d
Cj

G (v) o grau do vértice v relativamente a Cj. Se n for o número de vértices do

grafo estruturado em k classes, C1, . . . , Ck com n1, . . . , nk elementos respectivamente,

então

∆r
i (Cj) = ninj −

∑

v∈Ci

d
Cj

G (v) (5.21)

Normalizando, vem:

∆̃r
i (Cj) = 1− 1

ninj

∑

v∈Ci

d
Cj

G (v) (5.22)

Quanto maior for o valor do ı́ndice, menor é o isolamento relativo entre as classes.

Finalmente, refira-se que a medida de isolamento entre classes definida nesta secção,

depende do valor do parâmetro de controle α, verificando-se a seguinte relação:

∆r
i (Cj) = 0 ⇔ ∀v ∈ Ci, dist(v, u) ≥ α,∀u ∈ Cj (5.23)

Neste caso, as classes Ci e Cj estão afastadas, para o valor de α.

5.4.2 Aplicação do Índice de Isolamento Relativo

O ı́ndice foi aplicado a vários conjuntos de dados indicando um bom desempenho

na determinação do isolamento entre classes. A tabela 5.3 indica o isolamento entre

todas as classes representadas na figura 5.4. Uma classe isolada de todas as outras

do conjunto de dados, apresenta uma linha só de zeros como é o caso a classe C2. As

classes C1 e C5 e as classes C3 e C4 não estão isoladas, verificando-se ainda que as

classes C3 e C4 estão mais próximas do que as classes C1 e C5, como se pode constatar
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C1

C2

C3

C4

C5

 

Figura 5.4: Partição em cinco classes obtida pelo método.

Tabela 5.3: Valores dos ı́ndices IIR para o conjunto representado na figura 5.4.

C1 C2 C3 C4 C5

C1 0 0 0 0 0.002435

C2 0 0 0 0 0

C3 0 0 0 0.004365 0

C4 0 0 0.004365 0 0

C5 0.002435 0 0 0 0

pela figura.

A tabela 5.4 indica o isolamento entre todas as classes representadas na figura 5.2. As

classes C3 e C4 são as menos isoladas, sendo o par de classes C4 e C5 o segundo par

menos isolado. A classe C4 é a menos isolada de um maior número de outras classes.

As classes C2 e C5 só não são isoladas de uma outra classe (C4).

Tabela 5.4: Valores dos ı́ndices IIR para o conjunto representado na figura 5.2.

C1 C2 C3 C4 C5

C1 0 0 0.000022 0.00011 0

C2 0 0 0 0.000563 0

C3 0.000022 0 0 0.006078 0

C4 0.00011 0.000563 0.006078 0 0.00393

C5 0 0 0 0.00393 0
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5.5 Índice de Densidade

O Índice de densidade (ID) mede a densidade ou compacidade de uma classe. Esta

medida está relacionada com o facto de que numa vizinhança de cada elemento, a

percentagem de elementos da classe à qual o elemento pertence, deverá ser maior do

que a percentagem de elementos de outras classes. Esta medida pretende favorecer a

identificação de classes densas não necessariamente esféricas.

5.5.1 Definição do Índice de Densidade

Considere-se uma partição em k classes obtida para o valor do parâmetro de controle

α. Seja

|B(v, α̃i) ∩ Ci|
ni − 1

; v ∈ Ci (5.24)

a percentagem de elementos de Ci, diferentes de v, que pertencem à bola B(v, α̃i),

centrada em v e de raio α̃i. O valor α̃ é o parâmetro de controlo do ı́ndice de densidade

que, se nenhum outro valor lhe for atribúıdo, toma o mesmo valor de α. Pretende-se

calcular esta quantidade para todos os elementos de Ci. Sendo assim, a densidade de

uma classe Ci é dada por:

ID′
i :=

∑

v∈Ci

|B(v, α̃i) ∩ Ci|
ni(ni − 1)

(5.25)

onde ni é o número de elementos da classe Ci. Tem-se:

1

ni − 1
≤ ID′

i ≤
ni

ni − 1
(5.26)

Normalizando vem

˜IDi = ID′
i −

1

ni − 1
(5.27)

e então
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0 ≤ ˜IDi ≤ 1 (5.28)

tomando o valor 1 se todas as bolas contiverem todos os elementos da classe. Isto é,

quanto mais próximo o valor de ˜IDi estiver de 1 mais densa é a classe.

O número de elementos da classe tem muita influência no valor do ı́ndice de densidade,

levando a que em geral, classes com maior número de elementos sejam consideradas

as mais densas. Para diminuir essa tendência dividiu-se o valor de ı́ndice por n− ni e

assim o valor do ı́ndice é definido por:

IDi :=
˜IDi

n− ni

(5.29)

ou seja,

IDi =
∑

v∈Ci

|B(v, α̃) ∩ Ci|
ni(ni − 1)(n− ni)

− 1

(ni − 1)(n− ni)
(5.30)

5.5.2 Parâmetro de Controlo do Índice de Densidade

Definamos um outro ı́ndice, denominado limite de conexão.

Definição 5.3 O limite de conexão de uma classe Ci, designa-se por LCi (designado

em [98] por sk) e é dado pela distância máxima entre os vizinhos mais próximos, ou

seja,

LCi = max{v∈Ci}{min{u∈Ci}{dist(v, u)}}

O parâmetro de controlo α̃ de densidade, pode assumir os valores:

• α̃i = α ou

• α̃i = LCi ou

• α̃i = max{α,LCi} ou

• α̃i = min{α,LCi}
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Tabela 5.5: Valores dos ı́ndices W e ID para o conjunto representado na figura 5.5.

W ID

C1 0.45695 0.455313

C2 1 0.994845

C3 1 0.994792

para i = 1, . . . , k.

Os resultados obtidos da aplicação do ı́ndice a vários conjuntos de dados, para as

diferentes opções do seu parâmetro de controlo de densidade, mostraram que o de-

sempenho do ı́ndice não varia significativamente para as diferentes opções posśıveis.

Assim, em todos os exemplos apresentados considerou-se α̃i = α para i = 1, . . . , k.

5.5.3 Aplicação do Índice de Densidade

O ı́ndice de densidade foi comparado com o ı́ndice de densidade de Bailey & Dubes [8]

(Secção 5.1.3), designado por W e também baseado em teoria de grafos. Neste caso,

existe um arco entre dois vértices se a dissemelhança entre eles for menor ou igual a

um dado parâmetro. Este ı́ndice conta o número de arcos que unem elementos de uma

mesma classe C e assume valores altos para classes compactas ou densas.

Os dois ı́ndices foram testados em alguns conjuntos de dados. Os resultados mostraram

que o ı́ndice de densidade ID é mais eficaz na identificação de pequenas diferenças de

densidade entre classes. Por exemplo, a figura 5.5 apresenta um conjunto de dados

em que as classes mais densas são as que têm menor número de elementos (classes C2

e C3) e a menos densa é a que tem maior número de elementos. Como se pode ver

na tabela 5.5, o ı́ndice W identificou correctamente a classe menos densa, não sendo

capaz de diferenciar as outras duas classes. O ı́ndice ID identificou correctamente a

classe mais densa como sendo a classe C2.

5.6 Índice de Avaliação de Partições

O Índice de Avaliação de Partições (IAP) pretende avaliar uma partição baseado

no pressuposto de que o número de vizinhos comuns entre elementos de uma mesma
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C1

C2

C3

Figura 5.5: Partição em três classes obtida pelo método.

classe, deverá ser maior do que o número de vizinhos comuns entre elementos de classes

diferentes.

5.6.1 Definição do Índice de Avaliação de Partições

A Matriz de Adjacências A = [aij], de um grafo G, é uma matriz n × n binária,

simétrica, com:

aij =















1 se {vi, vj} ∈ E(G)

0 se {vi, vj} /∈ E(G)

(5.31)

Assim ai. =
n
∑

j=1

aij = |V iz(vi)| representa o número de vizinhos de vi, ou seja, o número

de vértices vj tais que {vi, vj} ∈ E(G). Tem-se ainda ai. = dG(vi), o grau do vértice vi.

Seja ai a coluna i de A e aj a coluna j de A, a quantidade

ai · aj = |V iz(vi) ∩ V iz(vj)| (5.32)

representa o número de vizinhos comuns entre vi e vj.
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Sejam u, v ∈ Ci e |Ci| = ni. O número máximo de vizinhos comuns de u e de v é n−ni,

uma vez que estes elementos só podem estar ligados a elementos não pertencentes à

classe Ci. Se somarmos o número máximo de vizinhos entre todos os pares de elementos

da classe Ci temos:





ni

2



 (n− ni) =
ni(ni − 1)(n− ni)

2
(5.33)

Assim, a parcela do ı́ndice de avaliação de partições correspondente aos vizinhos

comuns dentro das classes, representa-se por IAP d e é dada pela soma do número

de vizinhos comuns entre todos os elementos de uma mesma classe, normalizado

pelo número máximo de vizinhos comuns. Para cada uma das classes faz-se uma

reordenação da matriz de adjacências, de modo a que os ni elementos da classe Ci

estejam nas ni primeiras linhas da matriz. Assim, o valor da parcela IAP d é dado

por:

IAP d =
2

k

k
∑

i=1































ni−1
∑

j=1

ni
∑

ℓ=j+1

aj · aℓ

ni(ni − 1)(n− ni)































(5.34)

Verifica-se 0 ≤ IAP d ≤ 1, tomando o valor 1 na situação ideal, na qual todos os pares

de elementos de cada uma das classes tem o número máximo de vizinhos comuns.

Sejam u ∈ Ci e v ∈ Cj com |Ci| = ni e |Cj| = nj, i 6= j. O número máximo de

vizinhos comuns de u e de v é n − ni − nj, uma vez que estes elementos só podem

estar simultaneamente ligados a elementos não pertencentes à classe Ci nem à classe

Cj. Se somarmos o número máximo de vizinhos entre todos os pares de elementos da

classe Ci e Cj temos:

(n− ni − nj)ninj (5.35)

Para cada par de classes Ci e Cj, faz-se uma reordenação da matriz de adjacências,

de modo a que os ni elementos da classe Ci estejam nas ni primeiras linhas da matriz,

estando os nj elementos da classe Cj nas nj linhas seguintes. Assim, a parcela do
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ı́ndice de avaliação de partições correspondente a vizinhos comuns entre elementos

pertencentes a classes diferentes, representa-se por IAP e e é dada por:

IAP e =
2

k(k − 1)

k−1
∑

i=1

k
∑

j=i+1































ni
∑

p=1

ni+nj
∑

q=ni+p

ap · aq

(n− ni − nj)ninj































(5.36)

Verifica-se 0 ≤ IAP e ≤ 1, pretendendo-se que uma partição é tanto melhor, quanto

maior for a diferença entre IAP d e IAP e.

O Índice de Avaliação de Partições (IAP) define-se por

IAP = IAP d − IAP e (5.37)

tomando valores −1 ≤ IAP ≤ 1. Se 0 ≤ IAP ≤ 1, então IAP d é maior ou igual a

IAP e e corresponde a uma boa partição, tendo preferencialmente valores perto de 1.

Caso contrário, a partição não deverá ser considerada válida.

5.7 Aplicação dos Índices

Consideremos o conjunto de 500 elementos e dois atributos numéricos representado

na figura 5.8. O gráfico 5.6 representa o resultado da aplicação do método a este

conjunto de dados. Como se pode verificar pela análise do gráfico, foram identificadas

três partições para as quais se verifica ˜IC = 0, ou seja, três partições candidatas a

representar o conjunto de dados, indicadas na tabela 5.6. Para decidir sobre qual

das três partições candidatas é a preferida, aplicaram-se os ı́ndices de avaliação de

classes e partições definidas neste caṕıtulo, assim como, alguns outros presentes na

literatura. Usou-se o ı́ndice τa definido em [98] (Secção 5.2) que mede a qualidade

de uma partição, calculando a percentagem de pares de elementos, que pertencendo à

mesma classe, distam menos do que um dado parâmetro e que pertencendo a classes

diferentes, distam mais do que o mesmo parâmetro. Neste caso, o ı́ndice apresenta

valores próximos de um para partições de boa qualidade.
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Tabela 5.6: Três posśıveis partições identificadas pelo método.

α k ˜IC

P1 14.13847 5 0

P2 66.69234 4 0

P3 125.8154 2 0

Tabela 5.7: Avaliação das partições obtidas pelo método.

P1 P2 P3

τa 1 0.994 0.852

IAP 1 0.9964 0.9958

Como se pode ver na tabela 5.7, quer o ı́ndice τa, quer o ı́ndice IAP identificaram

como a melhor partição a de cinco classes.

0
0,

00
66

81

0 0 0 0,
00

02
26

0,
00

16
73

0,
00

58
62

0,
01

43
72

0 0,
00

01
42

0,
00

15
75

0,
00

80
83

0,
02

35
49

0,
04

85
63

0,
08

06
21

0,
07

95
13

0 0 0,
00

00
97

0,
00

16
55

0,
00

88
91

0,
02

77
13

000

46
0 29 5 5 5 5 5 5 5 5 4 4 4 4 4 4 4 4 3 2 2 2 2 2 2 2

Número de Classes (k)

V
al

or
es

 d
o 

ín
di

ce
 d

e 
cl

as
si

fic
ab

ili
da

de
 

no
rm

al
iz

ad
o

 

Figura 5.6: Gráfico ˜IC/k obtido para o conjunto de dados representado na figura 5.8.

A este conjunto de dados foram introduzidos dois atributos categóricos, seguindo a

mesma distribuição de probabilidades em elementos das mesmas classes, e distribuições

diferentes entre elementos de classes diferentes. Pretende-se deste modo, que a in-

trodução dos dois novos atributos, não modifique significativamente a distribuição dos

elementos nas classes. A distribuição de probabilidades está representada na tabela

5.8. Aplicou-se o método com a função dissemelhança definida em [111] (Secção 3.9,

Equação (3.20)) para atributos mistos. O gráfico resultante da aplicação do método

é apresentado na figura 5.7. Como indica a tabela 5.9, foram identificadas quatro

partições que, segundo o método utilizado, podem representar o conjunto de dados a
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Tabela 5.8: Distribuição de probabilidades das categorias dos atributos do exemplo

com dois atributos numéricos e dois categóricos, para cada uma das cinco classes.

Atributo 1

’a’ ’b’ ’c’ ’d’

0.40 0.04 0.28 0.28

0.10 0.05 0.12 0.73

0.30 0.23 0.17 0.30

0.18 0.26 0.31 0.25

0.06 0.12 0.44 0.38

Atributo 2

’e’ ’f’ ’g’ ’h’

0.21 0.23 0.18 0.38

0.09 0.16 0.32 0.43

0.51 0.10 0.11 0.28

0.15 0.29 0.26 0.30

0.36 0.12 0.28 0.24
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Figura 5.7: Gráfico ˜IC/k obtido para o conjunto de dados representado na figura 5.8,

mas com mais dois atributos categóricos.

A tabela 5.10 representa os valores dos ı́ndices de avaliação de partições. O ı́ndice τa

identifica a melhor partição a de setenta e cinco classes, enquanto que o IAP identifica

como melhor como sendo a de quatro classes. Tendo em conta a distribuição do

conjunto representado na figura 5.8, que corresponde à distribuição dos elementos

considerando somente os atributos numéricos, e tendo em consideração que o aumento

de dimensão introduzindo dois novos atributos categóricos, em prinćıpio, não modi-

ficou significativamente a estrutura; existe a tendência de considerar como melhores

partições as de quatro e cinco classes. Estas são aliás as duas partições para as quais

o ı́ndice IAP apresentou valores mais elevados. Vejamos se os ı́ndices de avaliação

de classes nos fornecem alguma informação, que justifique a escolha da partição em
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C1

C2

C3

C4

C5

 

Figura 5.8: Partição em cinco classes obtida pelo método.

Tabela 5.9: Quatro posśıveis partições identificadas pelo método.

α k ˜IC

P1 34.27643 75 0

P2 54.24229 5 0.00037

P3 67.55286 4 0

P4 140.761 2 0

quatro classes (P3), como sendo a preferida em relação à partição em cinco classes

(P2). O ı́ndice de isolamento absoluto considerou todas as classes da partição em

quatro classes isoladas, isto é, ∆a
i = 0 (i = 1, 2, 3, 4) para todas as classes, assim como

o IIR considerou que o isolamento relativo entre todas as classes é máximo, ou seja,

∆r
i (Cj) = 0 para i, j = 1, 2, 3, 4 e i 6= j. Quanto à partição em cinco classes a tabela

5.12 mostra que todas as classes são isoladas excepto duas, conclusão confirmada pelo

ı́ndice de isolamento IIR (tabela 5.11) e pelo ı́ndice de isolamento absoluto (tabela

5.12), que indica que duas das cinco classes não estão muito isoladas. Assim, a reunião

destas duas classes não muito isoladas favorecer o aparecimento de uma partição com

melhores ı́ndices de avaliação. No entanto, pelos valores apresentados pelos ı́ndices

τa e IAP, qualquer das partições poderia ser considerada para o conjunto de dados,

excepto a partição P4.

Tabela 5.10: Avaliação das partições obtidas pelo método.

P1 P2 P3 P4

τ 1 0.993 0.99 0.851

IAP 0.9832 0.9906 0.9929 0.881
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Tabela 5.11: Valores do IIR entre classes da partição com 5 classes.

C1 C2 C3 C4 C5

C1 0 0 0 0 0

C2 0 0 0 0 0

C3 0 0 0 0.006 0

C4 0 0 0.006 0 0

C5 0 0 0 0 0

Tabela 5.12: Valores do IIA para as classes da partição em 5 classes.

IIA

C1 0

C2 0

C3 0.001426

C4 0.000868

C5 0

5.8 Ajuste Hierárquico

Recorde-se que o método de partição proposto é constitúıdo por duas fases. Em

primeiro lugar é aplicado ao conjunto de dados um algoritmo sequencial obtendo-se

k1 classes de cor, tais que k1 ≥ k. Estas classes de cor são em seguida alvo de um

processo de ajuste baseado em densidade que pretende reduzir o número de classes de

cor, identificando no final as classes homogéneas (Secção 4.2.3).

O ı́ndice de isolamento relativo permite definir uma medida de dissemelhança entre

classes que serve de base ao desenvolvimento de um método de ajuste hierárquico,

proposto em alternativa ao método de ajuste baseado em densidade.

5.8.1 Dissemelhança entre Classes

O ı́ndice de isolamento relativo entre classes definido na secção anterior pode ser usado

para definir uma dissemelhança entre duas classes.

Definição 5.4 Sejam Ci e Cj duas classes de ni e nj elementos respectivamente,
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define-se δ(Ci, Cj) como uma medida de dissemelhança entre classes do seguinte modo:

δ(Ci, Cj) =























0 se i = j

1− ∆r
i (Cj)

ninj

se i 6= j

(5.38)

sendo ∆r
i (Cj) o ı́ndice de isolamento da classe Ci relativamente à classe Cj.

Usando (5.20) tem-se:

δ(Ci, Cj) =



































0 se i = j

∑

v∈Ci

d
Cj

G (v)

ninj

se i 6= j

(5.39)

Esta medida de dissemelhança tem as seguintes propriedades:

1. 0 ≤ δ(Ci, Cj) ≤ 1, para i, j = 1, . . . , k. Valores perto do mı́nimo represen-

tam classes menos isoladas, valores perto do máximo representam classes mais

isoladas (mais dissimilares).

2. δ(Ci, Ci) = 0, para i = 1, . . . , k

3. δ(Ci, Cj) = δ(Cj, Ci), para i, j = 1, . . . , k

5.8.2 Formação de Grafos Ponderados

Suponhamos que foi aplicado ao conjunto de dados o algoritmo sequencial obtendo-se

k1 classes de cor tais que k1 ≥ k. Usando a função de dissemelhança definida em

(5.39), é posśıvel construir um grafo ponderado no conjunto de dados com k1 classes

de cor, em que as k1 classes constituem os vértices do grafo ponderado e cada arco tem

custo igual à dissemelhança entre as classes respectivas. Seja GP o Grafo Ponderado

assim definido:

1. V (GP ) = {v1, . . . , vk1
} são os k1 vértices correspondentes às k1 classes de cor

Ci, obtidas pelo método de coloração sequencial.

2. E(GP ) = {e1, . . . , eN} são os N =
(

k1

2

)

arcos de custos δij tais que δij =

δ(Ci, Cj)
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5.8.3 Definição do Ajuste Hierárquico

Partindo do grafo ponderado definido a partir da partição em k1 classes de cor (em

geral k1 ≥ k), obtidas pelo algoritmo de coloração sequencial ao conjunto de dados,

aplica-se um processo hierárquico no qual em cada passo se reunem as classes de menor

dissemelhança, ou seja, menos afastadas.

Esquematicamente o método com ajuste hierárquico funciona da maneira que se segue:

1. Aplica-se ao conjunto de dados Ω o algoritmo de coloração sequencial obtendo-se

k1 classes de cor, sejam C1, . . . , Ck1

2. Cria-se o grafo ponderado completo (GP) cujos vértices são as k1 classes obtidas

no passo anterior. Existe um arco a unir dois quaisquer vértices (classes), de

custo associado igual à dissemelhança entre as classes. Designemos por eij o arco

que une as classes Ci e Cj e por cij uma função tal que cij = c(eij) = δ(Ci, Cj)

representa o custo do arco eij, ou seja, que a cada arco faz corresponder a

dissemelhança entre as classes

3. Aplicação do algoritmo de classificação hierárquica ascendente em que a medida

de comparação entre classes é a função δ.

Com esta abordagem obtém-se para cada valor de α não uma partição, como no caso

do ajuste de densidade, mas uma hierarquia de partições. Podem considerar-se três

opções de execução:

1. É dado o valor de α e de k. Neste caso, a partir do grafo ponderado definido

para α, o método reúne sucessivamente classes até que se obtenha uma partição

em k classes.

2. O valor de α é variável e é dado o valor de k. Para cada valor de α (ℓmin ≤ α ≤
ℓmax), o método reúne sucessivamente classes até que se obtenha uma partição

em k classes à qual é associado um valor de ˜IC. Com esta opção obtemos H

(sendo H o número de valores diferentes de α testados) partições em k classes

às quais são associados valores de ˜IC que permitem escolher a melhor partição

em k classes.

3. O valor de α é variável e não é dado o valor de k. Para cada valor de α, e para

1 ≤ k ≤ k1 o método reúne sucessivamente duas classes de cada vez, estando
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associado a cada partição obtida um valor de ˜IC. Concretamente, começa-se

com uma partição em k = k1 classes de cor à qual é associado um valor de ˜IC.

No passo seguinte obtemos uma partição em k1 − 1 classes, também com um

valor de ˜IC associado. Prossegue-se sucessivamente até k = 1. Assim, para

cada valor de α, escolhe-se a partição em k classes indicado pelo valor de ˜IC.

Com esta opção determinam-se (k1 − 1)×H partições.

Nos casos (1) e (2), considerando k fixo, o processo de reunião de classes pára se numa

etapa a dissemelhança entre todos os pares de classes for máxima.

O ajuste hierárquico permite obter partições em k classes com o valor de k fixo a

priori. No caso do ajuste de densidade não se sabe à partida, quantas classes vai ter

a partição indicada pelo valor de ˜IC.

5.8.4 Aplicação do Ajuste Hierárquico

Nesta secção apresentam-se alguns exemplos para os quais o método de ajuste acima

descrito apresenta algumas vantagens em relação ao método baseado em densidade.

Primeira opção: α conhecido, k conhecido

O novo método de ajuste foi aplicado a todos os conjuntos de dados testados até ao

momento. Para todos os casos, fixos os valores adequados de α e de k obtidos pelo

método de ajuste de densidade, obtiveram-se exactamente as mesmas partições e os

mesmos valores de ˜IC.

Segunda opção: α variável, k conhecido

Recordemos as experiências da Secção 4.5, nas quais foram gerados 100 conjuntos de

dados para cada um dos conjuntos de parâmetros associados. Foi aplicado o ajuste

hierárquico aos 100 conjuntos de dados de cada um dos exemplos. Cada partição

identificada pelo método foi comparada com a partição de referência usando o ı́ndice

IRC. Com o objectivo de comparar o método com alguns métodos clássicos, esta

experiência repetiu-se para o algoritmo das k-médias e para o método de classificação

hierárquica ascendente com ı́ndice da média.
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Tabela 5.13: Média e desvio padrão dos valores de IRC para 100 execuções do conjunto

de dados com classes de forma alongada (Secção 4.5.1).

Média Desvio Padrão

Ajuste de Densidade 0.989 0.038

Ajuste Hierárquico / k = 4 1 0

k-Médias / k = 4 0.959 0.094

Índice da Média / k = 4 0.995 0.117

Tabela 5.14: Média e desvio padrão dos valores de IRC para 100 execuções do conjunto

de dados com pontos isolados (Secção 4.5.2).

Média Desvio Padrão

Ajuste de Densidade 0.922 0.077

Ajuste Hierárquico / k = 5 0.843 0.228

k-Médias / k = 5 0.775 0.127

Índice da Média / k = 5 0.876 0.070

No caso do exemplo com classes alongadas (figura 4.3) os resultados estão represen-

tados na tabela 5.13. Pelos valores apresentados na tabela, conclui-se que para este

caso, o método com ajuste hierárquico apresenta o melhor desempenho. No caso de

exemplo com pontos isolados (figura 4.5) os resultados estão representados na tabela

5.14. Pelos valores apresentados na tabela, conclui-se que para este caso, o método com

ajuste de densidade apresenta o melhor desempenho. No caso de exemplo com classes

de forma não convexa (figura 4.7) os resultados estão representados na tabela 5.15.

Também para este exemplo o ajuste hierárquico apresentou um melhor desempenho.

Assim, para estes exemplos o ajuste hierárquico mostrou-se mais eficaz na detecção

Tabela 5.15: Média e desvio padrão dos valores de IRC para 100 execuções do conjunto

de dados com duas classes de formas não convexas (Secção 4.5.3).

Média Desvio Padrão

Ajuste de Densidade 0.942 0.089

Ajuste Hierárquico / k = 2 1 0

k-Médias / k = 2 0.525 0.001

Índice da Média / k = 2 0.855 0.117

Índice do Mı́nimo / k = 2 1 0
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Figura 5.9: Partição em duas classes obtidas pelo método com ajuste hierárquico.

Tabela 5.16: Parâmetros do gerador de dados para as classes do conjunto representado

na figura 5.9.

p a b r1 r2 r3 p1 p2 p3

40 100 100 20 20 20 100 0 0

60 100 100 50 70 70 0 100 0

de classes de formas arbitrárias, não sendo, no entanto, tão eficiente como o ajuste de

densidade na detecção de classes em conjuntos com pontos isolados.

Considere-se ainda o conjunto de dados com 1000 elementos representados na figura 5.9

gerado com os parâmetros indicados na tabela 5.16. O algoritmo de classificação com

ajuste de densidade mostrou-se incapaz de identificar as duas classes correctamente.

Como se pode concluir pela análise do gráfico da figura 5.10, não existe um valor que

nos permita seleccionar uma partição com alguma segurança. Pelas regras seguidas

até ao momento, a partição que melhor descreve os dados é dada para α = 14.92926

correspondendo a ˜IC = 0.005075 e k = 12. Nesta partição o ćırculo do centro constitui

uma classe, sendo a coroa circular dividida em 11 classes. A aplicação do método

com ajuste hierárquico para k = 2 originou o gráfico representado na figura 5.11.

Pela análise deste gráfico identificam-se algumas partições correspondentes ao valor

de ˜IC = 0. Todas as partições em duas classes para as quais se verificou ˜IC = 0

são iguais e identificam correctamente a estrutura do conjunto. Assim, seleccionando

um dos valores de α para os quais ˜IC = 0, por exemplo α = 9.357553, obtém-se
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Figura 5.10: Gráfico ˜IC/k obtido para o conjunto de dados representado na figura 5.9

com ajuste de densidade.

a partição representada na figura 5.9. Este exemplo mostra uma maior vantagem

do ajuste hierárquico relativamente ao ajuste baseado em densidade. No entanto,

recorde-se que na opção da abordagem hierárquica usada neste exemplo, foi indicado

a priori o número de classes existentes no conjunto de dados.

Terceira opção: α variável, k desconhecido

Nesta opção de execução do ajuste hierárquico, o número de classes do conjunto de

dados não é conhecido a priori. Neste caso, para cada α obtém-se uma hierarquia de

partições. O método selecciona a partição em k classes que minimiza o valor do ı́ndice
˜IC. Esta abordagem foi aplicada aos conjuntos de dados representados nas figuras

4.3, 4.5, 4.7 e 5.9.

Os resultados estão representados na tabela 5.19. Para cada valor de α, a partição em

k classes apresentada corresponde a ˜IC = 0. No caso do exemplo das classes alongadas

representado na figura 4.3 e cujos resultados estão na primeira e segunda colunas da

tabela, opta-se por k = 4 uma vez que se obteve esta partição um maior número

de vezes. Todas as partições correspondentes a quatro classes são iguais à partição

de referência. No caso do conjunto com pontos isolados representado na figura 4.5 e

cujos resultados estão na terceira e quarta colunas da tabela, como não existe uma

partição que é obtida um maior número e vezes, usa-se o ı́ndice IAP para seleccionar

a partição representativa da estrutura dos dados. A tabela 5.17 mostra os valores
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Figura 5.11: Gráfico ˜IC/k = 2 obtido para o conjunto de dados representado na figura

5.9 com ajuste hierárquico.

do ı́ndice para cada uma das partições obtidas. A partição correspondente a α = 1

não foi analisada porque é a partição obtida a partir do grafo completo e este não é

representativo da estrutura dos dados, uma vez que o número de classes da partição

obtida é aproximadamente igual ao número de elementos. Como se pode ver pela

tabela, a partição seleccionada é a que corresponde a α = 7.52, na qual as cinco classes

são identificadas e 81 dos 100 pontos isolados são distribúıdos por 64 classes. Como

também se pode ver pela tabela, a partição seleccionada é a mais semelhante com a

partição de referência. Nos casos do conjunto de formas não convexas representado na

figura 4.7 e cujos resultados estão na quinta e sexta colunas da tabela, e do conjunto de

dados com duas classes em forma de anel representado na figura 5.9 e cujos resultados

estão na sétima e oitava colunas da tabela, opta-se por k = 2 uma vez que se obteve

esta partição um maior número de vezes. Todas as partições em duas classes são iguais

às partições de referência. A tabela 5.18 apresenta os resultados obtidos pelo ajuste

hierárquico com k variável para 100 execuções de cada um dos conjuntos indicados.

Com os parâmetros apresentados na tabela 5.16, foram gerados 100 conjuntos de

dados com 400 elementos cada, aos quais foram aplicados os diferentes métodos. Os

resultados estão apresentados no Caṕıtulo 8, no qual os resultados dos métodos MPCG

são comparados com os obtidos por outros métodos de classificação.

Concluindo, para classes de formas não esféricas, o ajuste hierárquico apresenta um

desempenho superior relativamente ao ajuste de densidade. No entanto, aquele ajuste
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Tabela 5.17: Valores do ı́ndice IAP para as partições obtidas pelo ajuste hierárquico

para k desconhecido para o conjunto de dados representado na figura 4.5.

α k IAP IRC

7.52 69 0.823 0.971

14.03 46 0.733 0.950

20.55 20 0.631 0.907

27.06 7 0.622 0.525

33.58 2 0.611 0.295

Tabela 5.18: Média e desvio padrão dos valores de IRC para 100 execuções dos

diferentes conjuntos de dados para ajuste hierárquico para k variável.

Conjunto de Dados Média Desvio Padrão

Figura 4.3 1 0

Figura 4.5 0.920 0.016

Figura 4.7 1 0

é menos eficaz na detecção de classes em conjuntos de dados com pontos isolados.

5.9 Conclusão

Neste caṕıtulo foram apresentados alguns ı́ndices de avaliação de classes e partições,

desenvolvidos no contexto da teoria de grafos e que, essencialmente, servem de su-

porte ao método proposto. Os ı́ndices de avaliação do isolamento absoluto e da

densidade de classes permitem avaliar as classes obtidas pelo método; enquanto o

ı́ndice de avaliação de partições, permite decidir qual a partição a seleccionar de entre

aquelas que apresentem o mesmo valor do ı́ndice de classificabilidade. O ı́ndice de

isolamento relativo serviu de suporte ao desenvolvimento de um ajuste hierárquico da

coloração obtida pelo algoritmo sequencial, baseada em grafos ponderados pela medida

de dissemelhança definida a partir do ı́ndice de isolamento. Esta abordagem mostrou-

se eficiente na detecção de classes de forma alongada e de formas não convexas,

superando o método das k-médias, o método hierárquico ascendente com o ı́ndice

da média e a abordagem de ajuste de densidade adoptada inicialmente. Este método

tem duas opções de funcionamento: k fixo ou k desconhecido. No caso do k fixo,

o número de classes do conjunto de dados k, é atribúıdo a priori, enquanto que no

caso de k desconhecido, a escolha da partição é feita, ou directamente pelos resultados
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Tabela 5.19: Resultados da aplicação do ajuste hierárquico com α variável e k

desconhecido.

Conjunto da

Figura 4.3

Conjunto da

Figura 4.5

Conjunto da

Figura 4.7

Conjunto da

Figura 5.9

α k α k α k α k

1 1368 1 878 1 490 1 899

3.08 4 7.52 69 6.80 25 3.79 100

5.16 4 14.03 46 12.59 3 6.57 3

7.25 4 20.55 20 18.38 2 9.36 2

9.33 4 27.06 7 24.18 2 12.14 2

11.41 4 33.58 2 29.97 2 14.93 2

13.49 3 40.10 1 35.76 2 17.72 2

15.58 3 46.61 1 41.56 2 20.50 2

17.66 3 53.13 1 47.35 2 23.29 2

19.74 3 59.65 1 53.14 2 26.07 2

21.82 1 66.16 1 58.94 1 28.86 2

23.91 1 72.68 1 64.73 1 31.64 1

25.99 1 79.19 1 70.53 1 34.43 1

28.07 1 85.71 1 76.32 1 37.22 1

30.15 1 92.23 1 82.11 1 40.00 1

32.24 1 98.74 1 87.91 1 42.79 1

34.32 1 105.26 1 93.70 1 45.57 1

36.40 1 111.77 1 99.49 1 48.36 1

38.48 1 118.29 1 105.29 1 51.15 1

40.57 1 124.81 1 111.08 1 53.93 1

42.65 1 131.32 1 116.88 1 56.72 1

44.73 1 137.84 1 122.67 1 59.50 1

46.81 1 144.36 1 128.46 1 62.29 1

48.89 1 150.87 1 134.26 1 65.07 1

50.98 1 157.39 1 140.05 1 67.86 1

53.06 1 163.91 1 145.85 1 70.65 1
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do método (selecciona-se a partição que é identificada um maior número de vezes)

ou usando o ı́ndice IAP. O ajuste hierárquico mostrou um melhor desempenho na

identificação de classes de forma arbitrária, não sendo tão eficaz como o ajuste de

densidade, na detecção de classes em conjuntos com pontos isolados.



Caṕıtulo 6

Método com Atributos

Diferenciados

Neste caṕıtulo os atributos (ou variáveis) que caracterizam os dados vão ser consid-

erados de modo diferenciado, quer quanto ao tipo, quer quanto ao modo como cada

atributo participa no processo de classificação. A diferenciação dos atributos tem como

suporte teórico os multigrafos, nos quais os arcos múltiplos entre vértices correspondem

aos diferentes blocos de atributos. Vão ser apresentadas duas abordagens distintas com

o objectivo de obter uma classificação não hierárquica no conjunto de dados. Numa

primeira abordagem, são efectuadas projecções dos multigrafos em grafos simples,

aos quais é aplicado o método de partição baseado na coloração de grafos (MPCG)

ajustado, obtendo-se uma partição. Neste contexto, são apresentadas extensões dos

ı́ndices definidos em caṕıtulos anteriores aos atributos diferenciados. Uma segunda

abordagem consiste em obter uma partição por cada bloco de atributos que, em

conjunto, são usadas para formar uma partição consenso, representativa do conjunto de

dados. Os métodos com atributos diferenciados vão ser aplicados a alguns conjuntos

de dados reais, para os quais se põe em evidência alguma vantagem destas novas

abordagens.

6.1 Atributos Diferenciados

Os atributos (ou variáveis) podem ser de tipo numérico ou categórico, sendo aplicadas

funções de dissemelhança diferentes, adequadas a cada tipo de atributos.

173
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6.1.1 Blocos de Atributos

Tal como na abordagem feita em [86], os atributos são agrupados em tb blocos de

acordo com o seu tipo, podendo ser numérico ou categórico. Designemos cada bloco

com bi e nbi
o número de atributos do bloco bi, para i = 1, . . . , tb. Todos os atributos

pertencentes ao mesmo bloco são afectados com a mesma função de dissemelhança.

No limite podemos ter tb = t blocos em que cada bloco é constitúıdo por um único

atributo.

6.1.2 Funções de Dissemelhança Espećıficas

As funções de dissemelhança espećıficas são definidas para cada bloco de atributos.

A cada bloco de atributos pode ser associada uma função de dissemelhança diferente,

seja φℓ a função associada ao bloco bℓ para ℓ ∈ {1, . . . , tb}.

Se o bloco de atributos bℓ for numérico então usa-se uma distância de Minkowski,

φn
ℓ (xℓ

i , x
ℓ
i′) =





nbj
∑

j=1

|xℓ
ij − xℓ

i′j|q




1

q

Em geral usa-se a distância euclideana obtida para q = 2. Se o bloco bℓ for categórico

então

φc
ℓ(x

ℓ
i , x

ℓ
i′) =

nbℓ
∑

j=1

δ
(

xℓ
ij, x

ℓ
i′j

)

(6.1)

onde

δ
(

xℓ
i , x

′ℓ
i

)

=







1 se xℓ
i 6= xℓ

i′

0 se xℓ
i = xℓ

i′
(6.2)

6.1.3 Função de Dissemelhança Global

A função de dissemelhança global φ resulta da soma de tb funções espećıficas, e mede

a dissemelhança entre dois elementos x e y do conjunto Ω:
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φ(x, y) =
td
∑

ℓ=1

βℓ φℓ(x
ℓ, yℓ)

sendo xℓ e yℓ os valores dos atributos correspondentes ao bloco bℓ, dos elementos x e

y respectivamente.

A cada bloco de atributos é associado um peso de equiĺıbrio, permitindo minimizar

o efeito que os diferentes domı́nios das variáveis podem ter no processo de classi-

ficação. Quando todos os atributos são numéricos, basta fazer uma estandardização

das variáveis para que a compensação seja feita. No entanto, quando se combinam

atributos numéricos com categóricos uma simples estandardização não é suficiente.

Designe-se por βℓ o peso de equiĺıbrio associado ao bloco bℓ, em que ℓ ∈ {1, . . . , tb}.
Atribui-se ao peso de equiĺıbrio a associar aos atributos categóricos 30% da média

aritmética dos desvios padrão dos atributos numéricos [111]. Verifica-se βℓ = 1 se o

bloco bℓ for numérico.

6.2 Multigrafo Representativo dos Dados

No multigrafo de suporte aos atributos diferenciados, a cada vértice corresponde um

elemento do conjunto de dados. A unir dois vértices existe um arco múltiplo composto

por, no máximo, tb arcos simples, ou seja, no máximo, o número de arcos entre dois

vértices é igual ao número de blocos de atributos.

No multigrafo existe um arco entre os vértices u e v, ao ńıvel i se se verificar:

φi(u, v) ≥ αi (6.3)

Neste caso, existe um parâmetro de controlo para cada bloco de atributos. Sejam

α1, . . . , αtb os tb parâmetros de controlo.

Definição 6.1 Seja em
ij = {vi, vj} o arco múltiplo que une os vértices vi e vj. O grau

do arco múltiplo em
ij designa-se por g(em

ij ) e é dado pelo número de arcos simples que

compõem o arco múltiplo em
ij .
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Definição 6.2 Seja V o conjunto dos vértices do multigrafo definido nos dados, no

qual o conjunto de atributos está organizado em tb blocos. Defina-se a função

η : V × V 7→ {1, . . . , tb}
tal que

η(vi, vj) = g(em
ij ) (6.4)

onde em
ij = {vi, vj}, como sendo o número de arcos que unem os vértices vi e vj.

Designe-se por G o grafo projectado do multigrafo representativo dos dados com

atributos diferenciados. O número de vértices mantém-se. No grafo projectado existe

um arco entre dois vértices, se existirem pelo menos ϕ arcos a ligá-los no multigrafo, ou

seja, estão presentes no grafo projectado todos os arcos múltiplos tais que g(em) ≥ ϕ.

O valor ϕ é uma constante fixada e designa-se por força da ligação.

Definição 6.3 Seja ϕ um número tal que 1 ≤ ϕ ≤ tb, uma ϕ-projecção é um grafo

simples com n vértices, no qual existe um arco a unir dois vértices, se existir em pelo

menos ϕ arcos a ligar os vértices no multigrafo origem.

Assim, no grafo projectado G, os vértices vi e vj são adjacentes se e só se

η(vi, vj) ≥ ϕ

para ϕ fixado.

6.3 Extensão dos Índices aos Atributos Diferenci-

ados

Usando o multigrafo representativo dos dados definido na secção anterior, nesta secção

são estendidos o ı́ndice de classificabilidade (Secção 4.3, equação (4.17)), o ı́ndice de

isolamento absoluto (Secção 5.3.1, equação (5.18)), o ı́ndice de isolamento relativo

(Secção 5.4, equação (5.22)) e as duas componentes do ı́ndice de avaliação de partições,

intraclasses (Secção 5.6, equação (5.34)) e entre classes (Secção 5.6, equação (5.36)),

aos atributos diferenciados. Também para o ajuste hierárquico se vai fazer uma

adaptação aos atributos diferenciados, optando-se por uma abordagem pela qual a

escolha das classes a reunir em cada etapa, não é feita tomando apenas em conta a

adjacência entre vértices, mas também considerando o número de arcos entre eles.
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6.3.1 Índice de Classificabilidade

Recorde-se a fórmula (4.17) do ı́ndice de classificabilidade

IC :=
1

2

k
∑

i=1

∑

v∈Ci

[dmax
G (v)− dG(v)]

=
1

2





k
∑

i=1

∑

v∈Ci

dmax
G (v)−

k
∑

i=1

∑

v∈Ci

dG(v)





(6.5)

O grau máximo de v ∈ Ci é tb(n− ni), sendo tb o número de blocos de atributos ou o

número máximo de arcos entre dois vértices do multigrafo repesentativo dos dados, e

ni o número de elementos da classe Ci.

No contexto dos atributos diferenciados (AD), seja V AD
ϕ (v) a vizinhança de v ∈ Ci,

ou seja,

V AD
ϕ (v) = {u ∈ V \ Ci : η(u, v) ≥ ϕ} (6.6)

sendo ϕ a força da ligação entre os vértices do multigrafo. Designe-se por dAD(v) o

grau do vértice v no contexto dos AD. O grau do vértice v ∈ Ci é dado por:

dAD(v) =
∑

u∈V AD
ϕ (v)

η(v, u) (6.7)

A fórmula do ı́ndice de classificabilidade no contexto dos atributos mistos diferenciados

é dado por:

˜IC := 1−

k
∑

i=1

∑

v∈Ci

dAD(v)

EAD
max

(6.8)

sendo EAD
max o número máximo de arcos no multigrafo k-partite completo, dado por:

EAD
max =

tb
2

(

n2 −
k
∑

i=1

n2
i

)

(6.9)
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6.3.2 Índice de Isolamento Absoluto

Foi provado na secção 5.3.1 que o ı́ndice de isolamento absoluto normalizado é definido

por:

∆̃a
i = 1− 1

ni(n− ni)

∑

v∈Ci

dG(v)

no contexto dos AD o ı́ndice é difinido por:

∆̃AD
i = 1− 1

tbni(n− ni)

∑

v∈Ci

dAD(v) (6.10)

6.3.3 Índice de Isolamento Relativo

O ı́ndice de isolamento da classe Ci relativamente à classe Cj, no contexto do multigrafo

definido nos dados, é dada por:

∆̃AD
i (Cj) = 1− 1

tbninj

∑

v∈Ci

d
Cj

AD(v) (6.11)

sendo

d
Cj

AD(v) =
∑

u∈Cj∩V AD
ϕ (v)

η(v, u) (6.12)

6.3.4 Índice de Avaliação de Partições

A parcela do ı́ndice de avaliação de partições referente aos vizinhos comuns de elemen-

tos pertencentes à mesma classe. Para cada uma das classes faz-se uma reordenação

da matriz de adjacências, de modo a que os ni elementos da classe Ci estejam nas ni

primeiras linhas da matriz. Assim, o valor da parcela IAP d
AD é dado por:

IAP d
AD =

2

k

k
∑

i=1































ni−1
∑

j=1

ni
∑

ℓ=j+1

a′
j · a′

ℓ

t2bni(ni − 1)(n− ni)































(6.13)
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sendo a′
j e a′

ℓ as linhas j e ℓ da matriz de adjacências múltiplas A′[a′
ij] do multigrafo.

Esta é uma matriz n× n simétrica, tal que:

a′
ij =















η(vi, vj) se η(vi, vj) ≥ ϕ

0 se η(vi, vj) < ϕ

(6.14)

Para cada par de classes Ci e Cj, faz-se uma reordenação da matriz de adjacências,

de modo a que os ni elementos da classe Ci estejam nas ni primeiras linhas da matriz,

estando os nj elementos da classe Cj nas nj linhas seguintes. Assim, a parcela do

ı́ndice de avaliação de partições correspondente a vizinhos comuns entre elementos

pertencentes a classes diferentes, representa-se por IAP e
AD e é dada por:

IAP e
AD =

2

k(k − 1)

k−1
∑

i=1

k
∑

j=i+1































ni
∑

p=1

ni+nj
∑

q=ni+p

a′
p · a′

q

t2b(n− ni − nj)ninj































(6.15)

Notar que, para todos os casos, se ϕ for igual ao número de atributos t, então as

fórmulas (6.8), (6.10), (6.11), (6.13) e (6.15) são análogas às formulas apresentadas

nos caṕıtulos 4 e 5 para atributos não diferenciados.

6.3.5 Extensão do Ajuste Hierárquico

Recorde-se que no ajuste hierárquico, em cada etapa se reunem as classes com menor

isolamento relativo, obtido pelo número de pares de vértices adjacentes entre as duas

classes (Secção 5.8). No caso dos atributos diferenciados, a função de dissemelhança

define-se do seguinte modo.

Definição 6.4 Sejam Ci e Cj duas classes de ni e nj elementos, respectivamente,

caracterizados por atributos diferenciados em tb blocos. Define-se δAD(Ci, Cj) como

uma medida de dissemelhança entre as classes do seguinte modo:

δAD(Ci, Cj) =



































0 se i = j

∑

u∈Ci

∑

v∈Cj

η(u, v)

tbninj

se i 6= j

(6.16)
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Assim, não se considera só se os vértices são ou não adjacentes (η(u, v) ≥ ϕ), mas

conta-se o número de arcos que os une. Quanto maior for esse número mais afastadas

são as classes.

6.4 Partições em Grafos ϕ-Projectados

Nesta abordagem, o grafo representativo dos dados a ser usado pelo método de

partição ajustado, resulta de uma ϕ-projecção do multigrafo obtido com atributos

diferenciados, no qual existem, no máximo, tb arcos a unir dois vértices. Designemos

por partições ϕ-projectadas, as partições obtidas pelo aplicação do método ao grafo

ϕ-projectado.

O modo de execução do método não se altera a não ser quanto à variação dos

parâmetros de controlo. A partir do momento em que o método fixa todos os parâmetros,

o modo de funcionamento é igual ao caso com atributos não diferenciados.

No caso dos atributos diferenciados com funções de dissemelhança espećıficas, considera-

se

ℓi
min ≤ αi ≤ ℓi

max, i = 1, . . . , tb

para cada bloco de atributos, sendo ℓi
min ≥ φmin

i e ℓi
max ≤ φmax

i , onde φmin
i e φmax

i

é a dissemelhança mı́nima e máxima, respectivamente, ao ńıvel i (correspondendo ao

bloco bi), entre todos os pares de vértices do grafo. Tal como no caso dos atributos

não diferenciados, os intervalos [ℓi
min, ℓ

i
max] são divididos em Hi partes iguais.

Para uma enumeração completa, os parâmetros αi, i = 1, . . . , tb, tomam todos os Hi

valores posśıveis, obtendo-se partições pelo algoritmo representado na tabela 6.1.

O procedimento descrito na tabela 6.2 determina o grafo ϕ-projectado G ao qual é

aplicado o método de classificação MPCG, obtendo-se partições seguindo o mesmo

procedimento que o seguido para o caso com atributos não diferenciados.

Seguindo esta abordagem, obtém-se N = Πtb
i=1Hi partições. Das partições obtidas,

seja Nk, k ∈ {1, . . . , n} o número de partições em k classes, sendo n o número de
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Tabela 6.1: Algoritmo do método com atributos diferenciados para partições ϕ-

projectadas.

Seja ϕ a força de ligação

Sejam hi =
ℓi
max − ℓi

min

Hi

i = 1, . . . , tb

Faça-se α1 = ℓ1
min, α2 = ℓ2

min, α3 = ℓ3
min, . . . , αtb = ℓtb

min















































































































Enquanto α1 ≤ ℓ1
max faça-se























































































Enquanto α2 ≤ ℓ2
max faça-se































































Enquanto α3 ≤ ℓ3
max faça-se

...






































Enquanto αtb ≤ φmax
tb

faça-se















G = encontra grafo projectado(α1, α2, α2, . . . , αtb , ϕ)

P = encontra particao MPCG(Gi)

faça-se αtb = αtb + htb
...

faça-se α3 = α3 + h3

faça-se α2 = α2 + h2

faça-se α1 = α1 + h1
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Tabela 6.2: Algoritmo de obtenção do grafo ϕ-projectado.

Seja MG(V,E) o multigrafo representativo do conjunto de dados

G = encontra grafo projectado(α1, α2, α3, . . . , αtb , ϕ)






































G(V )← GM(V )

G(E)← ∅
para todos os pares {vj, vℓ} faça









n arcosjℓ = η(vj, vℓ) em MG

se n arcosjℓ ≥ ϕ então G(E) = G(E) ∪ {{vj, vℓ}}

elementos a classificar. Verifica-se N =
n
∑

k=1

Nk. Considerado k fixado, de entre as

Nk partições em k classes, escolhe-se aquela que apresenta o maior valor do ı́ndice de

avaliação de partições IAP (Secção 5.6). Os valores posśıveis de k são aqueles para os

quais foi gerada pelo menos uma partição em k classes.

A enumeração completa nos valores dos parâmetros de controlo, limita a aplicação

desta abordagem a conjuntos de dados com não mais de quatro atributos.

6.5 Partições Consenso das Partições por Blocos

de Atributos

Outra posśıvel abordagem consiste em obter uma partição consenso das partições

obtidas para cada bloco de atributos. Uma teoria formal para partições consenso é

apresentada em [12] e uma revisão bibliográfica sobre o assunto é apresentada em

[137].
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6.5.1 Partições por Blocos de Atributos

Seja αi o parâmetro de controlo associado ao bloco de atributos bi, para i = 1, . . . , tb.

A variação deste parâmetro é ℓi
min ≤ αi ≤ ℓi

max, sendo ℓi
min e ℓi

max a dissemelhança

mı́nima e máxima, respectivamente, entre todos os pares de elementos, calculada

apenas com os atributos pertencentes ao bloco bi. O método de classificação MPCG

aplica-se a cada bloco de atributos obtendo-se tb partições, sejam P = {P1, . . . , Ptb}.

Pretende-se que a partição representativa do conjunto de dados seja a partição con-

senso destas tb partições.

6.5.2 Partição Consenso

Um dos processos posśıveis para a obtenção de partições consenso consiste numa

abordagem por optimização, pela qual se pretende minimizar uma função de controlo

definida entre o conjunto das partições por blocos de atributos P e a partição consenso

Pc [92].

Consideremos as tb partições definidas por uma matriz tri-dimensional C ≡ (cijℓ), onde

cijℓ = 1 (respectivamente, 0) se xi, xj pertencem (respectivamente, não pertencem)

à mesma classe Pℓ (i, j = 1, . . . , n; ℓ = 1, . . . , tb). Seja ∆(Pr, Pℓ) uma medida da

dissemelhança entre as partições Pr e Pℓ. Uma definição comum para ∆(Pr, Pℓ) que

foi usada em [92] e também vai ser adoptada, é o número de pares de objectos que

pertencem à mesma classe numa das partições e a classes diferentes na outra:

∆(Pr, Pℓ) =
∑

1≤i<j≤n

(cijr − cijℓ)
2 (6.17)

A função de controlo consiste na soma dos valores de ∆ entre cada partição Pr ∈ P e

a partição consenso. Outra posśıvel definição para ∆(Pr, Pℓ), usada em [191] e mais

tarde, por exemplo, em [101] e em [48], consiste no número mı́nimo de elementos que

têm que ser transferidos entre classes em Pr, de tal forma que a partição resultante

seja igual a Pℓ. Em [133] é proposto o ı́ndice de Rand corrigido de Hubert & Arabie

como medida entre partições a maximar para encontrar a partição consenso.

Pretende-se então minimizar a função de controlo (6.17), ou seja, pretende-se encontrar
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a solução para o problema:

min
tb
∑

r=1

∆(Pr, Pc) tal que Pc ∈ IP (6.18)

sendo IP o conjunto de todas as partições posśıveis do conjunto Ω de n elementos.

A solução do problema (6.18) consiste na obtenção de uma partição consenso mediana

[92]. Esta partição foi inicialmente designada por partição central [191] e mais tarde

designada por partição mediana por vários autores. Outros procedimentos da mediana

aplicados a partições são apresentados em [14] e [13].

Outra posśıvel abordagem consiste em encontrar a partição consenso medoid [92] pela

qual a partição consenso é procurada de entre as partições observadas, ou seja

min
tb
∑

r=1

∆(Pr, Pc) tal que Pc ∈ P (6.19)

Como o problema (6.18) é NP-Completo vai-se adoptar uma heuŕıstica baseada no

número de vezes que um par de elementos é classificado junto nas tb partições por

blocos de atributos. Defina-se uma função de semelhança entre todos os pares de

elementos de conjunto de dados, seja

sij =
tb
∑

r=1

cijr

tb
, i, j = 1, . . . , n (6.20)

a proporção do número de vezes em que o par {xi, xj} foi colocado na mesma classe

nas partições P1, . . . , Ptb . Tal como na abordagem apresentada em [213] e em [75],

a função de semelhança (6.20) vai ser usada para se fazer uma reclassificação dos

elementos do conjunto. Considere-se dij = 1 − sij. Esta função de dissemelhança

associada a todos os pares de elementos do conjunto de dados, é usada no método de

classificação MPCG para se obter a partição consenso.

Outras heuŕısticas podem ser usadas, por exemplo em [48], a heuŕıstica usada consiste

em assumir que se um conjunto de elementos são sempre classificados juntos em todas
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as partições iniciais, então também deverão ficar juntos na partição consenso. Em [14]

é usada a heuŕıstica baseada no facto de que dois elementos estão na mesma classe

na partição mediana, se e só se foram classificados na mesma classe em pelo menos

I/2 + 1 ou I/2 + 0.5 das I partições iniciais.

O método de coloração sequencial foi aplicado com o ajuste de densidade e com ajuste

hierárquico. Neste contexto, o parâmetro de controlo α poderá tomar qualquer valor

entre zero e um.

Aplicando um algoritmo hierárquico ascendente com o ı́ndice da média sobre um

conjunto de dados munido da função de semelhança definida em (6.20), e cortando a

árvore ao ńıvel 0.5, obtém-se uma boa solução para o problema (6.18) [92]. Assim, ao

conjunto de dados munido da dissemelhança d, foi também aplicado o algoritmo de

classificação ascendente hierárquico com o ı́ndice da média.

6.6 Aplicações

Segue-se a aplicação do método com atributos diferenciados a três conjuntos de dados

reais.

6.6.1 Conjunto de Dados Zoo

O conjunto de dados Zoo foi obtido do UCI Machine Learning Repository 1 e foi

originalmente criado por Richard Forsyth em 1990. É constitúıdo por 101 animais

caracterizados por 16 atributos, sendo 15 binários e 1 numérico. Os atributos carac-

terizam os animais com o objectivo de os classificar em um dos sete tipos: mamı́feros

(41 animais), pássaros (20 animais), répteis (5 animais), peixes (13 animais), anf́ıbios

(4 animais), insectos (8 animais) e invertebrados (10 animais).

No caso do método com atributos diferenciados, em primeiro lugar, consideraram-se 16

blocos com um atributo cada, sendo 15 deles categóricos e um numérico; em segundo

lugar, consideraram-se dois blocos tendo um deles os 15 atributos categóricos e o outro

1http://www.ics.uci.edu/∼mlearn/MLSummary.html.
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Tabela 6.3: Resultados obtidos para o conjunto Zoo pelos métodos MPCG com

atributos não diferenciados.
Método α ˜IC k IRC τa IAP

MPCG / Ajuste de Densidade 1.614 0.002 19 0.729 0.992 0.560

MPCG / Ajuste Hierárquico (k = 7) 2.074 0.0005 7 0.808 0.945 0.622

MPCG / Ajuste Hierárquico (k desconhecido) 1.614 0 15 0.761 0.989 0.612

o atributo numérico. Na primeira abordagem não foi aplicado o método das partições

ϕ-projectadas, devido ao elevado número de blocos.

6.6.1.1 Método com Atributos não Diferenciados

Para a aplicação do método com atributos não diferenciados, foi considerado um único

bloco com os 16 atributos e como função global, a função dissemelhança entre dois

elementos definida na Secção 3.9 pela Equação 3.20, sendo dada pela soma do quadrado

da distância euclideana entre os atributos numéricos, e o número de categorias não

coincidentes para cada um dos atributos categóricos.
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Figura 6.1: Gráfico ˜IC/k obtido pelo ajuste de densidade para o conjunto de dados

Zoo.

O gráfico representado na figura 6.1 representa o resultado da aplicação do método

MPCG com ajuste de densidade, obtendo-se uma partição em 19 classes com os valores

associados α = 1.613575 e ˜IC = 0.00163. Como se pode ver na tabela 6.3, esta

partição apresenta um elevado valor para o ı́ndice de validação τa = 0.992, e um valor

razoável para o ı́ndice de Rand corrigido, IRC = 0.729. No caso do ajuste hierárquico
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Figura 6.2: Gráfico ˜IC/k obtido pelo ajuste hierárquico para k = 7 para o conjunto

de dados Zoo.

para k = 7, o resultado está representado na figura 6.2. A partição identificada pelo

método apresenta os valores α = 2.073757 e ˜IC = 0.000523. Este valor do ı́ndice de

classificabilidade é inferior ao obtido para o ajuste de densidade, identificando assim

uma partição melhor, o que é constatado pelos valores do ı́ndice de IRC = 0.808.

No entanto, de acordo com o critério do ı́ndice de validação τa esta última partição

tem uma qualidade inferior à anterior, que apresenta um valor τa = 0.945. No caso

do ajuste hierárquico com k desconhecido, foi identificada uma partição em 15 classes

para o valor α = 1.613575, com uma partição mais semelhante à de referência do que

a obtida pelo ajuste de densidade, mas menos semelhante que a obtida pelo ajuste

hierárquico com k = 7.

6.6.1.2 Partições Consenso

Considerem-se em primeiro lugar tb = 16 blocos com um atributo cada, sendo 15 deles

categóricos e um numérico. Obtiveram-se as 16 partições, uma para cada bloco de

atributos, cujos valores associados estão representados na tabela 6.4. No caso dos

atributos binários consideram-se as partições definidas pelas categorias. No caso do

atributo numérico (atributo 13) a partição obtida tem os valores associados: α = 0.96,
˜IC = 0 e k = 6.

Após a obtenção das dissemelhanças entre pares de elementos dij = 1 − sij, i, j =

1, . . . , n (Secção 6.5.2), aplicam-se os métodos de classificação MPCG fazendo variar
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Tabela 6.4: Partições obtidas para cada um dos 16 blocos de atributos do conjunto de

dados Zoo.
Bloco de

Atributos
IRC τa IAP

1 0.383 0.714 0.334

2 0.455 0.472 0.330

3 0.562 0.694 0.333

4 0.585 0.707 0.335

5 0.406 0.492 0.332

6 0.352 0.656 0.332

7 0.184 0.590 0.333

8 0.504 0.638 0.334

9 0.392 0.731 0.330

10 0.382 0.720 0.332

11 0.277 0.798 0.347

12 0.256 0.740 0.330

13 0.298 0.921 0.431

14 0.201 0.667 0.334

15 0.073 0.676 0.347

16 0.129 0.629 0.332
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α entre dmin e dmax, ou seja, entre a dissemelhança mı́nima e máxima de pares de

elementos, respectivamente. De acordo com a definição da dissemelhança, para cada

valor de α, consideram-se semelhantes os pares de elementos que ficaram na mesma

classe em pelo menos 100 × α% das partições por bloco de atributos. O gráfico

representado na figura 6.3 representa o resultado da aplicação do método MPCG

com ajuste de densidade, obtendo-se uma partição em 11 classes com os valores

associados α = 0.26 e ˜IC = 0.00223. Como se pode ver na tabela 6.5, esta partição

apresenta valores elevados para o ı́ndice de validação τa de Guénoche [98] (Secção 5.2),

τa = 0.827 e para o ı́ndice de Rand corrigido de Hubert & Arabie [113] (Secção 2.5.5),

IRC = 0.887. No caso do ajuste hierárquico para k = 7, o resultado é representado

na figura 6.4. A partição identificada pelo método apresenta os valores α = 0.245 e
˜IC = 0.0005.
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Figura 6.3: Gráfico ˜IC/k obtido pelo ajuste de densidade para o conjunto de dados

Zoo, para a obtenção da partição consenso.

Como se pode ver pela tabela 6.5, os valores dos ı́ndices IAP e τa identificam como

melhor partição consenso aquela que é obtida pelo ajuste hierárquico, tendo esta

partição consenso um valor de IRC com a partição de referência, ligeiramente inferior

ao que é obtido para a partição obtida pelo ajuste de densidade. Verifica-se que, para

este exemplo, o método com atributos diferenciados encontrou uma partição mais

semelhante (IRC = 0.887) com a de referência, que o método com atributos não

diferenciados (IRC = 0.808).

A partição consenso medoid é dada pela partição associada ao quarto atributo (ver

tabela 6.4), que como se pode ver pela tabela, também é a partição, de entre as 16,

mais semelhante com a partição de referência.
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Figura 6.4: Gráfico ˜IC/k obtido pelo ajuste hierárquico com k = 7 para o conjunto

de dados Zoo, para a obtenção da partição consenso.

Tabela 6.5: Partições consenso mediana obtidas pelos métodos MPCG, para o conjunto

de dados Zoo para tb = 16.

Partição Consenso Mediana α ˜IC k IRC τa IAP

Ajuste de Densidade 0.260 0.002 11 0.887 0.827 0.482

Ajuste Hierárquico / k=7 0.245 0.0005 15 0.848 0.941 0.663

Ajuste Hierárquico / k desconhecido 0.245 0 15 0.848 0.941 0.663

Considerem-se de seguida os atributos agrupados em dois blocos, tendo um deles os

15 atributos categóricos, e o outro bloco, o atributo numérico. Designemos por bloco

categórico o primeiro e bloco numérico o segundo. Obtiveram-se as 2 partições, uma

para cada bloco de atributos, cujos valores associados estão representados na tabela

6.6.

Após a obtenção das dissemelhanças entre pares de elementos dij = 1 − sij, i, j =

1, . . . , n (Secção 6.5.2), aplicam-se os métodos de classificação MPCG para α = 0.5,

Tabela 6.6: Partições obtidas para cada um dos dois blocos de atributos do conjunto

de dados Zoo.
Bloco de Atributos α ˜IC k IRC τa IAP

Categórico 3 0.012 10 0.807 0.922 0.489

Numérico 0.96 0 6 0.298 0.921 0.431
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Tabela 6.7: Partições consenso mediana obtidas pelos métodos MPCG, para o conjunto

de dados Zoo, para tb = 2.

Partição Consenso Mediana α ˜IC k IRC τa IAP

Ajuste de Densidade 0.5 0.0013 21 0.715 0.988 0.615

Ajuste Hierárquico / k=7 0.5 0 8 0.174 0.549 0.598

assim, consideram-se semelhantes os pares de elementos que ficaram na mesma classe

em pelo menos uma das partições por bloco de atributos. A tabela 6.7 apresenta os

resultados obtidos para os dois tipos de ajuste. Como se pode ver pela tabela, os

valores dos ı́ndices IAP e τa identificam como melhor partição consenso aquela que é

obtida pelo ajuste de densidade, tendo esta partição consenso um valor de IRC com

a partição de referência, significativamente superior ao que é obtido para a partição

obtida pelo ajuste hierárquico.

A partição consenso medoid é dada pela partição associada ao primeiro atributo (ver

tabela 6.6), que como se pode ver pela tabela, também é a partição mais semelhante

com a partição de referência.

Para este exemplo, a melhor partição (IRC = 0.887) foi a partição consenso mediana

obtida pelo ajuste de densidade, quando aplicado ao conjunto com 16 blocos, um

por atributo. No caso de se considerarem dois blocos, tendo um deles os atributos

categóricos e o outro o atributo numérico, a partição consenso medoid (IRC = 0.807)

é muito semelhante com a obtida pelo método com atributos não diferenciados e ajuste

hierárquico (IRC = 0.808).

6.6.1.3 Partições ϕ-projectadas

Tal como no caso anterior, considerem-se os atributos agrupados em dois blocos,

tendo um deles os 15 atributos categóricos e o outro o atributo numérico. Seja αn

o parâmetro de controlo associado ao bloco com o atributo numérico, considera-

se φmin
n ≤ αn ≤ φmax

n sendo φmin
n e φmax

n as dissemelhanças mı́nima e máxima,

respectivamente, para o atributo numérico entre todos os pares de elementos. Seja αc

o parâmetro de controlo associado ao bloco com os atributos categóricos, considera-se

αc ∈ {1, 2, . . . , 15} uma vez que se trata de atributos categórios, para este caso, a

dissemelhança entre dois elementos varia entre 0 e 15.
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Tabela 6.8: Partições ϕ-projectadas obtidas pelos métodos MPCG, para o conjunto

de dados Zoo, para ϕ = 2 e tb = 2.

Métodos αn αc
˜IC k IRC τa IAP

Ajuste de Densidade 1 1 0.005 6 0.514 0.921 0.947

Ajuste Hierárquico / k=7 1 5 0.264 7 0.443 0.892 0.616

Ajuste Hierárquico / k desconhecido 1 5 0 7 0.443 0.892 0.616

Tabela 6.9: Partições ϕ-projectadas obtidas pelos métodos MPCG, para o conjunto

de dados Zoo, para ϕ = 1 e tb = 2.

Métodos αn αc
˜IC k IRC τa IAP

Ajuste de Densidade 1 1 0.002 6 0.511 0.903 0.919

Ajuste Hierárquico / k=7 1 1 0.006 7 0.517 0.923 0.879

Ajuste Hierárquico / k desconhecido 1 1 0 7 0.517 0.923 0.879

As tabelas 6.8 e 6.9 apresentam os resultados obtidos, para ϕ = 2 e ϕ = 1, respecti-

vamente. Recorde-se que ϕ = 1, . . . , tb sendo tb o número de blocos (Secção 6.4).

Como se pode constatar pela análise das tabelas, os resultantes foram muito semel-

hantes entre si. De acordo com o ı́ndice τa, a melhor partição é a de k = 7 classes obtida

pelos ajustes hierárquicos para ϕ = 1, esta partição apresenta os valores IAP = 0.879

e IRC = 0.517. De acordo com o ı́ndice IAP a partição a selecionar seria a de k = 6

classes obtida pelo método com ajuste de densidade e ϕ = 2, esta partição apresenta os

valores τa = 0.921 e IRC = 0.514, valores estes muito semelhantes com os anteriores.

Finalmente, a ı́ndice IRC indica que a partição identificada pelo ı́ndice τa é a mais

semelhante com a partição de referência.

6.6.2 Conjunto de Dados Iris

O conjunto de dados Iris [214] é constitúıdo por 150 flores, 50 de cada uma de três

variedades de Iris: Setosa, Versicolor e Virginica; caracterizadas por quatro atributos

numéricos que descrevem a largura e o comprimento das pétalas e das sépalas de cada

tipo de flores. As flores são numeradas de 1 a 150, sendo as x1 a x50 flores do tipo Iris

Setosa, as x51 a x100 flores do tipo Iris Versicolor e finalmente as x101 a x150 flores do
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Tabela 6.10: Resultados obtidos para o conjunto de dados Iris, pelos métodos MPCG

com atributos não diferenciados.
Métodos α ˜IC k IRC τa IAP

Ajuste de Densidade 1.218 0 2 0.568 0.929 1

Ajuste Hierárquico / k=3 0.798 0 3 0.564 0.930 0.827

Ajuste Hierárquico / k desconhecido 1.218 0 2 0.568 0.929 1

tipo Iris Virginica. Os atributos apresentam-se pela seguinte ordem: (1) comprimento

da sépala, (2) largura da sépala, (3) comprimento da pétala e (4) largura da pétala,

sendo todas as quantidades medidas em cent́ımetros. A partição de referência para

este conjunto de dados indica que uma das classes (Iris Setosa) é bem separada das

outras duas, que se intersectam.

No caso do método com atributos diferenciados, vão ser consideradas duas situações:

(1) formação de 4 blocos com um atributo cada e (2) formação de dois blocos com dois

atributos cada; o primeiro bloco tem os atributos 1 e 2 referentes às caracteŕısticas das

sépalas, e o segundo bloco tem os atributos 3 e 4 referente às caracteŕısticas das pétalas.

6.6.2.1 Método com Atributos não Diferenciados

Para a aplicação do método com atributos não diferenciados foi considerado um único

bloco com os quatro atributos e como função global, a função distância euclideana.

A figura 6.5 representam o gráfico obtido da aplicação do método MPCG com ajuste

de densidade, da qual resultou a identificação de uma partição em duas classes com os

valores associados de α = 1.217631, ˜IC = 0 e k = 2. Esta partição consiste na classe

Setosa isolada, estando as outras duas fundidas numa só. Esta partição apresenta os

valores τa = 0.929, IRC = 0.568 com a partição de referência e IAP = 1. De acordo

com o ı́ndice de validação τa, esta partição é de melhor qualidade que a de referência

que apresenta um valor de τa = 0.797.

No caso do ajuste hierárquico com k = 3 obteve-se o gráfico representado na figura

6.6, pelo qual se identifica a partição em três classes para os valores associados de

α = 0.798519, ˜IC = 0 e k = 3. No entanto, apresenta um valor IRC = 0.564 não

correspondendo à separação das floras nas três classes de 50 flores cada. Esta partição
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Figura 6.5: Gráfico ˜IC/k obtido pelo ajuste de densidade para o conjunto de dados

Iris.

identifica separadamente as flores Iris Setosa num classe, considera duas flores do tipo

Iris Virginica noutra classe, colocando as restantes numa única classe. Esta partição

apresenta os valores τa = 0.930 e IAP = 0.827.

No caso da aplicação do método MPCG com ajuste hierárquico e k desconhecido

obteve-se o mesmo resultado que para o caso com ajuste de densidade. A tabela 6.10

apresenta os resultados obtidos para estes três métodos.

Vejamos se o método com atributos diferenciados consegue encontrar partições mais

idênticas à de referência ou com valores dos ı́ndices de validação mais elevados.

6.6.2.2 Partições ϕ-projectadas: tb = 4

Consideraram-se quatro blocos com um atributo numérico cada. Seja αi o parâmetro

de controlo associado ao atributo i, considera-se φmin
i ≤ αi ≤ φmax

i para i = 1, . . . , 4

e sendo φmin
i e φmax

i as dissemelhanças mı́nima e máxima, respectivamente, para o

atributo i entre todos os pares de elementos, respectivamente.

Para a força de ligação ϕ = 4, obtiveram-se partições em k = 7, 6, 5, 4, 3, 2 classes,

sendo em maior número (88% dos casos), as partições em duas classes. De entre as

partições obtidas pelo método em k = i classes, (i = 2, . . . , 7) escolheu-se aquela
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Figura 6.6: Gráfico ˜IC/k obtido pelo ajuste hierárquico para k = 3, para o conjunto

de dados Iris.

Tabela 6.11: Resultados da aplicação do método das partições ϕ-projectadas ao

conjunto de dados Iris, para ϕ = 4 e tb = 4.

k α1 α2 α3 α4 IRC τa IAP

7 0.38 0.33 0.59 0.24 0.490 0.843 0.390

6 0.38 0.514 0.472 0.24 0.478 0.816 0.326

5 0.45 0.284 0.472 0.624 0.859 0.858 0.513

4 0.38 0.284 1.534 0.528 0.794 0.871 0.471

3 1.01 0.33 0.944 0.24 0.504 0.866 0.443

2 0.45 0.284 2.242 0.528 0.540 0.935 0.400

partição com o maior valor do ı́ndice de avaliação de partições. Os parâmetros de

controlo que originaram as partições seleccionadas e os respectivos valores do ı́ndice

IRC com a partição de referência estão representados na tabela 6.11.

Como se pode concluir pela análise da tabela, com o método com atributos diferenci-

ados, o ı́ndice IAP identificou uma partição mais semelhante com a de referência do

que a que tinha sido identificada pelo método dos atributos não diferenciados. Essa

partição em cinco classes é composta por uma classe com as 50 flores do tipo Setosa,

outra classe é composta por uma flôr do tipo Virginica, a terceira classe é composta

por duas flores também do tipo Virginica, a outra classe é composta por 48 flores

do tipo Versicolor mais quatro flores do tipo Virginica, finalmente a quinta classe é

composta por 43 flores do tipo Virginica e duas flores do tipo Versicolor. Esta partição
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Tabela 6.12: Partições obtidas para cada um dos quatro blocos de atributos para o

conjunto de dados Iris.

Atributo α ˜IC k IRC τa IAP

1 0.87 0.323 5 0.324 0.802 0.292

2 1 0.323 3 0.156 0.582 0.204

3 2.596 0.234 3 0.508 0.917 0.247

4 0.624 0.169 4 0.837 0.850 0.297

apresenta um valor τa = 0.858.

No caso da aplicação do método com força de ligação ϕ = 3 e ϕ = 2 obtiveram-se as

partições em duas e três classes já identificadas pelo método com ajuste de densidade

e hierárquico para atributos não diferenciados. Para o caso de ϕ = 1, para todas as

combinações dos parâmetros de controlo, obtiveram-se partições com uma única classe.

6.6.2.3 Partições Consenso: tb = 4

No caso do método com atributos diferenciados com partições consenso, consideraram-

se quatro blocos com um atributo cada, e obtiveram-se as quatro partições, correspon-

dentes aos quatro atributos, cujos valores associados estão representados na tabela

6.12.

Após a obtenção das dissemelhanças entre pares de elementos dij = 1 − sij, i, j =

1, . . . , n (Secção 6.5.2), aplicam-se os métodos de classificação MPCG para α = 0.5, ou

seja, considerando-se semelhantes os pares de elementos que ficaram na mesma classe

em pelo menos 50% das partições por bloco de atributos. A tabela 6.13 apresenta

os resultados obtidos para os dois tipos de ajuste. Como se pode ver pela tabela, os

valores dos ı́ndices IAP e τa identificam como melhor partição consenso aquela que

é obtida pelo ajuste hierárquico, tendo também esta partição consenso um valor de

IRC com a partição de referência, superior ao que é obtido para a partição obtida pelo

ajuste de densidade.

Finalmente a partição consenso medoid é dada pela partição associada ao quarto

atributo (ver tabela 6.12), que como se pode ver pela tabela, também foi considerada
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Tabela 6.13: Partições consenso mediana obtidas pelo método MPCG, para o conjunto

de dados Iris para tb = 4.

Partição Consenso α ˜IC k IRC τa IAP

Ajuste de Densidade 0.5 0.054 4 0.525 0.827 0.351

Ajuste Hierárquico / k=3 0.5 0.001 3 0.560 0.931 0.403

Tabela 6.14: Resultados da aplicação do método das partições ϕ-projectadas ao

conjunto de dados Iris, para ϕ = 2 e tb = 2.

Método ˜IC k α1 α2 IRC τa IAP

Ajuste de Densidade 0.05 3 0.679 1.002 0.560 0.926 0.891

Ajuste de Densidade 0.0858 2 0.823 2.004 0.568 0.929 0.853

Ajuste Hierárquico / k=3 0.051 3 0.679 1.503 0.560 0.934 0.867

a melhor partição de entre as quatro dos atributos, de acordo com o ı́ndice IAP.

6.6.2.4 Partições ϕ-projectadas: tb = 2

Considerem-se dois blocos com dois atributo numérico cada, estando os atributos 1 e 2

num bloco e os outros dois no outro bloco. Seja αi o parâmetro de controlo associado

ao atributo i, considera-se φmin
i ≤ αi ≤ φmax

i para i = 1, 2 e sendo φmin
i e φmax

i as

dissemelhanças mı́nima e máxima, respectivamente, para o bloco de atributos i entre

todos os pares de elementos, respectivamente.

As tabelas 6.14 e 6.15 apresentam os resultados obtidos para ϕ = 2 e ϕ = 1 respecti-

vamente.

Como se pode ver pelas tabelas, as partições ϕ-projectadas aplicadas aos atributos

agrupados em dois blocos, não melhorou o desempenho dos métodos relativamente à

Tabela 6.15: Resultados da aplicação do método das partições ϕ-projectadas ao

conjunto de dados Iris, para ϕ = 1 e tb = 2.

Método ˜IC k α1 α2 IRC τa IAP

Ajuste de Densidade 0 2 0.245 0.501 0.568 0.929 1

Ajuste Hierárquico / k=3 0.010 3 0.389 1.253 0.561 0.923 0.875
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Tabela 6.16: Partições obtidas para cada um dos dois blocos de atributos para o

conjunto de dados Iris.

Bloco de Atributos α ˜IC k IRC τa IAP

1 0.606 0.017 4 0.526 0.905 0.589

2 0.877 0 2 0.568 0.929 0.500

Tabela 6.17: Partições consenso mediana obtidas pelos métodos MPCG, para o

conjunto de dados Iris, para tb = 2.

Partição Consenso Mediana α ˜IC k IRC τa IAP

Ajuste de Densidade 0.5 0.017 6 0.542 0.905 0.589

Ajuste Hierárquico / k=3 0.6 0.04 2 0.568 0.929 0.608

abordagem com atruibutos não diferenciados. A partição mais semelhante com a de

referência é a obtida pela aplicação do ajuste de densidade para ϕ = 1 (IRC = 0.568).

6.6.2.5 Partições Consenso: tb = 2

A tabela 6.16 apresenta as duas partições, correspondentes aos dois blocos de atributos,

identificadas pelos método.

Após a obtenção das dissemelhanças entre pares de elementos dij = 1 − sij, i, j =

1, . . . , n (Secção 6.5.2), aplicam-se os métodos de classificação MPCG para α = 0.5, ou

seja, considerando-se semelhantes os pares de elementos que ficaram na mesma classe

em pelo menos 50% das partições por bloco de atributos. A tabela 6.17 apresenta

os resultados obtidos para os dois tipos de ajuste. Como se pode ver pela tabela, os

valores dos ı́ndices IAP e τa identificam como melhor partição consenso aquela que

é obtida pelo ajuste hierárquico, tendo também esta partição consenso um valor de

IRC com a partição de referência, superior ao que é obtido para a partição obtida pelo

ajuste de densidade.

No caso do ajuste hierárquico optou-se por α = 0.6 porque com o valor α = 0.5, a

partição obtida consistia em três classes, estando 147 dos elementos numa única classe.

Finalmente, quanto à partição consenso medoid o critério de selecção da partição
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obteve o mesmo valor para as duas partições por blocos de atributos.

Com o método para atributos diferenciados considerando dois blocos com dois atribu-

tos cada, não se obtiveram melhores resultados do que os obtidos pelos métodos com

atributos não diferenciados.

A tabela 6.18 apresenta as partições candidatas à melhor partição de acordo com os

ı́ndices e métodos utilizados. A partição P1 foi a obtida pelo método com ajuste

de densidade e atributos não diferenciados, pelo método das partições ϕ-projectadas

para ϕ = 1 e ϕ = 2 e tb = 2, e foi ainda obtida pelo método de conseno mediana

com ajuste hierárquico para tb = 2. A partição P2 foi obtida pelo método com ajuste

hierárquico e atributos não diferenciados. A partição P3 é a candidata das partições

ϕ-projectadas (ϕ = 4 e tb = 4), sendo considerada a melhor das indicadas na tabela

6.11 pelo ı́ndice IAP. Para este caso, o ı́ndice de validação τa considerou como a melhor

partição a composta por duas classes, no entanto, como nesta partição a classe Setosa

não foi identificada correctamente, consideramos somente a partição de cinco classes.

A partição P4 é a partição medoid consenso correspondente ao quarto atributo (tabela

6.12), finalmente a partição P5 foi considerada a melhor pelos dois ı́ndices, de entre

as partições de consenso obtidas pelos métodos com ajuste de densidade e hierárquico

(tabela 6.13). Como se pode ver pela análise da tabela, as melhores partições são as

que consideram que o conjunto de dados é composto por duas classes, que é o caso da

partição P1 e P2 (em que uma das classes é composta por dois elementos). A terceira

melhor partição de acordo com o ı́ndice IAP é a partição P3 que é aquela entre todas,

é mais semelhante com a partição de referência. No caso do ı́ndice de validação τa,

considerou-se como melhor a partição consenso, obtida para o ajuste hierárquico, a

qual identifica correctamente a classe Setosa, considerando seis flores Virginica numa

classe, ficando todas as restantes numa terceira classe. Para este ı́ndice, a quarta

melhor partição é a correspondente à partição mais semelhante com a de referência.

6.6.3 Conjunto de Dados da UNESCO

O conjunto de dados que vai ser analisado nesta secção foi obtido da página da Internet

da UNESCO 2 (United Nations Educational, Scientific and Cultural Organization), e

consiste nos racios (net enrolment ratio) entre o número de jovens entre os 11 e os 15

2http://www.uis.unesco.org



200 Caṕıtulo 6

Tabela 6.18: Partições obtidas pelo método de classificação para o conjunto de dados

Iris.
Partições k τa IAP IRC

P1 2 0.929 1 0.568

P2 3 0.930 0.827 0.564

P3 5 0.858 0.513 0.859

P4 4 0.850 0.297 0.837

P5 3 0.931 0.403 0.560

anos matriculados em instituições do ensino primário e secundário público e privado,

e o número total de indiv́ıduos da população nessa faixa etária, de alguns páıses. Os

racios que excedem os 100% reflectem discrepâncias entre os dois conjuntos de valores.

Foram analisados 45 páıses e as tabelas 6.19 e 6.20 apresentam os resultados obtidos.

A primeira engloba os páıses participantes no programa WEI (World Education In-

dicators), enquanto a segunda tabela apresenta os resultados obtidos para os páıses

da OECD (Organisation for Economic Co-operation and Development). No presente

estudo, as duas tabelas foram consideradas em conjunto. Os dados da Argentina,

Brasil, Chile, Peru, Malásia e Filipinas referem-se ao ano 1998, os dados da Indonésia

referem-se ao ano 2000, todos os restantes referem-se ao ano de 1999.

Note-se que para este exemplo não há partição de referência.

6.6.3.1 Método com Atributos não Diferenciados

Tal como foi feito para os exemplos anteriores, foi considerado um único bloco com os

cinco atributos e como função global, a função distância euclideana.

A figura 6.7 representa o gráfico obtido da aplicação do método MPCG com ajuste

de densidade, da qual resultou a identificação de uma partição em sete classes com os

valores associados de α = 21.246, ˜IC = 0 e k = 7. Esta partição apresenta os valores

τa = 0.939 e IAP = 0.676. No caso do ajuste hierárquico obtiveram-se resultados

semelhantes.



Método com Atributos Diferenciados 201

Tabela 6.19: Frequência de escolaridade primária e secundária de indiv́ıduos entre os

11 e os 15 anos nos páıses participantes WEI (Fonte: UNESCO).

11 anos 12 anos 13 anos 14 anos 15 anos

1 Argentina 106 105 95 91 80

2 Brasil 97 97 96 93 85

3 Chile 95 93 90 89 86

4 Egipto 93 86 73 65 67

5 Indonésia 79 94 70 59 45

6 Jordânia 87 85 87 79 79

7 Malásia 95 100 92 90 76

8 Paraguai 91 90 78 70 59

9 Peru 105 99 95 86 82

10 Filipinas 95 61 82 78 80

11 Federação Russa 90 95 97 89 74

12 Tailândia 99 100 93 86 77

13 Tuńısia 102 94 91 84 71

14 Uruguai 109 129 99 81 72

15 Zimbabwe 93 93 121 39 51

Médias WEI 95.7 94.7 90.6 78.5 72.3
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Tabela 6.20: Frequência de escolaridade primária e secundária de indiv́ıduos entre os

11 e os 15 anos nos páıses da OECD (Fonte: UNESCO).

11 anos 12 anos 13 anos 14 anos 15 anos

16 Austrália 99 99 98 99 97

17 Áustria 99 99 99 99 95

18 Bélgica 98 99 99 99 100

19 Belgica (Fl) 96 96 96 95 97

20 Canadá 98 99 98 97 98

21 República Checa 100 100 100 100 100

22 Dinamarca 100 100 100 98 97

23 Finlândia 99 99 99 99 100

24 França 99 99 99 99 98

25 Alemanha 99 99 100 100 99

26 Grécia 99 99 96 97 93

27 Hungria 101 101 99 99 96

28 Islândia 99 99 99 100 98

29 Irlanda 101 99 100 99 102

30 Itália 99 101 99 94 88

31 Japão 101 103 102 101 99

32 Coreia 99 94 100 98 97

33 Luxemburgo 98 90 99 95 92

34 México 96 90 82 73 55

35 Holanda 98 99 100 99 102

36 Nova Zelândia 100 99 98 98 96

37 Noruega 99 99 99 99 100

38 Polónia 97 97 97 97 96

39 Portugal 110 115 111 112 95

40 Espanha 106 105 105 104 96

41 Suécia 101 101 101 101 97

42 Suiça 100 100 99 99 97

43 Turquia 89 74 63 51 47

44 Grã-Bretanha 99 99 98 98 103

45 Estados Unidos 104 113 102 96 107

Médias OECD 99.4 98.9 97.9 96.5 94.6
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Figura 6.7: Gráfico ˜IC/k obtido pelo ajuste de densidade para o conjunto de dados

UNESCO.

Tabela 6.21: Partições obtidas para cada um dos cinco blocos de atributos do conjunto

de dados da UNESCO.
Blocos de

Atributos
α ˜IC k τa IAP

1 8.2 0.525 4 0.743 0.222

2 3.68 0.104 9 0.792 0.519

3 13.54 0.382 5 0.764 0.342

4 12.52 0.312 6 0.931 0.405

5 5.88 0.114 10 0.865 0.387

Esta partição considerou como pontos isolados os páıses: Indonésia (5), Filipinas (10),

Uruguai (14), Zimbabwe (15) e Turquia (43), que como se pode ver pela tabela de da-

dos, apresentam valores não usuais. Outra classe é constitúıda por três páıses: México

(34), Egipto (4) e Paraguai (8) que apresentam valores semelhantes. Finalmente os

restantes páıses estão colocados numa única classe.

6.6.3.2 Partições Consenso

No caso do método com atributos diferenciados com partições consenso, consideraram-

se cinco blocos com um atributo cada (tb = 5), e obtiveram-se as cinco partições cujos

valores associados estão representados na tabela 6.21.
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Tabela 6.22: Partição consenso mediana obtida pelo método MPCG para o conjunto

de dados da UNESCO.
Partição Consenso Mediana α ˜IC k τa IAP

Ajuste de Densidade 0.5 0.005 9 0.909 0.732

Após a obtenção das dissemelhanças entre pares de elementos dij = 1 − sij, i, j =

1, . . . , n (Secção 6.5.2), aplicou-se o método de classificação MPCG para α = 0.5.

Como para este caso não há partição de referência, desconhecendo-se o valor de k, não

se aplicou nenhum dos métodos hierárquicos. A tabela 6.22 apresenta os resultados

obtidos para o ajuste de densidade.

A partição consenso obtida para o ajuste de densidade é semelhante à que foi obtida

para atributos não diferenciados. Relativamente a páıses colocados isoladamente

considerou: Indonésia (5), Uruguai (14), Zimbabwe (15), Jordânia (6), Turquia (43)

e Portugal (39), que como se pode ver pela tabela de valores apresentam valores não

usuais. São formadas duas classes com dois páıses cada: Egipto (4) e Paraguai (8)

numa classe e Filipinas (10) e México (34) noutra classe. Finalmente os restantes

páıses estão agrupados numa única classe.

A partição consenso medoid é dada pela partição associada ao quarto atributo (ver

tabela 6.21), que apresenta um valor τa = 0.931 e IAP = 0.405.

Pela análise dos resultados, e segundo o ı́ndice de validação de partições τa, a mel-

hor partição corresponde à obtida pelo método com ajuste de densidade aplicado

a atributos não diferenciados (τa = 0.939). Segundo o mesmo ı́ndice, a segunda

melhor partição corresponde à obtida para o quarto atributo (τa = 0.931). De

acordo com o ı́ndice IAP, a melhor partição consenso é a obtida para o método

com atributos diferenciados usando partições consenso e ajuste de densidade (IAP =

0.732), sendo a segunda melhor, obtida para os atributos não diferenciados (IAP =

0.676). Analisando os resultados pela tabela de dados, verifica-se que a partição

identificada pelo ı́ndice IAP é ligeiramente ”melhor” do que a identificada pelo ı́ndice

τa, uma vez que aquela considerou como pontos isolados, dois dos páıses (Jordânia

(6) e Portugal (39)) com valores não usuais, que não foram isolados na partição com

atributos não diferenciados.
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6.7 Conclusão

Este caṕıtulo apresentou uma nova abordagem do método, pelo qual as partições não

são obtidas usando todos os atributos em simultâneo, mas por partições encontradas

em sub-espaços de atributos. A diferenciação dos atributos permite que os atributos ou

blocos de atributos tenham um contributo individual para a identificação de partições

no conjunto de dados. O método das partições ϕ-projectadas mostrou-se eficiente

na detecção da partição de referência para o conjunto de dados Iris, para ϕ = 4 e

tb = 4, apresentando um valor de IRC = 0.859 com a partição de referência. Devido

a uma enumeração completa nos valores dos parâmetros de controlo, esta abordagem

é computacionalmente muito pesada pelo que se restringe a sua aplicação a conjuntos

de dados com, no máximo, quatro atributos. Outra abordagem consiste em identificar

partições de consenso das partições obtidas para cada bloco de atributos. No caso do

conjunto de dados Zoo, a partição mais semelhante com a de referência, foi a partição

consenso mediana obtida com ajuste de densidade para tb = 16 (IRC = 0.887). Para

este conjunto de dados, os atributos foram ainda também agrupados em dois blocos

(tb = 2), tendo um deles os atributos categóricos e o outro o atributo numérico; no

entanto, com esta abordagem não foi identificada uma partição melhor do que para o

caso anterior. A abordagem das partições consenso também se mostrou eficiente na

detecção da partição do conjunto Iris, apresentando um valor IRC = 0.837 com a

partição de referência.
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Caṕıtulo 7

Estudo Estat́ıstico dos Índices

usando Teoria de Grafos Aleatórios

A avaliação do valor de uma medida de validação de uma estrutura em classes, exige

uma comparação com o valor do ı́ndice obtido sob um modelo nulo de ausência

de estrutura. A ideia base é testar se os elementos do conjunto de dados estão

uniformemente estruturados. Esta análise é baseada na hipótese nula, H0, expressa

como uma afirmação de uma estrutura uniforme nos dados. A hipótese nula deverá

ser testada comparando o valor da estat́ıstica de teste, obtida para um conjunto de

dados de referência gerados sob a hipótese nula, com o valor da estat́ıstica obtida do

conjunto de dados a analisar. Assim, para se concluir sobre a significância do valor

de um ı́ndice, será necessário determinar a distribuição do ı́ndice de validação, sob a

hipótese nula de ausência de estrutura.

O uso de grafos como base teórica de suporte ao desenvolvimento dos ı́ndices definidos

nos caṕıtulos anteriores, facilita o estudo estat́ıstico dos mesmos, permitindo a definição

das suas distribuições sob modelos definidos no contexto da teoria de grafos aleatórios.

Assim, vão ser apresentadas as distribuições teóricas dos ı́ndices não normalizados e

quando aplicados a partições não ajustadas.

207
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7.1 Teoria de Grafos Aleatórios

A teoria de grafos aleatórios consiste na aplicação de métodos de probabilidades à

teoria de grafos, tendo como objectivo estudar algumas propriedades importantes dos

grafos.

7.1.1 Um pouco de História

A teoria de grafos aleatórios teve a sua origem numa série de oito artigos fundamentais

publicados no peŕıodo de 1959-1968 (ver [127]) por dois matemáticos húngaros, Paul

Erdös e Alfred Rényi. A partir desta data, a teoria tem tido uma significativa evolução

como um ramo independente da matemática discreta, localizado na intersecção da teo-

ria de grafos com a teoria combinatória e probabiĺıstica. A teoria de grafos aleatórios

tem uma vasta aplicabilidade em diversas áreas como ciência de computadores, redes

de comunicações, ciências naturais e sociais e na própria matemática discreta.

Nos últimos anos, Béla Bollobás tornou-se o cientista ĺıder na área de grafos aleatórios

contribuindo com dezenas de artigos, culminando num livro editado em 1985 com

uma segunda edição em 2001 [29]. Muitos outros investigadores têm trabalhado nesta

área contribuindo para que a produção cient́ıfica seja muito elevada, permitindo que

a teoria de grafos aleatórios evolua rapidamente.

7.1.2 Modelos de Grafos Aleatórios

Um grafo aleatório é um grafo constrúıdo por algum procedimento aleatório, podendo

ser usado no estudo probabiĺıstico de algumas estruturas combinatórias [121].

O modelo introduzido por Erdös é muito natural e pode ser descrito como escolhendo

um grafo aleatoriamente, com igual probabilidade, a partir do conjunto de cardinal

2N sendo N =
(

n

2

)

o número de todos os grafos com n vértices. Considere-se um

espaço de probabilidades (G, IF, P rob), onde G é o conjunto de todos os grafos com

n vértices, IF é a famı́lia de todos os subconjuntos de G e para cada g ∈ G, o valor

de Prob(g) dá-nos a probabilidade de se obter um grafo espećıfico, g. A construção é

representada por uma função do espaço de probabilidades numa adequada famı́lia de

grafos [121].
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Em geral, no contexto da teoria de grafos aleatórios, muitas propriedades são definidas

assimptoticamente, quando o número de vértices tende para o infinito, sob o respectivo

modelo.

7.1.2.1 Modelos Gn,p e Gn,M

Os dois modelos mais populares na literatura em teoria de grafos aleatórios são o

modelo Gn,p e o modelo Gn,M (designados em [121] por modelo binomial e modelo

uniforme, respectivamente), constituindo uma plataforma de suporte ao desenvolvi-

mento da maior parte dos resultados conhecidos nesta área.

O modelo Gn,p considera todos os grafos de n vértices, nos quais os arcos são inseridos

de modo independente e com probabilidade p, sendo esta a probabilidade de existir

um arco entre dois vértices quaisquer. Por outras palavras, se G0 é um grafo com n

vértices e m arcos, então [29]

Prob(G0) = Prob(G = G0) = pmqN−m (7.1)

sendo q = 1− p e N =
(

n

2

)

o número de todos os pares de vértices.

A maior parte da literatura de grafos aleatórios consideram o caso no qual p → 0 e

n→∞.

O modelo Gn,M considera todos os grafos de n vértices tendo M arcos, no qual os

grafos têm a mesma probabilidade de ocorrer. Verifica-se 0 ≤ M ≤ N , Gn,M tem
(

N

M

)

elementos e cada elemento ocorre com probabilidade
(

N

M

)−1

.

Estes dois modelos básicos são, em muitos casos, assimptoticamente equivalentes, se

Np estiver perto de M ([121] e [29]). Seja A uma qualquer propriedade dos grafos

aleatórios e seja G1 um grafo aleatório gerado pelo modelo Gn,p e G2 um grafo aleatório

gerado pelo modelo Gn,M . Considere-se Prob(Gi ∈ A) para i ∈ {1, 2}, a probabilidade

de o grafo Gi ter a propriedade A. Os dois grafos G1 e G2 são equivalentes para a

propriedade A se Prob(G1 ∈ A)→ a para n→∞ é equivalente a Prob(G2 ∈ A)→ a

para n → ∞. Em [121] são estabelecidas algumas condições para as quais se verifica
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esta equivalência.

7.1.2.2 Modelo G̃[n1,...,nk;p]

O modelo G̃[n1,...,nk;p] representa um modelo para grafos aleatórios k-partite, com n

elementos repartidos por k conjuntos independentes de n1, . . . , nk elementos, respec-

tivamente; p é a probabilidade de existir um arco entre vértices de conjuntos diferentes.

Cada instância deste modelo tem k conjuntos independentes, sejam C1, . . . , Ck de

n1, . . . , nk vértices, respectivamente. Se v ∈ Ci então o seu grau máximo (número

máximo de arcos que ligam v a outros vértices) é n − ni uma vez que v só pode ser

adjacente a vértices fora da classe à qual pertence. A soma dos graus máximos de

todos os elementos da classe Ci é dado por ni(n − ni). Percorrendo todas as classes

obtemos o número máximo de arcos permitido num grafo k-partite:

Emax =
1

2

k
∑

i=1

ni(n− ni) =
1

2

(

k
∑

i=1

nin−
k
∑

i=1

ni
2

)

=
1

2

(

n2 −
k
∑

i=1

n2
i

)

(7.2)

Se G0 é um grafo com n vértices e m arcos entre vértices de conjuntos independentes,

então [29]

Prob(G0) = Prob(G = G0) = pmqEmax−m (7.3)

7.1.3 Propriedades de Grafos Aleatórios

Seguindo o modelo Gn,p da teoria de grafos aleatórios, os grafos aleatórios de n vértices

podem ser considerados como entidades em evolução. Na fase inicial do processo

os grafos não têm arcos, seguindo-se a sua inserção de modo aleatório, nas etapas

seguintes. Uma das questões importantes é saber a partir de que etapa, o grafo

aleatório apresenta determinada propriedade, por exemplo, a partir de que etapa o

grafo passa a ser conexo. Um dos resultados mais interessantes em teoria de grafos
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aleatórios indica que grande parte das propriedades dos grafos surge repentinamente.

Ou seja, para um grafo de m arcos, a probabilidade de se verificar uma dada pro-

priedade é muito baixa, enquanto que para m + 1 arcos, a probabilidade de a mesma

propriedade se verificar, já é muito alta [29].

A lista de publicações efectuadas no contexto da teoria de grafos aleatórios é vast́ıssima;

no entanto, a maior parte dos estudos debruçam-se sobre um número reduzido de

propriedades. Possivelmente um dos assuntos mais estudados relaciona-se com o

número cromático ([29] e [121]), que consiste no menor número de cores necessárias e

suficientes para colorir um grafo, de tal modo que dois vértices adjacentes não tenham

a mesma cor. Grande parte dos resultados obtidos referem-se ao valor esperado do

número cromático para grafos aleatórios ([23], [28], [153], [152], [3], [121], [29] e [5]).

Outros estudos debruçam-se sobre as propriedades dos graus dos vértices de um grafo

aleatório. Alguns trabalhos estudam a sequência dos graus [29] de um grafo aleatório,

tentando encontrar intervalos nos quais se localizam os graus dos vértices [25]. Outros

estudos relacionam-se com a distribuição do número de vértices com um determinado

grau num grafo simples ([184] e [27]) ou numa árvore [193]. A distribuição do grau

máximo de uma grafo aleatório ([24]), ou dos graus dos vértices de um grafo [174],

têm também suscitado algum interesse por parte dos investigadores.

Em teoria de grafos, dois vértices estão ligados se existir um caminho entre eles;

define-se o comprimento desse caminho como o número de arcos nele contido, sendo

a distância entre os vértices o comprimento mı́nimo de entre todos os caminhos que

os ligam [41]. O diâmetro do grafo, que consiste na distância máxima entre pares de

vértices de um grafo, é também alvo de alguma investigação quer nos grafos aleatórios

simples [26], quer nos grafos aleatórios regulares, nos quais todos os vértices têm o

mesmo grau [30], quer nos grafos bipartite (grafos 2-partite) aleatórios [32].

Um subgrafo completo maximal de um grafo designa-se por clique, sendo o número

de clique o número máximo de vértices de um clique. O número independente é a

cardinalidade máxima de um conjunto de vértices independente (conjunto de vértices

não adjacentes) [41]. Quer o número de clique ([31], [93] e [157]), quer o número

independente ([25] e [79]) têm também sido alvo de algum estudo.
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7.2 Modelos de Multigrafos Aleatórios

Nesta secção vão ser considerados os modelos para o estudo estat́ıstico dos ı́ndices obti-

dos pelo método com atributos diferenciados, baseados em multigrafos. Considerem-se

multigrafos com n vértices e com, no máximo, t arcos a ligar cada par de vértices.

7.2.1 Sobreposição Θ de Grafos Aleatórios

Na abordagem seguida por Godehardt em [86], os arcos são introduzidos um a um com

probabilidade p, existindo, numa instância do modelo, no máximo t
(

n

2

)

arcos. Na

abordagem que se segue pretende-se que os arcos sejam inseridos por ńıveis, estando

a cada ńıvel associada uma probabilidade diferente. Ou seja, no ńıvel 1 os arcos são

inseridos com probabilidade p1, no ńıvel 2 os arcos são inseridos com probabilidade

p2, seguindo até ao ńıvel t. Os n vértices e os arcos do ńıvel 1 formam um grafo

que corresponde a uma instância do modelo Gn,p1
, os mesmos vértices e os arcos do

ńıvel 2 formam um grafo que corresponde a uma instância do modelo Gn,p2
e assim

sucessivamente. O multigrafo associado aos atributos diferenciados (AD) resulta de

uma operação Θ aplicada aos t grafos Gn,pi
, para i = 1, . . . , t.

Definição 7.1 Define-se a operação Θ entre dois grafos, G1(V,E1), G2(V,E2), com

n vértices e m1 e m2 arcos, respectivamente, da seguinte maneira

G = G1ΘG2

em que G = (V,E) é um multigrafo com n vértices tal que

η(vi, vj) = ηG1(vi, vj) + ηG2(vi, vj) (7.4)

onde E = E1 ∪ E2 e η(vi, vj), ηG1(vi, vj) e ηG2(vi, vj) representam o número de arcos

que unem os vértices vi e vj nos grafos G, G1 e G2, respectivamente.

Os grafos aleatórios representativos dos AD obtêm-se de:

G = Θt
i=1Gi (7.5)

sendo Gi o grafo aleatório ao ńıvel i, gerado pelo modelo Gn,pi
, para i = 1, . . . , t.
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7.2.2 Modelo G̃[n;p1,...,pt]

O modelo G̃[n;p1,...,pt] é o modelo Gn,p estendido a atributos diferenciados, assim

G̃[n;p1,...,pt] = Θt
i=1Gn,pi

(7.6)

O modelo G̃[n;p1,...,pt] representa um modelo de geração de multigrafos aleatórios de n

vértices, existindo no máximo t arcos a unir dois vértices do multigrafo. Ao ńıvel i,

os arcos são distribúıdos entre dois vértices com probabilidade pi.

Seja I = {i : pi 6= 0, i = 1, . . . , t} o conjunto dos ı́ndices que correspondem aos

atributos presentes na classificação.

Definição 7.2 Uma I−projecção de uma instância do modelo G̃[n;p1,...,pt] no modelo

Gn,p, origina uma instância deste modelo em que a probabilidade de existir um arco

entre dois vértices é dada por:

p =
∏

i∈I

pi

Admitindo que a ocorrência de arcos nos diferentes ńıveis são acontecimentos inde-

pendentes.

7.2.3 Modelo G̃[n1,...,nk;p1,...,pt]

O modelo G̃[n1,...,nk;p1,...,pt] representa um modelo de geração de multigrafos k-partite

aleatórios, de n vértices e k conjuntos independentes de n1, . . . , nk elementos, respecti-

vamente; pi é a probabilidade de existir um arco entre vértices de conjuntos diferentes

no ńıvel i.



214 Caṕıtulo 7

7.3 Distribuição do Número de Arcos

7.3.1 Modelo Gn,p

Sejam N =
(

n

2

)

o número de pares não ordenados no conjunto de n vértices e p a

probabilidade de existir um arco entre dois vértices quaisquer.

Seja M a v.a. representativa do número de arcos de um grafo aleatório do modelo

Gn,p, então:

Prob(M = m) =





N

m



 pm(1− p)N−m, m = 0, 1, . . . , N (7.7)

é a probabilidade de um grafo de n vértices ter m arcos. A v.a. M segue então uma

distribuição Binomial de parâmetros N e p,

M ∼ Bi(N, p) (7.8)

7.3.2 Modelo G̃[n1,...,nk;p]

Seja M a variável aleatória representativa do número de arcos numa instância do

modelo G̃[n1,...,nk;p] . Então

M ∼ Bi (Emax, p) (7.9)

sendo p a probabilidade de existir um arco entre vértices de conjuntos independentes

diferentes, no grafo aleatório k-partite e Emax =
1

2

(

n2 −
k
∑

i=1

n2
i

)

.

7.3.3 Modelo G̃[n;p1,...,pt]

Tal como foi visto na secção anterior, o multigrafo G̃[n;p1,...,pt] resulta da operação

Sobreposição, Θ, dos grafos Gn,pi
onde i = 1, . . . , t sendo t o número de blocos de

atributos. Verificam-se as seguintes situações:
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1. Em cada ńıvel os





n

2



 arcos são equiprováveis

2. Pode acontecer pi = pj para alguns i, j ∈ {1, . . . , t} tais que i 6= j

3. Pode acontecer pi = 0 para algum i ∈ {1, . . . , t}

4. 0 ≤
t
∑

i=1

pi ≤ t

Seja Mi a v.a. representativa do número de arcos no grafo aleatório G̃[n;p1,...,pt] no ńıvel

i, então, pela secção anterior,

Mi ∼ Bi(N, pi) (7.10)

A probabilidade do multigrafo de n vértices ter m1 arcos no primeiro ńıvel, m2 arcos

no segundo ńıvel, etc. mt arcos no ńıvel t, é dada por:

Prob(M1 = m1,M2 = m2, . . . ,Mt = mt) =
t
∏

i=1





N

mi



 pmi
i (1− pi)

N−mi (7.11)

que é o produto das probabilidades associadas às variáveis aleatórias binomiais inde-

pendentes de parâmetros N e pi cada uma.

Dada a relação entre as distribuições Binomial e Normal (Teorema de De Moivre-

Laplace) e para N grande verifica-se

Mi ≈ N
(

Npi,
√

Npi(1− pi)
)

(7.12)

No modelo G̃[n;p1,...,pt] , tN é o número máximo de arcos num grafo aleatório; o número

médio de arcos existente num instância do modelo é dado pelo número médio de arcos

existente no ńıvel 1 mais o número médio de arcos existente no ńıvel 2, etc.

Associado ao modelo G̃[n;p1,...,pt] considere-se M a v.a. representativa do número de

arcos no grafo aleatório gerado pelo modelo, então
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E(M) =

[

t
∑

i=1

pi

]

×N (7.13)

representa o número médio de arcos numa instância do modelo G̃[n;p1,...,pt] .

7.3.4 Modelo G̃[n1,...,nk;p1,...,pt]

Seja Mi a variável aleatória representativa do número de arcos, no ńıvel i, de uma

instância do modelo G̃[n1,...,nk;p1,...,pt] , então

Mi ∼ Bi(Emax, pi) (7.14)

sendo pi a probabilidade de existir um arco no ńıvel i e Emax =
1

2

(

n2 −
k
∑

ℓ=1

n2
ℓ

)

.

A probabilidade do multigrafo de n vértices ter m1 arcos no primeiro ńıvel, m2 arcos

no segundo ńıvel, etc. mt arcos no ńıvel t, é dada por:

Prob(M1 = m1,M2 = m2, . . . ,Mt = mt) =
t
∏

i=1





Emax

mi



 pmi
i (1− pi)

Emax−mi (7.15)

sendo o produto das probabilidades associadas às variáveis aleatórias binomiais inde-

pendentes de parâmetros Emax e pi no ńıvel i.

Dada a relação entre as distribuições Binomial e Normal e para Emax grande verifica-se

Mi ≈ N
(

Emaxpi,
√

Emaxpi(1− pi)
)

(7.16)

No modelo G̃[n1,...,nk;p1,...,pt] , t
k
∑

ℓ=1

nℓ(n− nℓ) é o número máximo de arcos num grafo

aleatório; o número médio de arcos existente num instância do modelo é dado pelo

número médio de arcos existente no ńıvel 1 mais o número médio de arcos existente
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no ńıvel 2, etc.

Consideremos o modelo G̃[n1,...,nk;p1,...,pt] e seja A(C1, C2, . . . , Ck) o número de arcos no

grafo k-partite aleatório gerado pelo modelo, então

E{A(C1, C2, . . . , Ck)} =

[

t
∑

i=1

pi

]

×
[

k
∑

ℓ=1

nℓ(n− nℓ)

]

(7.17)

é o número médio de arcos numa instância do modelo G̃[n1,...,nk;p1,...,pt] .

7.4 Distribuição do Índice de Classificabilidade

Pretende-se nesta secção estudar a distribuição do ı́ndice de classificabilidade IC sem

normalização e aplicado ao grafo representativo dos dados sem que tenha sido alvo de

qualquer processo de ajuste.

7.4.1 Modelo G̃[n1,...,nk;p]

Seja X a variável aleatória representativa do número de arcos em falta numa instância

do modelo G̃[n1,...,nk;p] para que seja k-partite completo, assim:

X =
1

2

(

n2 −
k
∑

i=1

n2
i − 2M

)

(7.18)

onde M é a v.a. representativa do número de arcos. Como já foi referido na Secção

7.3.2, M ∼ Bi(Emax, p) onde Emax =
1

2

(

n2 −
k
∑

i=1

n2
i

)

e p é a probabilidade de existir

um arco entre dois vértices pertencentes a conjuntos independentes diferentes.

A partir da distribuição que segue a v.a. M, podemos encontrar a distribuição que

segue a v.a. X,

M ∼ Bi(Emax, p)

e =⇒ X ∼ Bi(Emax, 1− p)

X = Emax −M

(7.19)
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Assim, o valor de IC segue uma distribuição Binomial de parâmetros Emax e q = 1−p

no modelo G̃[n1,...,nk;p] .

7.4.2 Modelo G̃[n1,...,nk;p1,...,pt]

Seja Xi a variável aleatória representativa do número de arcos em falta no ńıvel i, de

uma instância do modelo G̃[n1,...,nk;p1,...,pt] , para que seja k-partite completo, assim

Xi ∼ Bi(Emax, 1− pi) (7.20)

sendo pi a probabilidade de existir um arco no ńıvel i.

Considere-se Xi = Emax −Mi, assim a probabilidade do multigrafo de n vértices ter

x1 arcos em falta no primeiro ńıvel, x2 arcos em falta no segundo ńıvel, etc. xt arcos

em falta no ńıvel t, é dada por:

Prob(X1 = x1, X2 = x2, . . . , Xt = xt) =
t
∏

i=1





Emax

xi



 (1− pi)
xipEmax−xi

i (7.21)

sendo o produto das probabilidades associadas às variáveis aleatórias binomiais inde-

pendentes de parâmetros Emax e 1− pi no ńıvel i.

Dada a relação entre as distribuições Binomial e Normal e para Emax grande verifica-se

Xi ≈ N
(

Emax(1− pi),
√

Emaxpi(1− pi)
)

(7.22)

No modelo G̃[n1,...,nk;p1,...,pt] , t
k
∑

ℓ=1

nℓ(n− nℓ) é o número máximo de arcos num grafo

aleatório; o número médio de arcos é dado pelo número médio de arcos existente no

ńıvel 1 mais o número médio de arcos existente no ńıvel 2, etc.

Considerando o modelo G̃[n1,...,nk;p1,...,pt] seja A(C1, C2, . . . , Ck) o número de arcos no

grafo k-partite aleatório gerado pelo modelo, então
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E{A(C1, C2, . . . , Ck)} =

[

t−
t
∑

i=1

pi

]

×
[

k
∑

ℓ=1

nℓ(n− nℓ)

]

(7.23)

representa o número médio de arcos em falta para que uma instância do modelo

G̃[n1,...,nk;p1,...,pt] seja k-partite.

7.4.3 Modelo Uniforme

Nesta secção pretende-se encontrar a distribuição teórica do ı́ndice de classificabilidade

não normalizado e para partições não ajustadas, no modelo uniforme.

7.4.3.1 Hipótese Nula

Pretende-se testar a hipótese nula de uniformidade a partir do valor observado do

ı́ndice. Seja então

H0 : ”Ausência de classes”

a hipótese nula de uniformidade ou de ausência de classes. Através dos testes de

hipóteses pretendemos testar se temos forte evidência, para rejeitar ou não rejeitar a

hipótese H0 de uniformidade.

7.4.3.2 Distribuição do Índice

No modelo Uniforme consideram-se os indiv́ıduos simulados como pontos uniforme-

mente distribúıdos por uma região A num espaço de dimensão t.

Recorde-se que na aplicação do método se verifica ℓmin ≤ α ≤ ℓmax, sendo α =

ℓmin + i × h para i = 1, . . . , H e h =
ℓmax − ℓmin

H
. Para cada um destes valores

do parâmetro de controlo α, o método é aplicado ao conjunto de dados, obtendo-

se uma partição em k classes de ni, i = 1, . . . , k elementos. Como já ficou bem

patente nos caṕıtulos anteriores, para cada valor de α é também obtido um valor do

ı́ndice de classificabilidade. Este método selecciona a partição representativa dos dados

aquela para a qual o valor do ı́ndice corresponde a uma diminuição relativamente a

valores anteriores. No entanto, se o conjunto de dados não tiver uma estrutura em

classes, o gráfico representativo dos valores de IC não permite identificar uma partição.
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Pretende-se assim encontrar a distribuição do ı́ndice de classificabilidade sob a hipótese

H0, para cada α.

Seja D a v.a. representativa das dissemelhanças entre elementos do conjunto de dados.

Admite-se que esta variável segue uma distribuição Normal [192] de parâmetros µ e σ.

Como no modelo Gn,p , existe um arco com probabilidade p entre dois vértices, e no

grafo representativo do conjunto de dados existe um arco {u, v} se d(u, v) ≥ α, seja

pα = Prob(D ≥ α) (7.24)

a probabilidade de existir um arco no grafo associado ao valor de α. Então

IC ∼ Bi(Emax, 1− pα) (7.25)

onde

Emax =
1

2

(

n2 −
k
∑

i=1

n2
i

)

(7.26)

sendo os cardinais ni obtidos pela aplicação do método ao conjunto de dados a analisar.

Dada a relação entre as distribuições Binomial e Normal e para Emax grande verifica-se

IC ≈ N
(

Emax(1− pα),
√

Emaxpα(1− pα)
)

(7.27)

Consideremos um conjunto de dados com n = 1000 elementos distribúıdos uniforme-

mente na janela unitária. Determine-se a distribuição Normal emṕırica com os parâmetros

µ̂ e σ̂ estimados pelo método de máxima verosimilhança, ou seja,

µ̂ =
2

n(n− 1)

n−1
∑

i=1

n
∑

j=i+1

dij (7.28)

e

σ̂2 =
2

n(n− 1)

n−1
∑

i=1

n
∑

j=i+1

(dij − µ̂)2 (7.29)
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sendo dij a distância euclideana entre os elementos xi e xj. Para o conjunto de dados

considerado obteve-se: µ̂ = 0.7 e σ̂ = 0.2. Verifica-se então:

D̃ =
D − µ̂

σ̂
≈ N(0, 1) (7.30)

e então

pα = Prob(D ≥ α)

= 1− Prob(D < α)

= 1− Prob

(

D − µ̂

σ̂
<

α− µ̂

σ̂

)

≈ 1− Φ

(

α− µ̂

σ̂

)

(7.31)

7.4.3.3 Testes de Hipóteses

Nesta secção vai-se usar a distribuição do ı́ndice de classificabilidade não normalizado

e não ajustado, para testar os valores dos ı́ndices obtidos para alguns conjuntos de

dados analisados em caṕıtulos anteriores, sob a hipótese nula H0 de ausência de classes.

A tabela 7.1 indica os conjuntos de dados a testar. A tabela 7.2 representa os resultados

obtidos. Para cada conjunto de dados, o valor de α escolhido é aquele que originaria

a partição identificada pelo valor de ˜IC, após a aplicação do ajuste de densidade.

O valor ICObs indica o valor do ı́ndice obtido da aplicação do método não ajustado,

sendo IC ′
Obs =

ICObs − Emax(1− pα)
√

Emax(1− pα)pα

, de acordo com a Equação (7.27) e onde pα é

dado pela Equação (7.31) e Emax é dado pela Equação (7.26).

Os valores obtidos permitem rejeitar a hipótese H0 de uniformidade, ao ńıvel de

significância de 5%, considerando que para todos os conjuntos existe uma estrutura

em classes.
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Tabela 7.1: Conjuntos de dados testados.

Designação k Figura Secção

FormaAlongada 4 4.3 4.5.1

PontosIsolados 6 4.5 4.5.2

FormaNaoConvexa 2 4.7 4.5.3

CincoClasses 1 5 4.11 4.6

QuatroClasses 1 4 4.12 4.7

RedeGrega 3 4.15 4.7

QuatroClasses 2 4 5.1 5.3.2

CincoClasses 2 5 5.2 5.3.2

CincoClassesNum 5 5.8 5.7

Tabela 7.2: Valores da Prova para os conjuntos de dados testados.

Designação α pα ICObs Emax IC ′
Obs Prob(IC ′ ≤ IC ′

Obs)

FormaAlongada 0.803 0.302 116381 1777529 −1836.8 ≈ 0

PontosIsolados 0.487 0.858 4108 416559 −244.3 ≈ 0

FormaNaoConvexa 0.816 0.281 11826 112745 −458.7 ≈ 0

CincoClasses 1 0.688 0.524 23085 437117 −560.2 ≈ 0

QuatroClasses 1 0.830 0.258 9490 59925 −326.5 ≈ 0

RedeGrega 0.487 0.855 408162 7309514 −684.5 ≈ 0

QuatroClasses 2 0.905 0.154 13144 71542 −490.8 ≈ 0

CincoClasses 2 0.682 0.534 17963 430677 −558.2 ≈ 0

CincoClassesNum 0.551 0.773 75 97413 −168.6 ≈ 0
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7.5 Distribuição do Índice de Isolamento Absoluto

Nesta secção pretende-se apresentar a distribuição teórica do ı́ndice de isolamento

absoluto, não normalizado e aplicado a uma partição não ajustada. Também o valor

deste ı́ndice está associado a um determinado valor do parâmetro α.

7.5.1 Modelo G̃[n1,...,nk;p]

O grau de um vértice v ∈ V representado por dG(v), segue uma distribuição Binomial

de parâmetros n−1 e p sob o modelo Gn,p. Assim, seguindo o modelo G̃[n1,...,nk;p] e fixo

v ∈ V , seja Xv a v.a. que representa o grau de v, isto é Xv é v. a. tal que Xv = dG(v)

para todos os vértices v pertencentes à classe Ci de ni elementos. Então,

Xv ∼ Bi(n− ni, p), v ∈ Ci (7.32)

ou seja, os graus dos vértices pertencentes à classe Ci seguem uma distribuição Bino-

mial de parâmetros n− ni e p.

Seja

Y =
∑

v∈Ci

Xv (7.33)

a v.a. representativa da soma dos graus dos vértices de Ci em G̃[n1,...,nk;p].

Admitindo que as v.a. Xv são independentes, vem

Y =
∑

v∈Ci

Xv ∼ Bi





∑

v∈Ci

(n− ni), p



 (7.34)

ou seja

Y =
∑

v∈Ci

Xv ∼ Bi (ni(n− ni), p) (7.35)
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Assim, a soma das variáveis aleatórias Xv segue uma distribuição Binomial de parâmetros

ni(n− ni) e p.

Recorde-se a expressão de ∆a
i:

∆a
i = ni(n− ni)−

∑

v∈Ci

dG(v) (7.36)

se |Ci| = ni.

Considerando X a v.a. representativa do valor de ∆a
i e Y como definida em (7.33),

vem

X = ni(n− ni)− Y (7.37)

Como Y ∼ Bi (ni(n− ni), p) resulta de imediato que

X ∼ Bi (ni(n− ni), 1− p) (7.38)

Dada a relação entre as distribuições Binomial e Normal e se ni(n − ni) for grande

verifica-se

X ≈ N
(

ni(n− ni)(1− p);
√

ni(n− ni)(1− p)p
)

(7.39)

7.5.2 Modelo Uniforme

No caso do modelo uniforme, verificam-se as mesmas distribuições com p = pα =

Prob(D ≥ α) onde D é uma v. a. representativa das dissemelhanças entre os elementos

do conjunto de dados, que se admite seguir uma distribuição Normal.

7.5.2.1 Testes de Hipóteses

Nesta secção vai-se usar a distribuição do ı́ndice de isolamento absoluto não normal-

izado aplicado a uma partição não ajustada, para testar os valores dos ı́ndices obtidos
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Tabela 7.3: Valores da Prova para o conjunto representado na figura 5.1.

Classe α pα IIAObs ni(n− ni) IIA′
Obs Prob(IIA′ ≤ IIA′

Obs)

C 1 1.354 0.0005 14654 38479 −5428.7 ≈ 0

C 2 1.354 0.0005 775 13756 −4948.2 ≈ 0

C 3 1.354 0.0005 604 8671 −3854.6 ≈ 0

C 4 1.354 0.0005 32 6144 −3486.2 ≈ 0

C 5 1.354 0.0005 5639 15664 −3580.3 ≈ 0

C 6 1.354 0.0005 1109 10071 −3992.6 ≈ 0

C 7 1.354 0.0005 9046 23100 −4132.9 ≈ 0

C 8 1.354 0.0005 913 5031 −3595.55 ≈ 0

C 9 1.354 0.0005 336 796 −728.7 ≈ 0

C 10 1.354 0.0005 83 1584 −1686.2 ≈ 0

C 11 1.354 0.0005 67 796 −1155.2 ≈ 0

para os conjuntos de dados representados nas figuras 5.1 e 5.2 (Secção 5.3.2), sob a

hipótese nula H0 de ausência de classes.

Para cada conjunto de dados, o valor de α escolhido é aquele que identificou a partição

representada nas respectivas figuras, após o ajuste, justificando-se assim a obtenção

de um maior número de classes nas partições aqui utilizadas. Os resultados estão

indicados nas tabelas 7.3 e 7.4. O valor IIAObs indica o valor do ı́ndice obtido da

aplicação do método não ajustado, sendo IIA′
Obs =

IIAObs − ni(n− ni)(1− pα)
√

ni(n− ni)pα(1− pα)
, de

acordo com a Equação (7.39) e onde pα é dado pela Equação (7.31), ni é o número de

elementos da classe Ci.

Os valores obtidos permitem rejeitar a hipótese H0 de uniformidade, ao ńıvel de

significância de 5%, considerando os valores encontrados significativos.

7.6 Distribuição do Índice de Isolamento Relativo

Nesta secção pretende-se determinar a distribuição teórica do ı́ndice de isolamento

relativo não normalizado e aplicado a uma partição não ajustada.
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Tabela 7.4: Valores da Prova para o conjunto representado na figura 5.2.

Classe α pα IIAObs ni(n− ni) IIA′
Obs Prob(IIA′ ≤ IIA′

Obs)

C 1 0.682 0.5359 5072 69375 −206.5 ≈ 0

C 2 0.682 0.5359 3445 141100 −331.2 ≈ 0

C 3 0.682 0.5359 1593 163564 −368.5 ≈ 0

C 4 0.682 0.5359 5500 79431 −223.2 ≈ 0

C 5 0.682 0.5359 1484 165319 −371.1 ≈ 0

C 6 0.682 0.5359 2379 39319 −160.5 ≈ 0

C 7 0.682 0.5359 3855 51975 −178.3 ≈ 0

C 8 0.682 0.5359 889 8919 −69.0 ≈ 0

C 9 0.682 0.5359 3027 61644 −206.6 ≈ 0

C 10 0.682 0.5359 891 5964 −48.74 ≈ 0

C 11 0.682 0.5359 2464 24375 −113.65 ≈ 0

C 12 0.682 0.5359 460 5964 −59.9 ≈ 0

C 13 0.682 0.5359 196 2991 −43.71 ≈ 0

C 14 0.682 0.5359 2061 21516 −108.3 ≈ 0

C 15 0.682 0.5359 166 1996 −34.13 ≈ 0

C 16 0.682 0.5359 1438 8919 −56.3 ≈ 0

C 17 0.682 0.5359 151 1996 −34.77 ≈ 0

C 18 0.682 0.5359 148 1996 −34.9 ≈ 0

C 19 0.682 0.5359 304 1996 −27.9 ≈ 0

C 20 0.682 0.5359 263 1996 −39.7 ≈ 0

C 21 0.682 0.5359 140 999 −20.5 ≈ 0
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7.6.1 Modelo G̃[n1,...,nk;p]

Fixo v ∈ Ci, seja Xvj = d
Cj

G (v) a v.a. representativa do grau de v restrito à classe Cj.

Isto é, Xvj representa o número de arcos que unem o vértice v aos elementos de Cj

(número de elementos de Cj que estão ligados ao vértice v).

Verifica-se:

Xvj ∼ Bi(nj, p) (7.40)

Como se considera que os graus dos vértices dos elementos de Ci, restritos à classe Cj,

são independentes entre si podemos escrever:

Y =
∑

v∈Ci

Xvj ∼ Bi(ninj, p) (7.41)

Recorde-se a definição do ı́ndice de isolamento relativo,

∆r
i(Cj) = ni nj −

∑

v∈Ci

d
Cj

G (v) (7.42)

Considerando X a v.a. representativa do valor de ∆r
i(Cj) e Y como definida em (7.41),

vem

X = ninj − Y (7.43)

Como,

Y ∼ Bi(ninj, p) (7.44)

resulta de imediato,

X ∼ Bi(ninj, 1− p) (7.45)
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Dada a relação entre as distribuições Binomial e Normal e se ninj for grande verifica-se

X ≈ N
(

ninj(1− p),
√

ninjp(1− p)
)

(7.46)

7.6.2 Modelo Uniforme

No caso do modelo uniforme, verificam-se as mesmas distribuições com pα = Prob(D ≥
α) onde D é uma v. a. representativa das dissemelhanças entre os elementos do

conjunto de dados, que se admite seguir uma distribuição Normal.

7.7 Dependência dos Arcos / Grafos de Markov

O modelo de grafos aleatórios usado na definição das distribuições teóricas pressupõe

independência entre arcos, o que nem sempre se verifica. Alguns autores têm-se

debruçado sobre este assunto e têm surgido na literatura alguns modelos em alternativa

aos clássicos que tomam em consideração a posśıvel dependência entre os arcos de um

grafo aleatório. Por exemplo, no contexto dos modelos para redes sociais, em [174]

e em [175] é apresentado um novo modelo, baseado em grafos aleatórios com uma

qualquer distribuição dos graus dos vértices. O modelo verifica a propriedade: ”a

probabilidade de u e v estarem ligados por um arco é maior se eles tiverem um vizinho

em comum”, apresentando um ı́ndice que indica a probabilidade de dois vizinhos u e

v de um dado vértice w, serem também vizinhos um do outro.

Grafos de Markov [71]

Os modelos estat́ısticos log-lineares podem ser usados para caracterizar grafos aleatórios

com uma estrutura dependente geral, e com uma dependência de Markov, na qual só

arcos incidentes podem ser condicionalmente dependentes.

Considere-se a sequência Z = {Z1, . . . , Zm} de m v.a. discretas e M = {1, . . . ,m} o

conjunto dos ı́ndices. Um grafo de dependências D sobre M define as dependências

condicionais presentes entre os pares de v.a. em Z. O grafo D consiste no conjunto

dos pares {i, j} ∈ M × M tais que Zi e Zj são condicionalmente dependentes das

restantes variáveis do conjunto Z. Por exemplo, uma sequência Z = {Z1, . . . , Zm} de
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v.a. independentes tem um grafo de dependências D = ∅.

Os grafos de dependências D sobre o conjunto dos ı́ndices M, pode ser usado para

descrever estruturas dependentes de um qualquer conjunto de variáveis indexadas pelos

elementos do conjunto M. Em particular, se se escolherem as v.a. como indicadores

da presença ou ausência de arcos de um grafo aleatório G num conjunto de vértices

N, então o conjunto dos ı́ndices destas variáveis aleatórias é o conjunto M de
(

n

2

)

posśıveis arcos de G. De facto, se G for um grafo aleatório em N = {1, . . . , n}, os

indicadores da presença ou ausência de arcos são dados pelos elementos da matriz

adjacente de G. Sejam Y = Yuv para {u, v} ∈ G, essas
(

n

2

)

variáveis binárias.

Neste caso, o grafo de dependências D de G é um grafo não aleatório que especifica a

estrutura de dependência entre as
(

n

2

)

variáveis aleatórias Yuv. Os vértices de D são

os posśıveis arcos de G, ou seja, os pares {u, v} ∈M , e os arcos de D são os pares de

arcos de G que são condicionalmente dependentes. Isto significa que D tem um arco

entre {s, t} e {u, v} em M se e só se Yst e Yuv são condicionalmente dependentes das

restantes variáveis Y.

Os autores em [71] apresentam a probabilidade de existir um grafo aleatório com

um determinado grafo de dependências, que consiste num modelo log-linear com o

número de parâmetros igual ao número de cliques posśıvel no grafo de dependências. O

número de parâmetros a calcular para encontrar a probabilidade referida, impossibilita

a aplicação do método a grafos com um número de vértices acima de algumas dezenas,

uma vez que para cada clique de tamanho r existem 2r − 1 subconjuntos não vazios

que também são cliques. No caso dos grafos que obedeçam à propriedade de Markov,

a qual define que D contém um arco entre os subconjuntos {s, t} e {u, v} em M, se

eles forem disjuntos, significando que arcos não incidentes em G são condicionalmente

independentes, os cliques são os triângulos e as estrelas.

7.8 Conclusão

Foi obtida neste caṕıtulo a distribuição para o ı́ndice de classificabilidade não normal-

izado e não ajustado, sob a hipótese de que o conjunto das dissemelhanças entre os

elementos do conjunto a classificar constitui uma amostra aleatória.

A determinação da distribuição do ı́ndice de avaliação de partições (IAP), requereria
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pressupostos de independência entre o número de vizinhos comuns de pares de vértices,

hipótese que nos parece demasiado forte.



Caṕıtulo 8

Aplicações e Comparação com

outros Métodos

Neste caṕıtulo pretende-se avaliar o desempenho do Método de Partição baseado na

Coloração de Grafos (MPCG) e do Índice de Classificabilidade Normalizado ( ˜IC),

quando aplicados a conjuntos de dados reais e artificiais, comparando os resultados

com os obtidos por outros métodos de classificação. Após uma breve descrição dos

conjuntos de dados e dos métodos de classificação, são apresentados os resultados

obtidos.

8.1 Conjuntos de Dados

Os conjuntos de dados reais e artificiais apresentados foram seleccionados com o

objectivo de avaliar o desempenho dos métodos de classificação, perante conjuntos de

dados com um elevado número de elementos, atributos (ou variáveis) mistos, pontos

isolados e classes de formas arbitrárias.

Sempre que dispońıvel é também apresentado o número de classes que a partição de

referência indica existir no conjunto, assim como o resultado da aplicação do ı́ndice

de validação τa (Secção 5.2) [98] a cada uma das partições de referência. O ı́ndice de

avaliação de partições (IAP) não é calculado, uma vez que só é aplicável a partições

obtidas pelo método MPCG.

231
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Tabela 8.1: Conjuntos de dados reais. Dados de referência.

Conjunto

Dados
n

Número de

Atributos

Numéricos

Número de

Atributos

Categóricos

k τa

Cidades Gregas 5922 2 0 - -

Iris 150 4 0 3 0.862

UNESCO 45 2 0 - -

Zoo 101 1 15 7 0.912

8.1.1 Conjuntos de Dados Reais

São apresentados quatro conjuntos de dados reais. A tabela 8.1 indica o número de

elementos, o número e o tipo de atributos de cada um dos conjunto de dados, assim

como o número de classes k e o valor do ı́ndice τa, sempre que dispońıvel.

O conjunto de dados Cidades Gregas representado na figura 8.1, foi disponibilizado

pelo Prof. Yannis Theodoridis 1 e contém a localização de 5922 cidades gregas, rep-

resentadas por pontos num espaço euclideano de duas dimensões. Para este conjunto

de dados não existe partição de referência.

 

Figura 8.1: Conjunto constitúıdo pela localização de 5922 cidades gregas.

Os conjunto de dados Zoo, Iris e UNESCO foram apresentados nas Secções 6.6.1, 6.6.2

e 6.6.3 respectivamente, no contexto dos atributos diferenciados. O conjunto Zoo é

1http://thalis.cs.unipi.gr/∼ytheod.
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Tabela 8.2: Conjuntos de dados artificiais. Dados de referência.

Designação k τa

Tabela de Parâmetros

do Gerador de Dados
Secção

C400 1 4 0.918 4.1 e 4.2 4.5.1

C400 2 6 0.929 4.3 4.5.2

C400 3 2 0.481 5.16 5.8

C500 2 0.731 4.4 4.5.3

constitúıdo por 101 animais caracterizados por 16 atributos, sendo 15 binários e 1

numérico. Os atributos caracterizam os animais com o objectivo de os classificar em

um de sete tipos de animais: mamı́feros, pássaros, répteis, peixes, anf́ıbios, insectos e

invertebrados. O conjunto Iris é constitúıdo por 150 flores, 50 de cada uma das três

variedades de Iris: Setosa, Versicolor e Virginica; caracterizadas por quatro atributos

numéricos que descrevem a largura e o comprimento das pétalas e das sépalas de

cada flor. O conjunto UNESCO é constitúıdo por 45 páıses caracterizados por cinco

atributos numéricos, indicando a percentagem de jovens entre os 11 e os 15 anos

que frequentam o ensino primário e secundário (tabelas 6.19 e 6.20). Supõe-se que

este conjunto tem duas classes: páıses participantes no programa WEI 2 e páıses

pertencentes à OECD 3.

8.1.2 Conjuntos de Dados Artificiais

Quatro dos cinco conjuntos de dados artificiais considerados consistem em versões

reduzidas (menor número de elementos) de alguns conjuntos de dados apresentados

nos caṕıtulos 4 e 5. A tabela 8.2 apresenta a designação dos conjuntos, o número

de classes k e o valor do ı́ndice τa de cada uma das partições de referência. São

ainda indicadas as tabelas de parâmetros do gerador de dados usados na geração dos

conjuntos, e a secção onde os conjuntos de dados foram inicialmente apresentados.

O quinto conjunto de dados artificiais, designado por GUE resultou da aplicação de

um gerador de distâncias aleatórias ([97] e [96]). Usando os parâmetros do gerador

de dados indicados na tabela 8.2 para cada um dos conjuntos, foram gerados 100

conjuntos de dados de cada tipo e as suas partições de referência.

2World Education Indicators
3Organisation for Economic Co-operation and Development
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8.2 Métodos de Classificação

Nesta secção apresentam-se brevemente os métodos a serem comparados com os métodos

MPCG. Quanto aos métodos MPCG, serão apresentados os resultados obtidos pelo

método com ajuste de densidade (Secção 4.2.3) e com ajuste hierárquico (Secção 5.8).

8.2.1 Algoritmo METIS

No contexto dos algoritmos graph partitioning foi seleccionado o método METIS ([129],

[130] e [128]) que tem como objectivo agrupar os vértices de um grafo em subconjuntos

aproximadamente de igual tamanho, minimizando o número de arcos entre vértices de

subconjuntos diferentes. Este método aceita como entrada um grafo de n vértices e

m arcos, tendo como sáıda um mapeamento entre os vértices do grafo e as classes ou

grupos de vértices.

Como, no nosso caso, o conjunto de arcos do grafo associado a cada conjunto de

dados depende do valor do parâmetro de controlo α, e como o algoritmo METIS

aceita como entrada o conjunto dos arcos, indirectamente este método necessita que

se especifique o valor do parâmetro de controlo, para assim especificar o conjunto

de arcos. Assim, para que os resultados deste algoritmo sejam comparáveis com os

obtidos pelos métodos MPCG, o conjunto de arcos do grafo de entrada para o algoritmo

METIS, corresponde ao grafo definido para o valor de α correspondente à partição

identificada pelo método MPCG com ajuste de densidade (que foi única em todos os

casos considerados). No entanto, no grafo de entrada do método METIS, existe um

arco entre u e v se dist(u, v) < α, uma vez que este método tenta minimizar o número

de arcos entre subconjuntos diferentes; ao contrário do método MPCG, que tenta

maximizar esse número, uma vez que no grafo representativo dos dados se verifica a

existência de um arco se dist(u, v) ≥ α.

8.2.2 Métodos Não-Hierárquicos da Famı́lia VL

Os métodos da famı́lia VL (Secção 2.1.3) de classificação não hierárquica usados

baseiam-se na utilização da função de distribuição de uma estat́ıstica das semelhanças

VL, como critério de agregação de um elemento a uma determinada classe. Os métodos

usados são os seguintes: NHMEAN que se baseia na estat́ıstica da média, NHVMED

que se baseia na estat́ıstica mediana, NHVMG que usa a média geométrica e NHVC
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que se baseia no centro amostral ([36], [181], [210] e [37]).

8.2.3 k-Prototype

O algoritmo k-prototype [111] é uma extensão do algoritmo das k-médias suportando

atributos mistos (numéricos e/ou categóricos). Neste algoritmo a dissemelhança entre

dois elementos foi definida na Secção 3.9 pela Equação 3.20, e é dada pelo quadrado

da distância euclideana entre os atributos numéricos, e o número de categorias não

coincidentes para cada um dos atributos categóricos.

8.3 Resultados

Nesta secção serão apresentados os resultados da aplicação dos métodos seleccionados

aos conjuntos de dados reais e artificiais.

8.3.1 Conjuntos de Dados Reais

Uma vez que os conjuntos de dados reais Iris, UNESCO e Zoo já foram analisados no

caṕıtulo 6, só serão apresentados os resultados obtidos.

8.3.1.1 Conjunto de Dados Cidades Gregas

Para este conjunto de dados só foram aplicados os métodos MPCG e o algoritmo k-

prototype uma vez que os outros métodos não suportam conjuntos de dados com tão

elevado número de elementos.

Para este exemplo foi considerado um único bloco com os dois atributos e como função

global a distância euclideana.

A figura 8.2 representa o gráfico obtido pelo método MPCG com ajuste de densidade

para este conjunto de dados. A parte superior mostra o resultado da aplicação do

método para ℓmin = dmin, ℓmax = dmax e H = 50, sendo dmin e dmax e distância

euclideana mı́nima e máxima, respectivamente, entre todos os pares de elementos do

conjunto. Como se pode constatar da figura, os valores correspondentes à partição
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Figura 8.2: Gráfico ˜IC/k obtido pelo ajuste de densidade para o conjunto de dados

cidades gregas.

escolhida pelo método são α = 79153.82, ˜IC = 0.000726 e k = 7. Como o valor do

ı́ndice de classificabilidade não é zero, nem corresponde a uma descida acentuada em

relação ao valor anterior do ı́ndice, o método foi novamente aplicado com os valores

ℓmin = 39793.32 (correspondendo a k = 32), ℓmax = 118514.3 (correspondendo a

k = 4) e H = 50. Para este caso foi obtida a partição representada na figura 8.3 e

com os valores associados de α = 66558, 47, ˜IC = 0.000388 e k = 10.

No caso da aplicação do método MPCG com ajuste hierárquico considerou-se k = 15,

valor este estabelecido após uma análise da partição em 10 classes resultante da

aplicação do método com ajuste de densidade, na qual algumas classes que deveriam

ser consideradas separadas foram reunidas.
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Figura 8.3: Partição em dez classes do conjunto cidades gregas, identificada pelo

método com ajuste de densidade.

Tabela 8.3: Resultados para o Conjunto Cidades Gregas.

Método k α ˜IC Figura

MPCG/Ajuste de Densidade 10 66558.5 0.000388 (8.3)

MPCG/Ajuste Hierárquico (k=15) 15 39793.3 0.000007 (8.5)

k-Prototype (k = 15) 15 - - (8.6)

Assim, para o ajuste hierárquico obteve-se o gráfico representado na figura 8.4 com

os valores associados de α = 39793.32, ˜IC = 0.000007 e k = 15. Note-se que o

valor do ı́ndice de classificabilidade neste caso é menor que para o caso anterior,

correspondendo assim a uma partição ”melhor”, o que pode ser constatado na figura

8.5. O elevado número de elementos impossibilitou a aplicação do ajuste hierárquico

com k desconhecido.

Quanto à aplicação do método k-prototype, pelas razões já apontadas também foi

considerado k = 15, e resultou a distribuição em classes representada na figura 8.6.

Esta partição é bastante diferente das obtidas pelos métodos anteriores, resultante do

facto de este método, sendo baseado no método das k-médias, tender a favorecer a

formação de classes esféricas.

A tabela 8.3 apresenta um resumo dos resultados obtidos.



238 Caṕıtulo 8

0 0,
00

24
65

0,
00

66
62

0,
01

99
3

0,
04

79
9

0,
06

92
39

0,
10

15
31

0,
00

00
07

59
22 15 15 15 15 15 15 15

Número de Classes (k)

V
al

or
es

 d
o 

ín
di

ce
 d

e 
cl

as
si

fic
ab

ili
da

de
 

no
rm

al
iz

ad
o

Figura 8.4: Gráfico ˜IC/k obtido pelo ajuste hierárquico (k = 15) para o conjunto de

dados cidades gregas.

8.3.1.2 Conjunto de Dados Iris

Os diferentes métodos MPCG foram aplicados ao conjunto de dados Iris na Secção

6.6.2, estando os resultados representados na tabela 8.4.

O grafo associado ao valor de α identificado pelo método MPCG com atributos não

diferenciados e ajuste de densidade, foi dado como entrada para o método METIS do

qual se obtive o resultado representado na tabela 8.4. Como se pode ver na tabela,

para a partição obtida por este método, o ı́ndice de Rand Corrigido de Hubert e Arabie

(IRC) [113] mostrou-se inferior ao obtido pelo método das partições ϕ-projectadas

(ϕ = 4) e partição consenso medoid. No entanto, esse valor é superior aos obtidos

para todos os métodos restantes.

Para os métodos VL obtiveram-se valores do ı́ndice IRC inferiores ao do método

METIS e inferiores aos dos métodos MPCG de partições ϕ-projectadas (ϕ = 4) e

partição consenso medoid, apresentando valores superiores aos correspondentes a todos

os outros métodos. Quanto aos valores do ı́ndice τa, estes métodos apresentaram

valores semelhantes aos obtidos pelo método METIS, mas inferiores aos obtidos para

os métodos MPCG, excepto para o caso da partição consenso medoid.

No caso do algoritmo k-prototype para k = 3 obteve-se uma partição em três classes,

no entanto, com valores, quer do ı́ndice de validação τa, quer do ı́ndice IRC, inferiores
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Figura 8.5: Partição em quinze classes do conjunto cidades gregas, obtida por ajuste

hierárquico com k = 15.

aos registados para todos os outros casos testados, não sendo nenhuma das classes

identificada correctamente.

O melhor resultado foi obtido com o método MPCG para partições ϕ-projectadas

(ϕ = 4 e tb = 4), verificando-se IRC = 0.859.

8.3.1.3 Conjunto de Dados UNESCO

Os diferentes métodos MPCG foram aplicados ao conjunto de dados UNESCO na

Secção 6.6.3, estando os resultados obtidos representados na tabela 8.5. Como não

existe partição de referência não foram apresentados os valores do ı́ndice IRC. Para

os métodos que têm como parâmetro de entrada o número de classes, considerou-se

k = 2, uma vez que os dados apresentam dois conjuntos de páıses: páıses da OECD

e páıses participantes no programa WEI. O método para partições ϕ-projectadas não

foi aplicado porque o conjunto de dados tem cinco atributos, tornando-se computa-

cionalmente muito pesado obter um resultado.

Para o caso do método MPCG com ajuste hierárquico, obteve-se um valor do ı́ndice

τa mais elevado, no entanto, a partição identificada é constitúıda por duas classes em

que uma delas tem o páıs Zimbabwe, estando todos os restantes páıses noutra classe.
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Figura 8.6: Partição em quinze classes do conjunto cidades gregas, obtida pelo método

k-prototype.

Para o método METIS, obteve-se o pior valor do ı́ndice τa. O resultado justifica-

se pela facto de este método tentar encontrar classes com um número de elementos

aproximadamente igual, o que não é o caso do conjunto UNESCO, tendo uma classe

15 elementos e a outra 30 elementos. No entanto, nas duas partições obtidas, o método

reuniu todos os páıses participantes no programa WEI.

No caso dos métodos VL, foi obtida a mesma partição para os quatro métodos,

correspondente ao valor do ı́ndice τa superior aos obtidos pelo método METIS mas

inferior relativamente aos outros métodos. Esta partição é constitúıda por duas classes

contendo uma delas todas os páıses OECD, excepto o México e a Turquia; nesta classe

foram ainda inclúıdos os seguintes páıses participantes no programa WEI: Argentina,

Peru e Uruguai. Todos os restantes páıses pertencem à outra classe.

No caso do método k-prototype foi identificada uma partição que apresenta um valor

de τa superior aos encontrados com o método METIS e com os métodos VL, no

entanto, tendo em conta as tabelas 6.19 e 6.20, esta não parece uma partição de melhor

qualidade. O método agrupou numa classe os páıses: Egipto, Indonésia, Jordânia,

Paraguai, Filipinas, Tuńısia, Zimbabwe, México e Turquia, ficando os restantes re-

unidos numa segunda classe.
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Tabela 8.4: Resultados para o Conjunto Iris.

Método k τa IRC

MPCG / Ajuste de Densidade 2 0.929 0.568

MPCG / Ajuste Hierárquico (k = 3) 3 0.930 0.564

MPCG / Ajuste Hierárquico (k desconhecido) 2 0.929 0.568

MPCG / Partição ϕ-projectada / ϕ = 4 / tb = 4 5 0.858 0.859

MPCG / Partição ϕ-projectada / ϕ = 1 / tb = 2 2 0.929 0.568

MPCG / Partição Consenso Mediana / tb = 4 3 0.931 0.560

MPCG / Partição Consenso Mediana / tb = 2 2 0.929 0.568

MPCG / Partição Consenso Medoid / tb = 4 4 0.850 0.837

MPCG / Partição Consenso Medoid / tb = 2 2 0.929 0.568

METIS (α = 1.218, m = 3387, k = 3) 3 0.877 0.786

Métodos VL / NHVMEAN (k = 3) 3 0.856 0.635

Métodos VL / NHVMED (k = 3) 3 0.856 0.635

Métodos VL / NHVMG (k = 3) 3 0.853 0.624

Métodos VL / NHVC (k = 3) 3 0.853 0.635

k-Prototype (k = 3) 3 0.568 0.154

Tabela 8.5: Resultados para o Conjunto UNESCO.

Método k τa

MPCG / Ajuste de Densidade 7 0.939

MPCG / Ajuste Hierárquico (k = 2) 2 0.945

MPCG / Ajuste Hierárquico (k desconhecido) 2 0.945

MPCG / Partição Consenso Mediana 9 0.909

MPCG / Partição Consenso Medoid 6 0.931

METIS (α = 21.246, m = 453, k = 2) 2 0.685

Métodos VL / NHMEAN (k = 2) 2 0.783

Métodos VL / NHVMED (k = 2) 2 0.783

Métodos VL / NHVMG (k = 2) 2 0.783

Métodos VL / NHVC (k = 2) 2 0.783

k-Prototype / (k = 2) 2 0.887
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Tabela 8.6: Resultados para o Conjunto Zoo.

Método k τa IRC

MPCG / Ajuste de Densidade 19 0.992 0.729

MPCG / Ajuste Hierárquico (k = 7) 7 0.945 0.808

MPCG / Ajuste Hierárquico (k desconhecido) 15 0.989 0.761

MPCG / Partição ϕ-projectada / ϕ = 1 / tb = 2 7 0.923 0.517

MPCG / Partição Consenso Mediana / tb = 16 11 0.827 0.887

MPCG / Partição Consenso Mediana / tb = 2 21 0.988 0.715

MPCG / Partição Consenso Medoid / tb = 16 2 0.707 0.585

MPCG / Partição Consenso Medoid / tb = 2 10 0.922 0.807

METIS (α = 2.073757, m = 276, k = 7) 7 0.899 0.381

k-Prototype (k = 7) 7 0.861 0.426

8.3.1.4 Conjunto de Dados Zoo

Este conjunto de dados é descrito por 16 atributos, sendo 15 deles binários. A função

de dissemelhança usada foi a função global definida na Secção 3.9 pela Equação 3.20.

Para este conjunto de dados não foram aplicados os métodos VL não hierárquicos,

porque não aceitam atributos mistos.

A tabela 8.6 representa os resultados obtidos pela aplicação dos métodos.

No caso do método METIS, como se pode ver na tabela 8.6, para o grafo corre-

spondente ao valor de α obtido pelo método MPCG com ajuste de densidade com

atributos não diferenciados, obtive-se uma partição de qualidade inferior, quer a ńıvel

do ı́ndice de validação τa = 0.899, quer a ńıvel de semelhança com a partição de

referência IRC = 0.381. Tal como no caso do conjunto UNESCO, também para este

caso a menor semelhança da partição obtida pelo método METIS com a partição de

referência, se justifica pelo facto das classes terem disparidade de tamanhos.

A eficácia do método k-prototype foi pior que a dos métodos MPCG, mas melhor que

a do método METIS, relativamente à semelhança com a partição de referência.
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8.3.2 Conjuntos de Dados Artificiais

Para os conjuntos de dados artificiais considerados, não foram aplicados os métodos

de atributos diferenciados, uma vez que não se justifica a sua aplicação a dados

caracterizados com dois atributos numéricos. No caso do conjunto GUE, não é posśıvel

aplicar aqueles métodos uma vez que só está dispońıvel a matriz de dissemelhança.

Usando os parâmetros do gerador de dados indicados na tabela 8.2 para cada um dos

conjuntos, foram gerados 100 conjuntos de dados de cada tipo e as suas partições de

referência. O método foi aplicado a cada conjunto de dados e a partição seleccionada

foi comparada com a partição de referência, usando o ı́ndice IRC.

A tabela 8.7 apresenta a média e o desvio padrão dos valores do ı́ndice IRC entre

as partições identificadas por cada um dos métodos, e as partições de referência dos

100 conjuntos de dados artificiais do tipo C400 1, constitúıdos por três classes de

forma alongada e uma de forma esférica (figura 4.3). No caso do método METIS,

para este exemplo e para os que se seguem, considerou-se o valor de α associado à

partição identificada pelo método MPCG com ajuste de densidade. Como se pode

ver pela tabela, os melhores resultados foram obtidos para os métodos MPCG com

ajuste hierárquico, sendo os piores obtidos pelos métodos VL. Os métodos METIS e k-

prototype apresentaram resultados semelhantes. Finalmente, note-se que os resultados

obtidos para os métodos MPCG foram um pouco inferiores aos obtidos na Secção 5.8

e representados na tabela 5.13. O facto é que a versão do conjunto de dados com 400

elementos usada neste caṕıtulo (recorde-se que a versão estudada anteriormente tem

2000 elementos), em alguns conjuntos, originou agrupamentos nas classes, nomeada-

mente nas eĺıpticas, que foram identificadas como classes isoladas pelos métodos.

A tabela 8.8 apresenta a média e o desvio padrão dos valores do ı́ndice IRC entre as

partições identificadas por cada um dos métodos, e as partições de referência dos 100

conjuntos de dados artificiais do tipo C400 2, constitúıdo por 400 elementos, sendo 80%

distribúıdos por cinco classes e 20% distribúıdos uniformemente pela janela que contém

os restantes elementos (conjuntos semelhantes ao representado na figura 4.5, tendo,

no entanto, uma maior percentagem de pontos isolados). A partição de referência é

constitúıda por seis classes, agrupando-se numa delas todos os pontos isolados. Como

se pode ver pela tabela os melhores resultados foram obtidos para os métodos MPCG

com ajuste de densidade e hierárquico para k variável, sendo os piores obtidos pelos
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Tabela 8.7: Média e desvio padrão dos valores do ı́ndice IRC de comparação com a

partição de referência, para 100 conjuntos de dados do tipo C400 1.

Método Média Desvio Padrão

MPCG / Ajuste de Densidade 0.858 0.09

MPCG / Ajuste Hierárquico (k = 4) 0.986 0.054

MPCG / Ajuste Hierárquico (k desconhecido) 0.902 0.091

METIS (k = 4) 0.894 0.103

Métodos VL / NHMEAN (k = 4) 0.591 0.113

Métodos VL / NHVMG (k = 4) 0.605 0.114

Métodos VL / NHVC (k = 4) 0.580 0.124

k-Prototype (k = 4) 0.862 0.150

métodos VL. Os métodos METIS e k-prototype apresentaram resultados semelhantes,

sendo aquele o mais eficaz. Finalmente, note-se que os resultados obtidos para os

métodos MPCG foram inferiores aos obtidos na Secção 5.8 e representados na tabela

5.14. O facto é que a versão do conjunto de dados com 400 elementos usada neste

caṕıtulo (recorde-se que a versão estudada anteriormente tem 1000 elementos), tem

20% de pontos isolados enquanto a versão anterior tinha 10%. Como o conjunto

tem um menor número de elementos, e maior percentagem de pontos isolados, estes

mascaram mais as classes. No caso do ajuste hierárquico, a diminuição de eficácia foi

mais evidente uma vez que este método tem uma certa tendência para agrupar classes

não totalmente separadas. Em geral, o que se verificou é que os métodos por ajuste

hierárquico identificaram as cinco classes, no entanto, cada uma das classes incluiu um

maior número de pontos isolados. No entanto, saliente-se que apesar desta diminuição

de eficácia justificada, o método MPCG com ajuste de densidade foi o mais eficaz de

entre os métodos comparados.

A tabela 8.9 apresenta a média e o desvio padrão dos valores do ı́ndice IRC entre as

partições identificadas por cada um dos métodos, e as partições de referência dos 100

conjuntos de dados artificiais do tipo C400 3, constitúıdo por duas classes, sendo uma

esférica e outra constitúıda por um anel que circunda a classe anterior (figura 5.9).

Como se pode ver pela tabela, os melhores resultados foram obtidos para os métodos

MPCG com ajuste hierárquico, realçando a eficácia destes métodos na identificação

de classes de formas não esféricas. O funcionamento base do método k-prototype,

baseado no método das k-médias, justifica o resultado obtido para aquele método. O

método METIS mostrou ser eficiente na identificação das classes não esféricas, tendo
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Tabela 8.8: Média e desvio padrão dos valores do ı́ndice IRC de comparação com a

partição de referência, para 100 conjuntos de dados do tipo C400 2.

Método Média Desvio Padrão

MPCG / Ajuste de Densidade 0.754 0.090

MPCG / Ajuste Hierárquico (k = 5) 0.594 0.144

MPCG / Ajuste Hierárquico (k desconhecido) 0.710 0.085

METIS (k = 5) 0.688 0.012

Métodos VL / NHMEAN (k = 5) 0.452 0.046

Métodos VL / NHVMG (k = 5) 0.425 0.005

Métodos VL / NHVC (k = 5) 0.354 0.001

k-Prototype (k = 5) 0.628 0.082

Tabela 8.9: Média e desvio padrão dos valores do ı́ndice IRC de comparação com a

partição de referência, para 100 conjuntos de dados do tipo C400 3.

Método Média Desvio Padrão

MPCG / Ajuste de Densidade 0.611 0.128

MPCG / Ajuste Hierárquico (k = 2) 0.996 0.021

MPCG / Ajuste Hierárquico (k desconhecido) 0.969 0.054

METIS (k = 2) 0.846 0.029

k-Prototype (k = 2) 0.584 0.030

sensivelmente o mesmo número de elementos.

A tabela 8.10 apresenta a média e o desvio padrão dos valores do ı́ndice IRC entre as

partições identificadas por cada um dos métodos, e as partições de referência dos 100

conjuntos de dados artificiais do tipo C500, constitúıdo por duas classes de formas

não convexas (figura 4.7). Como se pode ver pela tabela, todos os métodos, excepto

o k-prototype, mostraram-se razoavelmente eficázes na identificação das classes, sendo

os mais eficázes os métodos MPCG com ajuste hierárquico e o método METIS. Mais

uma vez o método k-prototype apresentou o pior desempenho.

A tabela 8.11 apresenta a média e o desvio padrão dos valores do ı́ndice τa das partições

identificadas por cada um dos métodos, dos 100 conjuntos de dados artificiais do tipo

GUE. Este conjunto é constitúıdo por 200 elementos caracterizados por 10 atributos

numéricos, distribúıdos por cinco classes esféricas, resultado da geração de distâncias
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Tabela 8.10: Média e desvio padrão dos valores do ı́ndice IRC de comparação com a

partição de referência, para 100 conjuntos de dados do tipo C500.

Método Média Desvio Padrão

MPCG / Ajuste de Densidade 0.942 0.038

MPCG / Ajuste Hierárquico (k = 2) 1 0

MPCG / Ajuste Hierárquico (k desconhecido) 1 0

METIS (k = 2) 0.960 0.028

Métodos VL / NHMEAN (k = 2) 0.846 0.023

Métodos VL / NHVMG (k = 2) 0.844 0.024

Métodos VL / NHVC (k = 2) 0.836 0.065

k-Prototype (k = 2) 0.525 0.001

Tabela 8.11: Média e desvio padrão dos valores do ı́ndice τa das partições dos 100

conjuntos de dados do tipo GUE.

Método Média Desvio Padrão

MPCG / Ajuste de Densidade 0.967 0.006

MPCG / Ajuste Hierárquico (k = 5) 0.937 0.064

MPCG / Ajuste Hierárquico (k desconhecido) 0.937 0.064

METIS (k = 5) 0.947 0.029

euclideanas aleatórias. Como para estes conjuntos de dados não existe partição de

referência, usou-se o ı́ndice τa em vez do ı́ndice IRC. O método k-prototype não foi

usado uma vez que este não lê matrizes de dissemelhança. A eficácia dos métodos

testados foi boa.

8.4 Conclusão

Neste caṕıtulo os métodos apresentados em caṕıtulos anteriores foram aplicados a

quatro conjuntos de dados reais (Cidades Gregas, Iris, UNESCO e Zoo) e a 100

execuções de cada um dos cinco conjuntos de dados artificiais (C400 1, C400 2, C400 3,

C500 e GUE), comparando o resultado com seis métodos de classificação (METIS,

NHMEAN, NHVMED, NHVMG, NHVC e k-prototype).

No caso do conjunto de dados Cidades Gregas, os métodos MPCG só foram com-
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parados com o método k-prototype devido ao elevado número de elementos (5922).

Para este conjunto de dados, o método MPCG com ajuste hierárquico apresentou um

melhor resultado uma vez que o conjunto de dados é composto por classes de formas

arbitrárias. O método k-prototype não identificou eficazmente uma partição para o

conjunto de dados, uma vez que este é baseado no método das k-médias, não muito

eficaz na detecção de classes de forma não esférica.

No caso do conjunto de dados Iris o método que apresentou um pior desempenho

foi o k-prototype apresentando um valor IRC = 0.154 com a partição de referência,

apresentando também o valor mais baixo do ı́ndice τa. Pelos resultados obtidos verifica-

se que o ı́ndice τa identifica como melhores partições as obtidas pelos métodos MPCG

com ajuste hierárquico para k fixo e partição consenso mediana, constitúıdas por três

classes, em que uma das classes tem um número reduzido de elementos. O melhor

resultado foi obtido para o método das partições ϕ-projectadas para ϕ = 4 e tb = 4

com IRC = 0.859.

Para o conjunto de dados da UNESCO os melhores resultados relativamente ao ı́ndice

τa foram obtidos para os métodos MPCG e os piores resultados foram obtidos para o

método METIS.

Para o conjunto de dados com atributos mistos Zoo, a partição mais semelhante com a

partição de referência foi a obtida para o método MPCG com ajuste hierárquico com

k fixo, obtendo-se um valor IRC = 0.808. O pior desempenho foi apresentado pelo

método METIS apresentando um valor IRC = 0.381.

Em relação aos conjuntos de dados artificiais, mais um vez se mostrou que o método

MPCG com ajuste hierárquico é muito eficaz na detecção de classes de forma arbitrária

sendo o ajuste de densidade mais robusto quanto à presença de pontos isolados. O

método METIS é muito eficaz na identificação de classes de qualquer formato, desde

que as classes tenham aproximadamente o mesmo número de elementos. O método

k-prototype mostrou um desempenho inferior na identificação de classes de forma não

esférica. Relativamente aos métodos VL, estes mostraram um bom desempenho na

identificação de classes de forma não esférica, sofrendo um decréscimo acentuado de

eficácia quando aplicados a conjuntos de dados com pontos isolados.
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Concluindo, podemos dizer que de uma forma geral, a eficácia dos métodos MPCG

em conjuntos de dados com elevado número de elementos, atributos mistos, pontos

isolados e classes de formas arbitrárias, foi superior à dos métodos com os quais foram

comparados. Realça-se ainda que o único método que não requer qualquer parâmetro

de entrada é o método MPCG com ajuste de densidade. Apesar disso, este método

mostrou-se eficiente na detecção de classes de formas esféricas, é robusto na presença

de pontos isolados e apresenta uma eficácia razoável na detecção de classes de formas

não esféricas. Os métodos os ajuste hierárquico são muito eficientes na detecção e

classes de forma não esférica.
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Conclusão e Trabalho Futuro

A presente dissertação tentou dar resposta a alguns problemas importantes em análise

classificatória, destacando-se, pela sua importância, a determinação do número de

classes do conjunto de dados, a identificação de conjuntos de dados sem uma estrutura

em classes e a avaliação da qualidade dos resultados de uma classificação. Estes prob-

lemas têm tido cada vez mais atenção por parte dos investigadores, não se chegando,

ainda, a resultados consensuais na comunidade cient́ıfica. Este trabalho pretendeu

contribuir para a procura de metodologias eficazes, no contexto dos problemas referi-

dos.

Têm surgido na literatura, nomeadamente no contexto do Data Mining, alguns tra-

balhos realizados com o objectivo de produzir algoritmos que sejam robustos perante

pontos isolados e quanto à detecção de classes de formas não esféricas. Como a eficácia

de muitos destes algoritmos de classificação depende de alguns parâmetros de entrada,

pretendeu-se que o método proposto nesta dissertação respondesse também a estes dois

requisitos, não requerendo qualquer pressuposto sobre os dados.

A determinação do número de classes de um conjunto de dados numa análise não

supervisionada, não é um problema de solução fácil devido à grande diversidade dos

conjuntos de dados, nomeadamente quanto à forma das classes ou ao tipo de atributos.

Neste contexto, foi apresentado o ı́ndice de Lerman Costa Silva que, associado a

um método de partição baseado no algoritmo k-médias para atributos mistos (k-

prototype), pretende identificar o número de classes existente no conjunto de dados. O

método proposto mostrou ser tão eficiente como alguns ı́ndices existentes na literatura,

no caso de atributos numéricos, mostrando-se superior quando aplicado a dados com

249
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atributos mistos.

Usando alguns conceitos da teoria de grafos, foi definido um algoritmo de classificação

não hierárquica baseado na coloração de grafos, com ajuste que reduz o número de

cores, com o objectivo de que as classes encontradas, sejam classes homogéneas. O

método de classificação foi associado a um ı́ndice de classificabilidade, também definido

no contexto de grafos; em conjunto, pretendem identificar o número e a composição

das classes do conjunto de dados. A eficácia do método foi constatada em conjuntos

de dados artificiais, evidenciando a sua robustez no que diz respeito a conjuntos de

dados com pontos isolados, com classes de formato não esférico e sem uma estrutura

em classes.

Foram ainda apresentados alguns ı́ndices de avaliação de classes e partições, desen-

volvidos no contexto da teoria de grafos e que, essencialmente, servem de suporte

ao método proposto. Os ı́ndices de avaliação do isolamento absoluto e da densidade

de classes permitem avaliar as classes obtidas pelo método, enquanto o ı́ndice de

avaliação de partições permite decidir qual a partição a seleccionar de entre aquelas

que apresentem o mesmo valor do ı́ndice de classificabilidade. Estes ı́ndices mostraram-

se eficazes quando comparados com outros na literatura, mas sobretudo mostraram-se

úteis na escolha de uma partição de entre as candidatas obtidas pelo método.

Os atributos foram ainda considerados de modo diferenciado, permitindo encontrar

partições em sub-espaços de atributos. Esta metodologia mostrou-se eficiente quando

aplicada a alguns conjuntos de dados reais e artificiais, quer quanto às partições ϕ-

projectadas, quer quanto às partições consenso obtidas a partir das partições encon-

tradas em sub-espaços de atributos.

Ao terminar esta dissertação ficou a sensação de que o trabalho realizado abre muitos

caminhos para desenvolvimentos futuro.

No contexto dos atributos diferenciados, a primeira questão surge no modo de se-

leccionar os blocos de atributos. Uma das soluções poderá passar por determinar

partições das variáveis (atributos), cujas classes fossem os blocos de atributos a serem

usados para obter partições de indiv́ıduos, pelo método com atributos diferenciados.
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No caso das partições consenso obtidas a partir das partições em sub-espaços de atribu-

tos, podem estudar-se novas medidas de comparação de partições a serem optimizadas

e novas heuŕısticas para a obtenção da partição consenso.

Poderia ainda ser explorado o caso de se considerarem grafos ponderados em que o

custo de cada arco seria a dissemelhança entre os vértices correspondentes. Assim, a

adjacência entre os vértices u e v deixaria de tomar valores em {0, 1}, consoante se

verificasse dist(u, v) < α ou dist(u, v) ≥ α respectivamente, para tomar o valor dado

por dist(u, v)− α, quando dist(u, v) ≥ α, que indicaria a ”força” com que os vértices

u e v seriam adjacentes.

O modelo de grafos aleatórios usado na definição das distribuições teóricas pressupõe

independência entre arcos, o que nem sempre se verifica. Podem procurar-se alguns

modelos, em alternativa aos clássicos, que tomem em consideração a posśıvel de-

pendência entre os arcos de um grafo aleatório, definindo-se sobre eles a distribuição

dos ı́ndices apresentados neste trabalho.

Finalmente, o tempo de execução do método poderia ser significativamente reduzido

implementando paralelismo, quer ao ńıvel do algoritmo de coloração ([202], [83] e [85]),

quer ao ńıvel do ajuste.
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[7] H. Bacelar-Nicolau and F. Nicolau. Hierarchical clustering models and ro-

bustness. In Actes des XXVI Journées de Statisque, A. S. U., pages 96–99,

Neuchâtel, 1994.

[8] T. A. Bailey and R. Dubes. Cluster validity profiles. Pattern Recognition,

15(2):61–83, 1982.

[9] F. B. Baker. Stability of two hierarchical grouping techniques. Case I: Sensitivity

to data errors. Journal of the American Statistical Association, 69(346):440–445,

June 1974.

253



254

[10] F. B. Baker and L. J. Hubert. Measuring the power of hierarchical cluster

analysis. Journal of the American Statistical Association, 70(349):31–38, March

1975.

[11] J. D. Banfield and A. E. Raftery. Model-based gaussian and non-gaussian

clustering. Biometrics, 49:803–821, 1992.
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tique. Thèse d’état, University Paris VI, 1972.

[53] W. E. Donath and A. J. Hoffman. Lower bounds for the partitioning of graphs.

IBM Journal of Research and Development, 17:420–425, 1973.

[54] R. O. Duda and P. E. Hart. Pattern classification and scene analysis. New York:

Wiley, 1973.

[55] J. Dunn. A fuzzy relative of the isodata process and its use in detecting compact,

well-separated clusters. Journal of Cybernetics, 3:32–57, 1974.

[56] M. Ester, H.-P. Kriegel, J. Sander, M. Wimmer, and X. Xu. Incremental

clustering for mining in a data warehousing environment. In Proceedings of

24th VLDB Conference, pages 323–333, New York, USA, 1998.

[57] M. Ester, H.-P. Kriegel, J. Sander, and X. Xu. A density-based algorithm for

discovering clusters in large spatial databases with noise. In Portland, editor,

Proceedings of 2nd Int. Conference On Knowledge Discovery and Data Mining,

pages 226–231, 1996.

[58] V. Estivill-Castro and J. Yang. Fast and robust general purpose clustering

algorithms. In Pacific Rim International Conference on Artificial Intelligence,

pages 208–218, Melburne, Austrália, 2000.
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implantée dans le programme CHAVL (Classification hiérarchique par analyse

de la vraisemblance des liens). La Revue de Modulad, 12:33–70, 1993.



Bibliografia 265

[144] I. C. Lerman, Ph. Peter, and H. Leredde. Principes et calculs de la méthode
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Anexo A

Interface do Programa

A implementação do método proposto nesta dissertação foi efectuada em Microsoft

Visual C++ 5.0 e a figura A.1 apresenta a interface do programa. Segue-se uma

pequena descrição de cada um dos ı́tens:

• Dados de Entrada. Neste campo são pedidos o número de elementos a classificar

(n), o número de atributos (t) e o nome do ficheiro que contém a matriz de dados

n × t (<matriz dados>.txt). O valor t representa o número total de atributos,

tendo o ficheiro <matriz dados> Atrib.txt a caracterização dos mesmos. Assim,

a linha i deste ficheiro contém a caracterização do atributo i, sendo {’n’} se

for numérico e {’c’ <tamanho>} se for categórico, onde <tamanho> indica o

comprimento máximo das categorias do atributo i, para 1 ≤ i ≤ t.

• Parâmetro de Controlo. Neste campo são pedidos os valores associados ao

parâmetro de controlo, tal como descrito na Secção 4.4. Assim, se <Parâmetro

de Controlo>= 1 então este parâmetro toma valores no intervalo I = [dmin, dmax]

onde dmin e dmax são respectivamente a dissemelhança mı́nima e máxima entre

todos os pares de elementos. Se <Parâmetro de Controlo>= 0 então este

parâmetro é dado pela média das dissemelhanças entre todos os pares de ele-

mentos. Se <Parâmetro de Controlo>= 3 então este parâmetro toma valores no

intervalo I = [ℓmin, ℓmax] onde ℓmin e ℓmax (ℓmin ≥ dmin e ℓmax ≤ dmax) são dados

pelo utilizador em <Limite Inferior> e <Limite Superior> respectivamente, <N

Partes> indica o número de partes em que o intervalo I é dividido. Finalmente

o utilizador pode atribuir ao <Parâmetro de Controlo> um outro valor, para o

qual deseje obter a partição correspondente.

• Opções de Execução. Neste campo pode optar-se por uma execução ajustada do
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método de partição baseado na coloração de grafos (MPCG), e pela estandard-

ização das variáveis numéricas. Em alternativa à matriz de dados n× t, pode ser

fornecida a matriz de dissemelhanças n× n ou a matriz adjacente n× n, sendo

<Nome do Ficheiro> o nome do ficheiro que contém a respectiva matriz.

• Método com Atributos não Diferenciados. Neste campo é seleccionada a opção

com atributos não diferenciados, selecciondo-se <Atributos Numéricos> se todos

os t atributos forem numéricos ou <Atributos Mistos / Método das Dissemel-

hanças Huang> se os atributos forem de tipos mistos, sendo para este caso

usado a dissemelhança de Huang (Fórmula (3.20), Secção 3.9). O ı́ndice de

equiĺıbrio corresponde ao valor de γ da referida fórmula, e corresponde a 30%

da média aritmética dos desvios padrão dos atributos numéricos se <Índice de

Equiĺıbrio>=0, ou pode assumir outro valor escolhido pelo utilizador.

• Método com Atributos Diferenciados. Neste campo é seleccionada a opção com

atributos diferenciados pela qual se escolhem partições ϕ-projectadas sendo o

valor de ϕ dado por <Força de Ligação>, ou partições consenso, podendo ser

medianas ou medoids.

• Algoritmo de Coloração. Neste campo é seleccionado o algoritmo de coloração

de entre os descritos na Secção 4.7. O algoritmo escolhido em todos os exemplos

apresentados ao longo da dissertação, foi o algoritmo de coloração sequencial

com <Ordem Inicial>.

• Avaliação de Classes e Partições. Neste campo é(são) seleccionado o(s) ı́ndice(s)

de avaliação da densidade ou isolamento de classes, ou o ı́ndice de avaliação de

partições, descritos no Caṕıtulo 5. É posśıvel ainda obter os valores de alguns

ı́ndices de validação encontrados na literatura, e que foram descritos também

no caṕıtulo 5. No caso do ı́ndice de densidade o <Param ID>∈ {0, 1, 2, 3},
correspondendo, respectivamente, aos seguintes valores (Secção 5.5.2): α, LCi,

max{α,LCi} e min{α,LCi}. Para todas as classes para as quais foi calculado

o ı́ndice de densidade considerou-se <Param ID>= 0.

• Método de Ajuste. Neste campo pode optar-se, ou pelo ajuste de densidade

(Secção 4.2.3) ou pelo ajuste hierárquico (Secção 5.8). Para este último caso

se <Número de Classes Pretendido>= 0 então o ajuste é efectuado para k

desconhecido.

• Resultados. Neste campo obtêm-se as três melhores partições encontradas pelo
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método para as quais são apresentados os respectivos valores do ı́ndice de clas-

sificabilidade ( ˜IC), parâmetro de controlo (α) e número de classes.

 

Figura A.1: Interface do programa que implementa o método proposto.


