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o meu profundo agradecimento pelo apoio cientı́fico, a disponibilidade, o incentivo e a amizade que
me dedicaram. Agradeço-lhes ainda terem-me apresentado ”Frobenius-Padé” e a cuidada revis̃ao
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Ao Departamento de Mateḿatica Aplicada da Universidade do Porto, ao Centro de Matemática
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Resumo

O nome Frobenius-Padé é atribuidoà classe de aproximantes racionais que, no sentido da de-
finição de Frobenius, generalizam a definição de aproximaç̃ao de Pad́e à aproximaç̃ao de śeries de
Fourier. Istoé, se da funç̃ao f (z) se conhece um desenvolvimento formal em série de polińomios
ortogonais, para cada par de valores inteiros não negativosp,q, designa-se por aproximante de
Frobenius-Pad́e a funç̃ao racionalN[p/q](z)/D[p/q](z), ondeN[p/q](z) e D[p/q](z) são polińomios de
graus, respectivamentep e q, tal que se anulam os primeiros coeficientes da série D[p/q](z) f (z)−
N[p/q](z) at́e à ordem t̃ao longe quanto possı́vel.

Apesar da semelhança nas definições, os problemas envolvidos no cálculo dos coeficientes dos
aproximantes de Frobenius-Padé, s̃ao significativamente distintos dos surgidos no caso da aproxi-
maç̃ao de Pad́e. Residindo, tais diferenças, no facto de o produtoPi(z)Pj(z), de dois polińomios
ortogonais ter uma representação, na base{Pi}, significativamente distinta do caso do produto de
pot̂enciaszizj = zi+ j , o trabalho desenvolve-se recorrendo exaustivamente das propriedades dos
polinómios ortogonais.

O trabalho desenvolve-se na resolução de tr̂es problemas: resolver, de forma eficiente, o sistema
de equaç̃oes lineares associado ao cálculo dos aproximantes, designado por sistema de Frobenius-
Pad́e; calcular as entradashi, j da matriz deste sistema; evitar a resolução do sistema, calculando os
aproximantes por recorrência.

Para as entradas da matriz do sistema de Frobenius-Padé, s̃ao apresentados novos resultados,
permitindo desenvolver um algoritmo de cálculo destas quantidades, baseado nos coeficientes de
linearizaç̃ao do produto de polińomios ortogonais.

Relativamentèa resoluç̃ao dos sistemas de Frobenius-Padé, demonstra-se que as respectivas ma-
trizes satisfazem uma equação de desvio de caracterı́stica. Este factóe explorado no desenvolvimento
de um algoritmo ŕapido de resoluç̃ao dos sistemas.

Demonstrado um resultado que relaciona formalmente os coeficientes da série de Fourierf (z),
com os coeficientes da série z f(z), apresentam-se resultados novos, estabelecendo relações entre
as componentes, i.e. numerador, denominador e erro, de aproximantes adjacentes na tabela de
Frobenius-Pad́e. Estas relaç̃oes, generalizando resultados análogos na tabela de Padé, permitem per-
correr a tabela em vários sentidos. S̃ao apresentados e programados diversos algoritmos de cálculo
recursivo dos aproximantes, baseados nestas relações. Os programas foram testados com sucesso,
tendo os resultados revelado, para além de uma grande estabilidade numérica dos algoritmos, que os
aproximantes calculados reproduzem com grande precisão, os valores exactos das funções testadas.

No último caṕıtulo da tese, define-se uma nova classe de aproximantes, generalizando a definição
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de aproximaç̃ao de Frobenius-Padé a śeries de polińomiosd-ortogonais. Novos resultados, permi-
tindo interpretar uma série de polińomiosd-ortogonais como uma generalização das śeries de Fou-
rier, s̃ao introduzidos. Os resultados dos capı́tulos anteriores s̃ao generalizados para esta nova classe
de aproximantes, e são apresentados algoritmos de cálculo dos respectivos coeficientes. Alguns
resultados nuḿericos, obtidos com estes algoritmos, são apresentados.
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Abstract

The name of Frobenius-Padé approximants is the name given to the class of rational appro-
ximants that, in the sense of Frobenius definition, generalizes the definition of Padé approximant
to Fourier’s series approximation. More precisely, if one knows the formal series of orthogonal
polynomials of a functionf (x), then, for each pair(p,q) of nonnegative integers, the Frobenius-Padé
approximant of order[p/q] is the rational functionN[p/q](z)/D[p/q](z), whereN[p/q](z) andD[p/q](z)
are polynomials of degreep andq respectively, such that, in the seriesD[p/q](z) f (z)−N[p/q](z), as
many, of the first, terms as possible are equal to zero.

Despite of the resemblance between the definitions of Padé and Frobenius-Padé approximants,
the problems involved in the computation of their coefficients are significantly different. This
difference has origins in the fact that the productPi(z)Pj(z) of two orthogonal polynomials, has
a more complex representation in the basis{Pi} than in the powers case where one has trivially
zizj = zi+ j . Therefore this work uses in an exhaustive way the properties of orthogonal polynomials.

This work is based on the resolution of three problems: solving efficiently the system of linear
equations associated to the calculation of the approximants - the Frobenius-Padé system; compute
the matrix H = (hi, j)i, j of such systems; avoid the resolution of the system by computing the
approximants recursively.

For the computation of the entrieshi, j of the Frobenius-Padé systems, new results are presented
that allow the development of an algorithm of computation ofhi, j based on linearization coefficients
of the product of orthogonal polynomials.

As far as the resolution of the Frobenius-Padé systems is concerned, we show that their matrices
satisfy a displacement rank equation. This fact is further explored in the development of a fast
algorithm for the resolution of the systems.

Once a result is proved relating formally the coefficients of the Fourier series off (z), with the
coefficients of the Fourier series ofz f(z), we exhibits new results establishing relations between
the components: numerator, denominator and error, of adjacent approximants in the Frobenius-
Pad́e table. Such relations, which generalize analogous results in the Padé table, will allow us
to use different paths to compute the table’s entries. Based on these relations, we will present
several algorithms and programs for the recursive computation of the approximants. The programs
were tested successfully, and the results revealed, apart from its good numerical stability, that the
computed approximants reproduce with great precision, the exact values of the tested functions.

In the last chapter of this thesis, we define a new class of approximants which generalize the
definition of Frobenius-Padé approximation to series ofd-orthogonal polynomials. New results,
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which allow us to interpret a series ofd-orthogonal polynomials as a generalization of Fourier
series, are proved. The results of the previous chapters are then generalized for this new class of
approximants, and algorithms for the computation of the respective coefficients are presented. Some
numerical results, obtained with such algorithms are also exhibited.
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Résuḿe

Le nom de Frobenius-Padé est attribúe à la classe des approximants rationnels qui, dans le sens
de la d́efinition de Frobenius, ǵeńeralise la d́efinition de l’approximation de Padé pour les śeries de
Fourier. C’est-̀a-dire, si un d́eveloppement formel en série de polyn̂omes orthogonaux est donné
pour la fonction f (z), pour chaque paire de valeurs entières non ńegativesp,q, on d́esigne pour
l’approximant de Frobenius-Padé, la fonction rationnelleN[p/q](z)/D[p/q](z), où N[p/q](z) etD[p/q](z)
sont des polyn̂omes des degrés, respectivementp e q, tels que sont nuls les premiers coefficients de
la śerieD[p/q](z) f (z)−N[p/q](z), jusqu’̀a l’ordre aussi grand qui possible.

En d́epit de l’analogie dans les définitions, les probl̀emes dans le calcul des coefficients des
approximants de Frobenius-Padé, sont sensiblement distincts dans le cas de l’approximation de
Pad́e. Telles diff́erenceśetant une conśequence du fait du produitPi(z)Pj(z), de deux polyn̂omes
orthogonaux pouvoir avoir une représentation, dans la base{Pi}, sensiblement distincte du cas du
produit des puissanceszizj = zi+ j , ce travail fait appel exhaustivement a des propriét́es des polyn̂omes
orthogonaux.

Le travail est d́evelopṕe dans la ŕesolution de trois problèmes: ŕesoudre, de façon efficace,
le syst̀eme deśequations lińeaires associé au calcul des approximants, désigńe par le syst̀eme de
Frobenius-Pad́e; calculer les entréeshi, j de la matrice de ce système;éviter la ŕesolution du système,
calculant les approximations par récurrence.

En ce qui concerne les entrées de la matrice du système de Frobenius-Padé, de nouveaux résultats
sont pŕesent́es, permettent le développement d’un algorithme de calcul, basé sur les coefficients de
linéarization du produit des polynômes orthogonaux.

Relativement̀a la ŕesolution des systèmes de Frobenius-Padé, on d́emontre que les matrices
respectives satisfont uneéquation de ’displacement rank’. Ce fait est exploré dans le d́eveloppement
d’un algorithme rapide de résolution des systèmes.

Démontŕe un ŕesultat qui relie formellement les coefficients de la série de Fourierf (z), avec
les coefficients de la série z f(z), de nouveau ŕesultats sont présent́es, mettant eńevidence des
relations entre les composants, c’est-à-dire nuḿerateur, d́enominateur et erreur, des approximants
adjacents dans le tableau de Frobenius-Padé. Ces relations, ǵeńeralisant des résultats analogues dans
le tableau de Padé, permettent parcourir le tableau dans quelques directions. Basés sur ces relations,
des algorithmes pour le calcul récursif des approximants, sont présent́ees et programḿes. Les
programmes ont́et́e examińes avec succ̀es, et les ŕesultats mettent eńevidence une grande stabilité
numérique des algorithmes, car les approximants calculés reproduisent avec grande précision, les
valeurs exactes des fonctions examinées.
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Dans le dernier chapitre de la thèse, une nouvelle classe des approximants est définie, ǵeńeralisant
la définition de l’approximation de Frobenius-Padé, pour des śeries de polyn̂omesd-orthogonaux.
De nouveaux ŕesultats, permettant interpréter une śerie de polyn̂omesd-orthogonaux comme une
géńeralisation de une série de Fourier, sont présent́es. Les ŕesultats des chapitres préćedents sont
géńeraliśes pour cette nouvelle classe des approximations, et des algorithmes du calcul des coeffi-
cients respectifs sont présent́es. Quelques résultats nuḿeriques, obtenus avec ces algorithmes, sont
donńes.
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4.3.3 Relaç̃oes de progressão nas diagonais da tabela . . . . . . . . . . . . . . . . 94

4.4 Conclus̃oes . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 102

5 Generalizaç̃ao 105
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Caṕıtulo 1

Introduç ão e motivaç̃ao

Dada uma funç̃ao f (z) de que se conhecem, pelo menos os primeiros coeficientes do seu desen-
volvimento formal em śerie de pot̂encias

f (z) = ∑
i≥0

fiz
i (1.1)

define-se o aproximante de Padé (AP) def (z), como sendo a função racional

[p/q] f (z) = N(z)/D(z) (1.2)

ondeN(z) e D(z) são polińomios de grausp e q respectivamente, determinados pela condição de
o desenvolvimento em série de Mclaurin de[p/q] f (z) coincidir com o def (z) tão longe quanto
posśıvel [7].

Assim, o ćalculo do aproximante de Padé [p/q] f (z) consiste na determinação dosp+1 coefici-
entes de

N(z) =
p

∑
i=0

aiz
i (1.3)

e dosq+1 coeficientes de

D(z) =
q

∑
i=0

biz
i (1.4)

Uma vez que em (1.2) existe um factor multiplicativo não nulo arbitŕario entreN(z) eD(z), temosp+
q+1coeficientes a determinar, o que sugere que, normalmente, podemos esperar do aproximante que
a sua expansão em śerie de pot̂encias coincida com a da função at́e à ordemzp+q, isto é, utilizando
notaç̃ao de śeries formais, temos a seguinte definição [7]

Definição 1.1 O aproximante de Pad́e [p/q] f (z) é uma funç̃ao racionalN(z)/D(z) tal que

D(z) f (z)−N(z) = O(zp+q+1)
∂N≤ p, ∂D≤ q

(1.5)

O śımbolo∂P utiliza-se para designar o grau do polinómio P e o śımboloO(zn) para designar uma
série cujos coeficientes até ao termo de graun−1 são nulos.
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2 CAPÍTULO 1. INTRODUÇÃO E MOTIVAÇÃO

Substituindo (1.1), (1.3) e (1.4) em (1.5) encontramos as equações

∑
i+ j=k

bi f j = ak, k = 0, . . . , p (1.6)

∑
i+ j=k

bi f j = 0, k = p+1, . . . , p+q (1.7)

As equaç̃oes (1.7) constituem um sistema homogéneo deq equaç̃oes nasq+1 incógnitasb0, . . . ,bq.
Logo, existe uma solução ñao trivial. Calculados osbi , i = 0, . . . ,q, com (1.6) calcula-se directamente
os valores deai , i = 0, . . . , p

O trabalho desenvolvido nesta tese, envolve uma classe de aproximantes racionais que consti-
tuem uma generalização da aproximaç̃ao de Pad́e, no sentido em que se aproxima uma série fazendo
coincidir os coeficientes tão longe quanto possı́vel. A generalizaç̃ao consiste em aplicar a mesma
definiç̃ao de aproximaç̃ao a outro tipo de śeries, que ñao as śeries de pot̂encias.

Seja f (z) uma funç̃ao definida por um desenvolvimento em série de Fourier

f (z) = ∑
i≥0

fiPi(z) (1.8)

onde{Pi}i≥0 constitui uma faḿılia de polińomios ortogonais, definida pelas condições de ortogona-
lidade 〈

Pi ,Pj
〉≡

Z b

a
Pi(x)Pj(x)w(x)dx= µiδi j , i, j ≥ 0 (1.9)

comµi = 〈Pi ,Pi〉= ‖Pi‖2
2, e

fi =
1
µi
〈 f ,Pi〉 , i ≥ 0. (1.10)

De facto, os desenvolvimentos em série de polińomios ortogonais a considerar podem ser mais
gerais do que os introduzidos em (1.8)-(1.10), seguindo o formalismo de [32], podemos considerar
outras formas lineares, generalizando a forma integral (1.9), actuando no espaço dos polinómios.
SendoP um espaço vectorial de polinómios eP ′ o espaço dual deP , isto é o conjunto das formas
lineares actuando emP , a sucess̃ao{Pi}i≥0 ⊂ P é dita ortogonal se existe uma formau∈ P ′ tal que

{ 〈
u,PiPj

〉
= µiδi j , i, j ≥ 0

µi =
〈
u,P2

i

〉 6= 0
.

Multiplicando em (1.8) ambos os membros porPj(z) e aplicando a formau obtemos, em analogia
com (1.10),

fi =
1
µi
〈u, f Pi〉 , i ≥ 0.

Generalizando o formalismo da definição de aproximaç̃ao de Pad́e (1.5), podemos procurar
funções racionais

φp,q(z) = N(z)/D(z)

com

N(z) =
p

∑
i=0

aiPi(z), D(z) =
q

∑
i=0

biPi(z)



3

que, partindo do conhecimento de apenas um número finito de coeficientes da série, aproximemf (z)
no sentido da aproximação de Pad́e, i.e., cujo desenvolvimento em série coincida com o def (z) tão
longe quanto possı́vel.

Na construç̃ao destes aproximantes de Padé generalizados, encontramos uma diferença funda-
mental em relaç̃ao aos aproximantes de Padé. Enquanto que, quando tratamos de séries de pot̂encias,
a lei de multiplicaç̃ao

zizj = zi+ j

conduz a que sejam formalmente, i.e., termo a termo, equivalentes as expressões

f (z)−N(z)/D(z) = O(zp+q+1) (1.11)

e
f (z)D(z)−N(z) = O(zp+q+1) (1.12)

no caso generalizado, encontramos leis de multiplicação que podem assumir um carácter menos
elementar,

Pi(z)Pj(z) =
i+ j

∑
k=0

di jkPk(z)

com coeficientesdi jk , ditos coeficientes de linearização do produto de dois polinómios ortogonais.
Com estas leis de multiplicação, deixam de ser equivalentes as condições (1.11) e (1.12) e somos
conduzidos a duas generalizações distintas de aproximação de Pad́e.

À função racionalφp,q(z) cujo desenvolvimento em série relativo ao sistema{Pi(z)}i≥0 coincide
com o def (z) at́e à ordemp+q, chama-se aproximante de Padé ñao linear. Logo, temos

f (z)−φpq(z) = O(Pp+q+1(z))

Esta definiç̃ao conduz a um sistema de equações ñao lineares. Os problemas da existência e unicidade
de soluç̃ao, bem como o estudo de algoritmos de cálculo destes aproximantes, são distintos e ñao se
enquadram no trabalho desenvolvido nesta tese.

Com o objectivo de obter aproximantes racionais, com melhores propriedades de aproximação do
que a aproximaç̃ao de Pad́e, no sentido da norma uniforme ou no sentido de uma norma de mı́nimos
quadrados, em [10] generaliza-se o formalismo da aproximação de Pad́e, considerando a expressão
(1.12), para funç̃oes da forma

f (z) = ∑
i=≥0

fiφi(z),

e definindo um aproximante de ordem[p/q], como a funç̃aoNp(z)/Dq(z), comNp(z) = ∑p
i=0aiφi(z)

eDq(z) = ∑q
i=0biφi(z) tal que

(∑
i≥0

fiφi(z))(
q

∑
i=0

biφi(z))−
p

∑
i=0

aiφi(z) = ∑
i>ν

eiφi(z) (1.13)

com ν tão grande quanto possı́vel. A express̃ao para o erro de aproximação ∑i>ν eiφi(z)/Dq(z)
justifica a motivaç̃ao da definiç̃ao: Seφi(z) = Ti(z) é o polińomio de Chebyshev de graui, ent̃ao
a norma uniforme do erróe suposto ser menor do que a obtida com a aproximação de Pad́e; Se
φi(z) = Pi(z) é o polińomio ortogonal com respeito ao produto interno (1.9), então a aproximaç̃ao de

Pad́e generalizadáe suposto constituir uma boa aproximação def (z) na norma〈Pi ,Pi〉
1
2 [10].
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A mesma definiç̃ao de aproximaç̃ao de Pad́e generalizada pode incluir funçõesφi(z) não polino-
miais. No entanto, as propriedades destas funções apresentam-se como fundamentais, desde logo,
no problema do ćalculo dos coeficientesai ebi das componentes, i.e. numerador e denominador, dos
aproximantes. Sendof (z) = ∑i≥0 fiφi(z), ondeφi(z) são funç̃oes satisfazendo a lei de multiplicação

φi(z)φ j(z) = ∑
k

di jkφk(z), i, j ≥ 0 (1.14)

ent̃ao os coeficientes{ai}p
i=0 e{bi}q

i=0, do aproximante de Padé generalizado

Np(z)/Dq(z) =
p

∑
i=0

aiφi(z)/
q

∑
i=0

biφi(z),

são determinados pelo sistema de equação lineares

∑
i≥0

q

∑
j=0

di jk fib j = ak, k = 0, . . . ,ν

comak = 0 parak > p [10].

Este resultado, i.e. o facto de o cálculo dos coeficientes destes aproximantes conduzir a um
sistema de equações lineares, justifica a designação de aproximantes de Padé lineares, e constitui
uma vantagem relativamente aos aproximantes de Padé ñao lineares.

Com o mesmo formalismo, no caso de{φi}i≥0 constituir uma base de funções ortogonais,

φi(z) = φ0(z)Pi(z), i ≥ 0

sendo{Pi}i≥0 uma faḿılia de polińomios ortogonais, em [25] define-se um aproximante de Padé
generalizado, de ordem[p/q], como a funç̃ao

φ0(z)
p

∑
i=0

aiPi(z)/
q

∑
i=0

biQi(z)

satisfazendo a condição

f (z)
q

∑
i=0

biQi(z)−
p

∑
i=0

aiPi(z) = ∑
i≥p+q+1

eiPi(z)

onde{Qi}i≥0 constitui uma faḿılia de polińomios ortogonais ditos complementares.

Este trabalhóe devotado ao ćalculo dos coeficientes de aproximantes de Padé generalizados, no
sentido desta definição, para śeries de polińomios ortogonais

f (z) = ∑
i≥0

fiPi(z),

i.e. φi(z) = Pi(z), i≥ 0 e para o caso de a famı́lia {Qi}i≥0 de polińomios complementares considerada
para o desenvolvimento do denominador, coincidir com a famı́lia {Pi}i≥0 dos polińomios dados no
desenvolvimento da série e considerados para o desenvolvimento do numerador. Logo, os aproxi-
mantes a considerar, designados por aproximantes de Frobenius-Padé (AFP) def (z), constituem a
função racional

[p/q]Pf (z) =
N(z)
D(z)

≡ ∑p
i=0aiPi(z)

∑q
i=0biPi(z)
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tal que
D(z) f (z)−N(z) = O(Pp+q+1(z)). (1.15)

O caso particular em quePi(z) = Ti(z) são os polińomios de Chebyshev,́e tratado em [2] e
[12]. O ćalculo dos coeficientes dos aproximantes neste caso,é particularmente simples devido a
algumas propriedades particulares destes polinómios, que ñao s̃ao partilhadas por outras famı́lias
de polińomios ortogonais. A lei de multiplicação Ti(z)Tj(z) = (T|i− j|(z)−Ti+ j(z))/2 envolvendo
apenas dois polińomios no segundo membro; a relação de recorr̂enciazTi(z) = (Ti+1(z)−Ti−1(z))/2
com coeficientes constantes; e a expressão exacta para os zeros dos polinómios de Chebyshev,
são propriedades destes polinómios, que permitem obter algoritmos particulares, mais eficientes
do que para o caso geral. Em [5], apresenta-se uma fórmula, atribuida a Paszkowski, de cálculo
dos coeficientesai e bi , para este caso particular dos polinómios de Chebyshev. Apesar da inegável
import̂ancia destes polińomios, o sentido dado a esta tese, procurando explorar o caso geral de uma
faḿılia de polińomios ortogonais, conduz a que este caso não seja tratado neste trabalho.

Em [25], apesar de a definição de aproximante ser apresentada com carácter geral, apenas se
considera, nos exemplos ilustrativos dos resultados, o caso de séries em polińomios de Legendre.
Em [34], onde se demonstram alguns resultados de convergência destes aproximantes para o caso
dos polińomios de Legendre, os resultados apresentados respeitam também ao caso particular dos
polinómios de Legendre. Apesar disso, o trabalho apresentado nestes dois artigos, tem generalização
imediata éobvia, para outras faḿılias de polińomios ortogonais, e serviu de inspiração fundamental
para esta tese.

O objectivo da tesée a implementaç̃ao de novos algoritmos de cálculo dos AFP. O trabalho
desenvolve-se na resolução de tr̂es problemas: resolver, de forma eficiente, o sistema de equações
lineares associado ao cálculo dos aproximantes; calcular as entradas da matriz deste sistema; evitar
a resoluç̃ao do sistema, calculando os aproximantes por recorrência.

Introduzida uma normalização, na definiç̃ao de AFP, no capı́tulo 2 mostra-se que um aproximante
da forma

[p/q]Pf (z) =
∑p

i=0aiPi(z)

Pq(z)+∑q−1
i=0 biPi(z)

existe ée único se

H [p/q] =




hp+1,0 . . . hp+1,q−1
...

...
hp+q,0 . . . hp+q,q−1




é uma matriz regular, ondehi, j representa o coeficiente dePi(z) no desenvolvimento em série formal

Pj(z) f (z) = ∑
i≥0

hi, jPi(z).

Al ém disso, definindo

G[p/q] =




h00 . . . h0,q−1
...

...
...

hp,0 . . . hp,q−1


 , g[p/q] =




h0q
...

hpq


 eh[p/q] =




hp+1,q
...

hp+q,q




ent̃ao os vectoresb = (b0, . . . ,bq)T e a = (a0, . . . ,ap)T , dos coeficientes dos aproximantes, podem
calcular-se por {

H [p/q] ·b =−h[p/q]

a = G[p/q] ·b+g[p/q]
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O problema do ćalculo dos coeficienteshi, j est́a resolvido em [34] e [25], utilizando um algoritmo
recursivo que permite calcular cada uma das colunas da matriz,à custa dos elementos das duas
colunas anteriores. Na secção 2.2.2,́e apresentado um algoritmo novo, baseado noscoeficientes de
linearizaç̃aodos polińomios ortogonais, i.e os coeficientesdi jk da representação

Pi(z)Pj(z) =
i+ j

∑
k=|i− j|

di jkPk(z).

Estes coeficientes de linearização podem calcular-se por recorrência [28]. A utilizaç̃ao dos coefici-
entes de linearização, permite evitar o ćalculo de toda a matriz, reduzindo o volume de aritmética
envolvido nos algoritmos. Este factóe particularmentéutil, juntamente com os algoritmos do
caṕıtulo 3, para os quais da matrizH [p/q] apenas temos de calcular duas linhas e uma coluna.

Na última secç̃ao deste capı́tulo, desenvolve-se um algoritmo que, explorando a relação entre os
sistemas de Frobenius-Padé associados a dois aproximantes consecutivos da mesma linha, permite
calcular recursivamente a factorizaçãoLU das matrizes. Este processo permite calcular uma sucessão
de aproximantes,̀a custa da resolução de uma sucessão de sistemas triangulares. Testado com
diversas funç̃oes, e calculado um grande número de aproximantes em cada linha da tabela, os
resultados apontam para grande estabilidade do algoritmo, não se tendo observado em caso algum,
um aumento significativo do erro com o número de iteraç̃oes do algoritmo.

Como quantidades auxiliares de cálculo, neste algoritmo, são produzidas estimativas para o
erro na aproximaç̃ao racional. Em alguns dos casos testados, esta estimativa mostrou-se capaz de
acompanhar de perto o erro calculado com a expressão exacta da função.

No caṕıtulo 3 a estrutura da matrizH [p/q] é explorada, utilizando o conceito dedesvio de ca-
racteŕıstica [20], [26]. Na secç̃ao 3.2, demonstra-se que a matriz satisfaz uma equação de desvio
de caracterı́stica. Na secç̃ao seguinte, esta estruturaé identificada como correspondendo a matrizes
tipo Hankel polinomiais. Para esta classe de matrizes, existe um algoritmo rápido de factorizaç̃ao
LU , i.e um algoritmo que permite calcular a factorização triangular de uma matrizn×n emO(n2)
operaç̃oes aritḿeticas elementares [21]. Este algoritmo, envolvendo os zeros dos polinómios ortogo-
nais, mostra-se promissor para os casos que envolvam famı́lias de polińomios ortogonais de que se
conhecem os respectivos zeros. Sendo a famı́lia dos polińomios de Chebyshev um desses casos, fica
em aberto o estudo da aplicação generalizada, i.e. para qualquer famı́lia de polińomios ortogonais,
deste algoritmo. O trabalho desenvolvido noâmbito desta tese, procurou seguir outro caminho,
que se mostrou mais adequado ao caso geral, de uma famı́lia de polińomios ortogonais em que o
conhecimento sobre os valores dos respectivos zerosé limitado.

Um algoritmo ŕapido alternativo, evitando o cálculo dos zeros dos polinómios ortogonais,́e
apresentado ée testado com sucesso na secção 3.4. Com o objectivo de comparar resultados,
resolveram-se os sistemasH [p/q] ·b =−h[p/q], utilizando o algoritmo ŕapido proposto, e comparam-
se os aproximantes calculados, com os obtidos com uma rotina padrão (resolvendo um sistema
de equaç̃oes lineares com uma matriz genérica de coeficientes reais utilizando factorização LU
baseada na eliminação de Gauss com pivotagem parcial). Os resultados mostram-se significativa-
mente favoŕaveis para o algoritmo rápido novo, fornecendo nalguns casos, aproximantes capazes de
reproduzir os valores das funções testadas, com erros absolutos máximos, v́arias ordens de grandeza
menores.

Os resultados obtidos mostram-se precisos, mesmo com matrizes mal condicionadas. Na secção
3.4 apresenta-se uma explicação para este facto, relacionando os resı́duos resultantes da resolução
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dos sistemas com aritḿetica de precis̃ao finita, com a perturbação introduzida na condição (1.15).

O algoritmo foi igualmente comparado com dois algoritmos recursivos apresentados em [34].
Nos testes realizados, o algoritmo rápido proposto neste trabalho, mostrou-se mais estável do que os
algoritmos recursivos, no sentido de que os aproximantes de ordem superior calculados, aparentam
menor perturbaç̃ao facèa acumulaç̃ao de erros.

Resolvido o problema da implementação de um algoritmo eficiente para o cálculo de um apro-
ximante, o caṕıtulo 4 trata do problema do cálculo recursivo de sucessões de aproximantes. Neste
caṕıtulo, apresentam-se resultados novos, estabelecendo relações entre as componentes, i.e. numera-
dor, denominador e erro, de aproximantes adjacentes na tabela de Padé generalizada. Estas relações,
generalizando resultados análogos na tabela de Padé [2], [7], permitindo percorrer a tabela em vários
sentidos, mostram-se apropriadas para a implementação em algoritmos de cálculo recursivo dos
aproximantes.

Diversas relaç̃oes de progressão na tabela de Frobenius-Padé foram apresentadas. Para ilustrar
a sua utilizaç̃ao no ćalculo dos aproximantes, nas secções 4.3.1 e 4.3.3 apresentam-se algoritmos de
cálculo de sucessões de aproximantes, respectivamente, de uma linha da tabela e de duas diagonais
adjacentes. Ambos os algoritmos foram avaliados e comparados com outros algoritmos, em termos
do volume de aritḿetica envolvida.

Programados os algoritmos, os testes realizados revelaram que os algoritmos são suficientemente
robustos para calcular as aproximações racionais com grande precisão. As sucess̃oes de aproximan-
tes calculadas, produzem valores convergentes para os valores exactos.

Para testar o comportamento dos aproximantes para uma função descontı́nua, tomou-se como
exemplo uma funç̃ao ”salto”de que se conhece um desenvolvimento em série de polińomios de
Legendre. Para além de reproduzirem com grande precisão, na generalidade dos pontos no intervalo
de aproximaç̃ao, os valores exactos da função, os aproximantes calculados destacam-se pelo seu
comportamento na vizinhança da singularidade. O designado fenómeno de Gibbs, traduzido pelo
aumento da amplitude das oscilações do erro perto da descontinuidade da função [9], é significativa-
mente amortecido com as aproximações calculadas neste trabalho.

Calculadas diversas sucessões de aproximantes para uma série divergente, os testes revelam a
capacidade destes aproximantes de reproduzir, com grande precisão, os valores da função. No
exemplo apresentado, referido na literatura como constituindo uma série divergente em todos os pon-
tos, obt̂em-se resultados que não s̃ao significativamente piores, em termos do erro relativo máximo
observado num intervalo de valores, relativamente a outro exemplo utilizado com uma série de
Fourier convergente.

Os algoritmos propostos revelaram ainda, a capacidade de produzir estimativas para os erros na
aproximaç̃ao da funç̃ao que se mostraram próximas dos erros calculados. Estas estimativas dos erros,
são calculadas utilizando quantidades auxiliares, intervenientes nos algoritmos, não representando
por isso, qualquer esforço adicional de cálculo.

No último caṕıtulo, estuda-se a possibilidade de generalização dos resultados dos capı́tulos
anteriores. A noç̃ao de biortogonalidade [6], [15],é considerada como uma generalização da noç̃ao
de ortogonalidade para polinómios. No mesmo sentido, uma série de polińomios biortogonais,
constitui uma generalização das śeries de Fourier [6], consideradas nos capı́tulos anteriores. Do
caso geral dos polińomios biortogonais, destacam-se os polinómios d-ortogonais, pelo facto de
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satisfazerem uma relação de recorr̂encia de ordemd+1.

Neste caṕıtulo, apresenta-se a generalização dos resultados dos capı́tulos anteriores, a séries
de polińomios d-ortogonais. Na primeira secção, introduzem-se novos resultados relativos aos
coeficientes do desenvolvimento em série de polińomiosd-ortogonais de uma função. Além disso,
demonstram-se propriedades de projecção das somas parciais destas séries, permitindo interpretar
uma śeried-ortogonal, como uma generalização das śeries de Fourier [14].

Na secç̃ao 5.1.3, a noç̃ao de aproximaç̃ao de Frobenius-Padé é generalizada a estas séries, e
introduzem-se novas definições relacionadas com esta generalização.

Na secç̃ao 5.3, demonstra-se que a matriz associada ao cálculo dos coeficientes destes aproxi-
mantes generalizados, satisfaz uma equação de desvio de caracterı́stica. Este facto permite obter um
algoritmo ŕapido de decomposiçãoLU , comO(dq2).

Generalizado o resultado que relaciona os coeficientes de uma série de Fourierf (z), com os
coeficientes da sériez f(z), ao casod-ortogonal, na secção seguinte, apresentam-se resultados permi-
tindo generalizar ao caso da aproximação de Frobenius-Padé em śeries de polińomios d-ortogonais,
as relaç̃oes tipo Frobenius encontradas no capı́tulo 4. Um algoritmo, calculando uma sucessão de
aproximantes de Frobenius-Padé generalizados pertencentes a duas diagonais adjacentes da tabela,
foi programado e testado com diversos exemplos. Os resultados obtidos revelam que o algoritmo
possui as mesmas qualidades de estabilidade dos seus congéneres do capı́tulo anterior.

Por último, generaliza-se para o cálculo de sucessões de aproximantes de Frobenius-Padé d-
ortogonais, pertencentes a uma anti-diagonal da tabela, o algoritmo de tipo Kronecker, apresentado
em [34] para o caso da aproximação de Frobenius-Padé em śeries de polińomios de Legendre.

Os aproximantes generalizados, calculados com os algoritmos desteúltimo caṕıtulo, revelaram
propriedades semelhantesàs dos aproximantes de Frobenius-Padé. Nomeadamente, as sucessões de
aproximantes calculadas, quando fixada uma abcissa, com a progressão nas linhas e nas colunas da
tabela, produzem valores convergentes para os valores exactos da função. Diversas sucessões de
aproximantes para série de polińomios d-ortogonais, foram calculadas e os resultados comparados
com AFP, obtidos para as mesmas funções.

Os diversos algoritmos apresentados na tese, foram programados emFortran 90. Utilizou-se
o compilador e as rotinas básicas fornecidas com o pacoteMicrosoft Fortran PowerStation 4.0.
Algumas operaç̃oes inclúıdas nos algoritmos, recorrem̀as rotinasIMSL inclúıdas neste pacote. Todos
os programas foram implementados com aritmética de dupla precisão.

Os gŕaficos e as tabelas de resultados apresentados, são gerados pela função Plot do programa
Mathematica. Os coeficientes dos aproximantes, bem como o primeiro termo da série do erro neste
algoritmo, s̃ao calculados pelo programa implementado emFortran e escrito, com 16 algarismos
significativos, num ficheiroASCII. Em Mathematica implementou-se uma rotina que lê estes co-
eficientes e, utilizando as suas próprias rotinas de ćalculo dos polińomios ortogonais, constroi os
aproximantes de Frobenius-Padé.



Caṕıtulo 2

Aproximação de Frobenius-Pad́e

Este caṕıtulo trata da aproximação Frobenius-Padé, das suas propriedades e dos problemas asso-
ciados ao ćalculo dos coeficientes do numerador e do denominador. Na primeira secção introduzem-
se as notaç̃oes e definiç̃oes utilizadas no restante desenvolvimento da tese. Em particular, definem-
se os sistemas lineares e as matrizes associadas ao cálculo dos coeficientes dos aproximantes de
Frobenius-Pad́e. Na segunda secção apresentam-se as fórmulas de ćalculo dos elementos destas
matrizes, e na secção 2.3 deduzem-se algoritmos de cálculo dos coeficientes dos denominadores dos
aproximantes, baseados no cálculo recursivo da decomposição LU das matrizes, e apresentam-se
alguns resultados nuḿericos. Na secç̃ao?? comparam-se os aproximantes de Frobenius-Padé com
os aproximantes de Padé em termos das propriedades algébricas de uns e de outros. Naúltima
secç̃ao apresentam-se novos resultados referentes a condições suficientes para o aparecimento de
singularidades na tabela de Frobenius-Padé.

2.1 Notaç̃oes e definiç̃oes

Seja{Pi(z)}i≥0 uma faḿılia de polińomios ortogonais relativamente a uma funcional linear ou
formau, i.e. 〈

u,PiPj
〉

= µiδi j , i, j = 0,1, . . .

ondeµi = 〈u,PiPi〉= ‖Pi(z)‖2
2 6= 0 eδi j é o śımbolo de Kronecker e sejaf (z) uma funç̃ao de varíavel

complexa, dada pelo desenvolvimento de Fourier

f (z) = ∑
i≥0

fiPi(z)

ent̃ao

fi =
1
µi
〈u, f Pi〉

Para estas funções, definem-se os aproximantes racionais:

Definição 2.1 [25], [34] Para cada par de valoresp,q∈ N, define-se o aproximante de Frobenius-
Pad́e (AFP) de ordem(p,q) de f (z), como a funç̃ao racional

[p/q]Pf (z) =
N[p/q](z)
D[p/q](z)

≡ ∑p
i=0aiPi(z)

∑q
i=0biPi(z)

9
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tal que

D[p/q](z) f (z)−N[p/q](z) = O(Pp+q+1(z))

Desta definiç̃ao resulta que os coeficientesa0, . . . ,ap eb0, . . . ,bq satisfazem a equação

q

∑
i=0

biPi(z) f (z)−
p

∑
i=0

aiPi(z) = ∑
i≥p+q+1

eiPi(z) (2.1)

Definindo [34]
Pi(z) f (z) = ∑

j≥0

h j,iPj(z)

com

h j,i =
1
µj

〈
u,Pi(z)Pj(z) f (z)

〉
(2.2)

e substituindo, obtemos

∑
j≥0

(
q

∑
i=0

h j,ibi

)
Pj(z)−

p

∑
i=0

aiPi(z) = ∑
i≥p+q+1

eiPi(z) (2.3)

Agrupando os coeficientes, concluı́mos que (2.1)́e equivalente a

{
∑q

i=0h j,ibi = a j , j = 0, . . . , p
∑q

i=0h j,ibi = 0, j = p+1, . . . , p+q.
(2.4)

As últimasq equaç̃oes constituem um sistema linear homogéneo nasq+1 incógnitasb j . Calculados
osb j , os valoresa0, . . . ,ap podem calcular-se directamente a partir das primeirasp+1 equaç̃oes.

Podemos concluir que, para calcular o AFP[p/q]Pf (z) temos dois problemas a resolver: o cálculo
dos coeficientesh j,i , j = 0, . . . , p+ q, i = 0, . . . ,q, problema que será tratado na secção 2.2.1; e a
resoluç̃ao do sistema deq equaç̃oes lineares homogéneas

H ·b≡




hp+1,0 . . . hp+1,q
...

...
hp+q,0 . . . hp+q,q







b0
...

bq


 =




0
...
0


 (2.5)

nasq+1 incógnitasb0,...,bq.

Logo, definindo

G[p/q] =




h00 . . . h0,q−1
...

...
...

hp,0 . . . hp,q−1


 , g[p/q] =




h0q
...

hpq




H [p/q] =




hp+1,0 . . . hp+1,q−1
...

...
...

hp+q,0 . . . hp+q,q−1


 , h[p/q] =




hp+1,q
...

hp+q,q




(2.6)

obtemos a seguinte proposição:
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Proposiç̃ao 2.1 Sedet(H [p/q]) 6= 0, ent̃ao o sistema (2.5) admite uma solução única tal quebq = 1.
Além disso, obtemos o AFP

[p/q]Pf (z) =

p

∑
k=0

akPk(z)

Pq(z)+
q−1

∑
j=0

b jPj(z)

resolvendo parab = (b0, . . . ,bq−1)
T , o sistemaq×q

H [p/q] ·b =−h[p/q] (2.7)

e calculandoa = (a0, . . . ,ap)
T a partir de

a = G[p/q] ·b+g[p/q]

Desta proposiç̃ao, resulta que o cálculo dos coeficientes de[p/q]Pf (z) necessita dos elementos
hi, j , i = 0, . . . , p+q, j = 0, . . . ,q

A matrizH [p/q] designa-se pormatriz de Frobenius-Pad́e, e (2.5) constitui umsistema de Frobe-
nius-Pad́e. Tal como na aproximação de Pad́e, os AFP podem representar-se numa tabela bidimen-
sional, onde[p/q]Pf (z) ocupa a posiç̃ao definida pela linhap e a colunaq. Esta tabela designa-se por
tabela de Frobenius-Padé (TFP).

Definição 2.2 A tabela de Frobenius-Padé é normal se e śo se

det(H [p/q]) 6= 0, p,q≥ 0

Esta definiç̃ao implica que [34]:

1. Para cada par(p,q), temos que∂N[p/q] = p e ∂D[p/q] = q. Isto implica que todos os aproxi-
mantes de uma TFP são distintos;

2. O coeficiente do primeiro termo da expansão em śerie do erro (2.1)́e ñao nulo.

Em todo este trabalho, considera-se um AFP[p/q]Pf (z) normalizado sebq = 1. Com esta norma-
lização, o resultado da proposição anterioŕe suficiente para garantir a unicidade do aproximante de
Frobenius-Pad́e [p/q]Pf (z), como se expressa no corolário seguinte.

Corolário 2.1 Sedet(H [p/q]) 6= 0, ent̃ao o aproximante de Frobenius-Padé[p/q]Pf (z)= N[p/q](z)/D[p/q](z)
tal que 




ap 6= 0
bq = 1
ep+q+1 6= 0

existe ée único.

No resto deste capı́tulo, as definiç̃oes aqui introduzidas são utilizadas para enunciar os principais
problemas relacionados com o cálculo dos coeficientes dos AFP. No capı́tulo 3, as propriedades
dos coeficienteshi, j são utilizadas para introduzir novos resultados que permitem obter algoritmos
rápidos de resolução do sistema de Frobenius-Padé.
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2.2 Cálculo dos aproximantes

Como ficou exposto em 2.1, o cálculo dos coeficientes{ai}p
i=0 e{bi}q−1

i=0 do aproximante norma-
lizado

[p/q]Pf (z) =
∑p

i=0aiPi(z)

∑q−1
i=0 biPi(z)+Pq(z)

envolve em geral três fases: o ćalculo das entradashi j da matriz de Frobenius-Padé; a resoluç̃ao do
sistema Frobenius-PadéH [p/q] ·b=−h[p/q] em ordem ab; o cálculo dos coeficientesai directamente
pora = G[p/q] ·b+g[p/q].

A definição dos elementoshi j permite deduzir duas fórmulas de ćalculo distintas, apresentadas
nas secç̃oes seguintes, cujas vantagens relativas são distintas, como veremos, conforme o algoritmo
de ćalculo dos coeficientes do aproximante que se pretende utilizar.

A normalizaç̃ao introduzida na AFP, e a matriz de Frobenius-Padé a ela associada, permite obter,
naúltima parte desta secção, um algoritmo de ćalculo recursivo dos coeficientes dos denominadores
dos aproximantes por decomposiçãoLU da matriz.

2.2.1 Ćalculo recursivo dos coeficienteshi, j

Da definiç̃ao (2.2), dependendo da funcionalu, não resulta em geral, uma forma prática de
efectuar o ćalculo dos valoreshi, j . No entanto, desta expressão, resultam imediatamente duas
propriedades: a primeira permitindo calcular a primeira coluna da matriz

hi,0 =
1
µi
〈u, f (z)Pi(z)〉= fi , i ≥ 0;

e a segunda, estabelecendo alguma ”simetria”entre os elementos da matriz

h j,i =
µi

µj
hi, j , i, j ≥ 0 (2.8)

que nos permite reduzir o esforço de cálculoà parte triangular inferior da matriz.

Sendo{Pi(z)}i≥0 uma faḿılia de polińomios ortogonais, de entre outras propriedades carac-
teŕısticas conhecidas,é sabido que satisfazem uma relação de recorr̂encia de ordem 2

zPi(z) = αiPi+1(z)+βiPi(z)+ γiPi−1(z), γi 6= 0, i ≥ 0 (2.9)

P0(z) = 1, P1(z) = (z−β0)/α0

Esta relaç̃ao de recorr̂enciaé a chave para a demonstração da proposiç̃ao seguinte, estabelecendo
uma relaç̃ao entre os coeficientes de Fourier das séries f (z) eg(z) = z f(z).

Proposiç̃ao 2.2 Se f (z) = ∑i≥0 fiPi(z) e g(z) = z f(z) = ∑i≥0giPi(z) são duas śeries de Fourier
formais e{Pi}i≥0 é a faḿılia de polińomios ortogonais satisfazendo a relação de recorr̂encia (2.9),
ent̃ao {

gi = αi−1 fi−1 +βi fi + γi+1 fi+1, i ≥ 1
g0 = β0 f0 + γ1 f1
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Demonstraç̃ao. Multiplicando porzambos os membros def (z) = ∑i≥0 fiPi(z), obtemos

g(z) = ∑
i≥0

fizPi(z)

SubstituindozPi(z) pela express̃ao dada por (2.9), temos que

∑
i≥0

giPi(z) = ∑
i≥0

fi(αiPi+1(z)+βiPi(z)+ γiPi−1(z))

= (β0 f0 + γ1 f1)P0(z)+ ∑
i≥1

(αi−1 fi−1 +βi fi + γi+1 fi+1)Pi(z)

e o resultado fica demonstrado pela unicidade da representação em śerie de Fourier no sistema de
polinómios ortogonais{Pi}i≥0.

Em [34] mostra-se que os coeficienteshi, j satisfazem a relação de recorr̂encia

hi, j+1 =
1

α j
(
µi+1

µi
αihi+1, j +(βi−β j)hi, j +

µi−1

µi
γihi−1, j − γ jhi, j−1), i, j ≥ 1 (2.10)

Com o resultado da proposição anterior, podemos obter, de forma independente da utilizada em [34],
uma relaç̃ao de recorr̂encia envolvendo os mesmos cinco coeficientes de Fourierhi, j .

Proposiç̃ao 2.3 Definindohi, j como sendo os coeficientes de Fourier do desenvolvimento em série
Pj(z) f (z) = ∑i≥0hi, jPi(z), j ≥ 0, pelo menos formalmente, e fazendoh−1, j = h j,−1 = 0, j ≥ 0, temos
que

hi, j+1 =
1

α j
(αi−1hi−1, j +(βi−β j)hi, j + γi+1hi+1, j − γ jhi, j−1), i, j ≥ 0 (2.11)

Demonstraç̃ao. A partir da relaç̃ao de recorr̂encia (2.9), podemos escrever

Pj+1(z) f (z) =
1

α j
((z−β j)Pj(z)− γ jPj−1(z)) f (z), j ≥ 1

e

P1(z) f (z) =
1

α0
(z−β0) f (z)

logo, aplicando a proposição anterior̀a funç̃aozPj(z) f (z) e a definiç̃ao dehi, j , obtemos

∑
i≥0

hi, j+1Pi(z) =
1

α j
((β0h0, j + γ1h1, j)P0(z)+ ∑

i≥1

(αi−1hi−1, j +βihi, j + γi+1hi+1, j)Pi(z)

−β j ∑
i≥0

hi, jPi(z)− γ j ∑
i≥0

hi, j−1Pi(z)), j ≥ 1

e

∑
i≥0

hi,1Pi(z) =
1

α0
((β0h0,0 + γ1h1,0)P0(z)+ ∑

i≥1

(αi−1hi−1,0 +βihi,0 + γi+1hi+1,0)Pi(z)

−β0 ∑
i≥0

hi,0Pi(z))

e o resultado fica demonstrado igualando os coeficientes de ambos os membros nestas duas igualda-
des
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Da teoria dos polińomios ortogonais, concretamente das propriedades dos coeficientes da relação
de recorr̂encia (2.9), podemos concluir que as duas relações (2.10) e (2.11) são equivalentes. De
facto, das definiç̃oes apresentadas em [24], podemos deduzir que

αi =
ki

ki+1
, βi =

k̃i

ki
− k̃i+1

ki+1
, γi =

ki−1µi

kiµi−1
,

ondeki e k̃i são os coeficientes da representação

Pi(z) = kiz
i + k̃iz

i−1 + · · ·

Com estas f́ormulasé imediato concluir que

αiµi+1 = γi+1µi , i ≥ 0

e este resultado aplicado a (2.10)é suficiente para mostrar que esta equaçãoé equivalente a (2.11).

A vantagem da relação (2.11) relativamente a (2.10) reside no facto de não envolver as quantida-
desµi . Se, para o caso dos polinómios ortogonais clássicos estas quantidades são bem conhecidas,
ver [24], ñao apresentando a sua utilização qualquer problema, para a aplicação dos resultados a
séries de polińomios mais gerais, este facto pode ter importância na implementação dos algoritmos.
Esta vantageḿe particularmente notória noúltimo caṕıtulo desta tese, onde se trata de generalizar
os resultados obtidos para a aproximação de Frobenius-Padé, a śeries de polińomios consideradas
como generalizando as séries de Fourier.

Para construir um algoritmo de cálculo dos elementoshi, j , baseado na relação de recorr̂encia
(2.11),é necesśario notar que, devidòa estrutura da relação, envolvendo os elementos

hi−1, j

hi, j−1 hi, j hi, j+1

hi+1, j

,

para calcular toda a colunaj at́e à linhap+q (como requer o ćalculo de[p/q]Pf (z)), s̃ao necesśarios
os valores dos elementos da colunaj −1 at́e à linha p+ q+ 1. Assim, para alcançar os valores da
colunaq temos de calcular todos os elementoshi, j , i = 0, . . . , p+2q− j, j = 0, . . . ,q




h0,0 h0,1 · · · h0,q−1 h0,q
...

...
...

...
hp+q,0 hp+q,1 · · · hp+q,q−1 hp+q,q

hp+q+1,0 hp+q+1,1 · · · hp+q+1,q−1
...

...
hp+2q−1,0 hp+2q−1,1

hp+2q,0




Este facto revela outra diferença da aproximação de Frobenius-Padé, relativamentèa aproximaç̃ao
de Pad́e: enquanto que na situação cĺassica, da aproximação de Pad́e para śeries de pot̂encias, a
construç̃ao do aproximante[p/q] f (z) de ordemp+q+1 envolve os coeficientes da série at́eà ordem
p+q, o ćalculo do aproximante de Frobenius-Padé da mesma ordem, envolve os coeficientes da série
fi = hi,0, at́e à ordemp+2q.
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Estas f́ormulas podem ilustrar-se com exemplos, concretizando a famı́lia dos polińomios orto-
gonais envolvida.É comum na literatura, aparecerem referidas pela mesma designação, diversas
faḿılias de polińomios ortogonais. Geralmente, tais polinómios, diferem apenas por uma constante
de normalizaç̃ao. Os dados apresentados a seguir, nomeadamente os coeficientes da relação de
recorr̂encia associada a cada famı́lia de polińomios ortogonais, correspondem̀as designaç̃oes e
à normalizaç̃ao utilizada em [24]. Os dados seguintes, que se apresentam sem qualquer outra
refer̂encia, s̃ao recolhidos de [24], excepto o caso dos polinómios de Bessel. Estes exemplos, com
a normalizaç̃ao aqui apresentada, servem de referência para os exemplos de aplicação apresentados
at́e ao final deste trabalho.

Exemplo 2.1 Os polińomios de LegendrePi(z), normalizados porPi(1) = 1, i ≥ 0, satisfazem a
relação de recorr̂encia (2.9), com

{
αi = i+1

2i+1, βi = 0, γi = i
2i+1, i ≥ 1

α0 = 1, β0 = 0

Logo, para (2.11) obtemos neste caso,

hi0 = fi , i = 0, . . . , p+2q

hi1 =
i +1
2i +3

fi+1 +
i

2i−1
fi−1, i = 1, . . . , p+2q−1

hi, j+1 =
2 j +1
j +1

(
i +1
2i +3

hi+1, j +
i

2i−1
hi−1, j

)
− j

j +1
hi, j−1,

j = 1, . . . ,q−1
i = j +1, . . . , p+2q− j−1

Com a mesma normalização, os valoresµi = 2
2i+1, i ≥ 0 permitem reduzir o esforço de cálculo dos

elementos da parte triangular superior das matrizes, conforme (2.8)

hi, j =
2i +1
2 j +1

h j,i , j = 1, . . . ,q, i = 0, . . . , j−1

Exemplo 2.2 Para os polińomios de ChebyshevTi(z), normalizados porTi(1) = 1, a relaç̃ao de
recorrênciaé {

zTi(z) = 1
2(Ti+1(z)+Ti−1(z)), i ≥ 1

T0(z) = 1, T1(z) = z

Logo:

hi0 = fi , i = 0, . . . , p+2q

hi1 =
1
2

( fi+1 + fi−1) , i = 1, . . . , p+2q−1

hi, j+1 = hi+1, j +hi−1, j −hi, j−1,
j = 1, . . . ,q−1
i = j +1, . . . , p+2q− j−1

hi, j = h j,i , j = 1, . . . ,q, i = 0, . . . , j−1

Estes s̃ao dois casos particulares da classe de polinómios de GegenbauerC(ν)
i (z) correspondentes,

respectivamente, aν = 1/2 e ν = 0.
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Exemplo 2.3 Os polińomios de GegenbauerC(ν)
i (z), ν >−1/2, tais queC(ν)

i (1) =
(i+2ν−1

i

)
seν 6= 0

eC(0)
0 (1) = 1, C(0)

i (1) = 2/i, i ≥ 1, definem-se pela relação de recorr̂encia
{

zC(ν)
i (z) = i+1

2(i+ν)C
(ν)
i+1(z)+ (i+2ν−1)

2(i+ν) C(ν)
i−1(z), i ≥ 1

C(ν)
0 (z) = 1, C(ν)

1 (z) = 2νz

Neste caso, os coeficienteshi, j podem calcular-se pela recorrência

hi0 = fi , i = 0, . . . , p+2q

hi1 = ν
(

i +2ν
i +1+ν

fi+1 +
i

i−1+ν
fi−1

)
, i = 1, . . . , p+2q−1

hi, j+1 =
j +ν
j +1

(
i +2ν

i +1+ν
hi+1, j +

i
i−1+ν

hi−1, j

)
− j−1+2ν

j +1
hi, j−1,

j = 1, . . . ,q−1
i = j +1, . . . , p+2q− j−1

e

hi, j =
i!(i +ν)Γ( j +2ν)
j!( j +ν)Γ(i +2ν)

h j,i , j = 1, . . . ,q, i = 0, . . . , j−1

Esta classe de polinómios, por sua vez,́e um caso particular dos polinómios de Jacobi,P(α,β)
i (z),

correspondente aα = β.

Exemplo 2.4 Com a normalizaç̃aoP(α,β)
i (1)=

(i+α
i

)
, os polińomios de Jacobi,P(α,β)

i (z), Re(α),Re(β)>
−1, definem-se pela relação de recorr̂encia (2.9) com

αi =
2(i +1)(i + γ)

(2i + γ)(2i + γ+1)
, βi =

β2−α2

(2i + γ−1)(2i + γ+1)
, γi =

2(i +α)(i +β)
(2i + γ−1)(2i + γ)

, i ≥ 0

comγ = α+β+1

Exemplo 2.5 Os polińomios de LaguerreL(α)
i (z), normalizados com coeficiente principalki =

(−1)i

i! ,
satisfazem a relaç̃ao de recorr̂encia

{
zL(α)

i (z) =−(i +1)L(α)
i+1(z)+(2i +α+1)L(α)

i (z)− (i +α)L(α)
i−1(z), i ≥ 1

L(α)
0 (z) = 1, L(α)

1 (z) = 1+α−z

Comα = 0, obtemos

hi,1 = (i +1) fi+1−2i f i + i f i−1, i ≥ 1

hi, j+1 =
i +1
j +1

hi+1, j −2
i− j
j +1

hi, j +
i

j +1
hi−1, j − j

j +1
hi, j−1, i, j ≥ 1

Exemplo 2.6 Os polińomios de Hermite,Hi(z) tais queµi = i!2i√π, definem-se pela relação de
recorrência {

z Hi(z) = 1
2Hi+1(z)+ i Hi−1(z), i ≥ 1

H0(z) = 1, H1(z) = 2z

Encontramos parahi j

hi1 = (i +1) fi+1 +
1
2

fi−1, i ≥ 1

hi, j+1 = 2(i +1)hi+1, j +hi−1, j −2 j hi, j−1, i, j ≥ 1



2.2. CÁLCULO DOS APROXIMANTES 17

Exemplo 2.7 Para os polińomios de BesselY(α)
i (z), com normaµi = 2(−1)i+1i!

(2i+α+1)(α+1)i
, temos [11]





zY(α)
i (z) =

2
(2i +α)3

[
(i +α+1)(2i +α)Y(α)

i+1(z)−α(2i +α+1)Y(α)
i (z)− i(2i +α+2)Y(α)

i−1(z)
]

Y(α)
0 (z) = 1, Y(α)

1 (z) = α+2
2 z+1

,

comα = 0 obtemos

hi1 =
−1

2i +3
fi+1 +

1
2i−1

fi−1, i ≥ 1

hi, j+1 = hi, j−1− (2 j +1)
[

hi+1, j

2i +3
− hi−1, j

2i−1

]
, i, j ≥ 1

2.2.2 Coeficientes de linearizaç̃ao

Analisando (2.2) vemos que se tivermos uma forma simples de representar o produtoPi(z)Pj(z)
na pŕopria base{Pi(z)}i≥0, tal propriedade deve produzir uma forma simples de calcular os valores
hi, j . SendoPi(z), i ≥ 0 polinómios ortogonais,́e sabido que satisfazem uma lei de multiplicação [28]

Pi(z)Pj(z) =
i+ j

∑
k=|i− j|

di jkPk(z) (2.12)

ondedi jk constituem os chamadoscoeficientes de linearização. Substituindo em (2.2), obtemos

hi, j =
1
µi

i+ j

∑
k=|i− j|

di jk〈u,Pk f 〉

=
1
µi

i+ j

∑
k=|i− j|

di jkµk fk, i, j ≥ 0 (2.13)

Exemplo 2.8 Um caso particularmente simples, resulta da lei de multiplicação dos polińomios de
Chebyshev. SePi(z) = Ti(z), i ≥ 0 são os polińomios do exemplo 2.2, então

Ti(z)Tj(z) =
1
2
(T|i− j|(z)+Ti+ j(z)),

ou sejadi, j,|i− j| = di, j,i+ j = 1/2 edi, j,k = 0, |i− j|< k < i + j . Logo, sei ≥ j

hi, j =
1

2µi
(µi− j fi− j +µi+ j fi+ j) =





1
2( fi− j + fi+ j), i 6= j ≥ 1
1
2(2 f0 + f2i), i = j ≥ 1
fi , j = 0
1
2 f j , i = 0

Geralmente, em (2.12) temos uma soma com mais coeficientes não nulos, do que no caso de
Chebyshev, e expressões para os coeficientesdi jk , que podem envolver de forma não elementar
os ı́ndicesi, j,k. Este facto desencoraja qualquer tentativa de utilização directa destas expressões
para calcular numericamente os coeficienteshi, j utilizando (2.13), como se verifica com os exemplo
seguintes.
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Exemplo 2.9 Para os polińomios de GegenbauerCν
i (z), referidos no exemplo 2.3,é dada a f́ormula

[1]

Cν
i (z)Cν

j (z) =
min(i, j)

∑
k=0

(i + j +ν−2k)(ν)k(ν)i−k(ν) j−k(2ν)i+ j−k

(i + j +ν−k)(ν)i+ j−k(2ν)i+ j−2k

· (i + j−2k)!
k!(i−k)!( j−k)!

Cν
i+ j−2k(z), i, j ≥ 1

Exemplo 2.10 No caso dos polińomios de Hermite, com a definição do exemplo 2.6,

Hi(z)H j(z) =
min(i, j)

∑
k=0

2kk!

(
i
k

)(
j
k

)
Hi+ j−2k(z)

Exemplo 2.11 Para os coeficientes de linearização do produto dos polińomios de Laguerre, referi-
dos no exemplo 2.5, em termos de uma soma hipergeométrica [28],

L(α)
i (z)L(α)

j (z) =
i+ j

∑
k=|i− j|

(−2)i+ j−k

(k
i

)(k
j

)(i+ j
k

)
(i+ j

i

)

·3F2

(
k+α+1,(k− i− j)/2,(k− i− j +1)/2

k− i +1,k− j +1

∣∣∣∣1

)
L(α)

k (z), i, j ≥ 1

Por outro lado, o ćalculo destes coeficientes de linearização, pode fazer-se por recorrência,
utilizando propriedades dos polinómios. Os polińomios de Jacobi, de Laguerre, de Hermite e de
Bessel, constituem os chamados polinómios ortogonais clássicos. Estes polinómios satisfazem um
conjunto de propriedades bem conhecidas, de entre as quais [28]:

A relação de recorr̂encia já referida em (2.9) e que, por uma questão de conveniência de notaç̃ao
se pode escrever na forma

zPi(z) = ξ0Pi−1(z)+ξ1Pi(z)+ξ2Pi+1(z), i ≥ 0 (2.14)

P−1(z) = 0, P0(z) = 1

ondeξ0 = γi 6= 0, ξ1 = βi e ξ2 = αi são funç̃oes dóındicei e ñao dependem dez;

A equaç̃ao diferencial
σP′′i (z)+ τP′i (z)+λiPi(z) = 0 (2.15)

σ e τ são polińomios emz, com∂σ≤ 2 e ∂τ = 1, que ñao dependem dei e

λi =−1
2

i
(
(i−1)σ′′+2τ′

)
, i ≥ 0;

A relação de estrutura

σP′i (z) = d0Pi−1(z)+d1Pi(z)+d2Pi+1(z), i ≥ 0 (2.16)

d0, d1ed2 são funç̃oes dei.
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Esta notaç̃aoé utilizada no teorema seguinte

Teorema 2.1 (Lewanowicz,1996)[28] Os coeficientes de linearização em

Pi(z)Pj(z) =
i+ j

∑
k=|i− j|

di jkPk(z)

satisfazem a relaç̃ao de recorr̂encia

A0µk−1di, j,k−1 +A1µkdi, j,k +A2µk+1di, j,k+1 = 0, k = i + j, . . . , |i− j|+1 (2.17)

com as condiç̃oes iniciais

di, j,i+ j+1 = 0

di, j,i+ j =
aia j

ai+ j
, i, j ≥ 0 (2.18)

ondeai é o coeficiente principal dePi(z) na representaç̃ao Pi(z) = aizi + · · · e µk = 〈u,PkPk〉 e,
utilizando a notaç̃ao de (2.14)-(2.16),

Am = (τ′−σ′′−λk)Bm+(λi−λ j)2Cm, m= 0,1,2

com

Bm = ξm(σ′′(λk+m−1−λi−λ j)− τ′λk+m−1)+dm(λk+m−1−2λi−2λ j)
+δm1(σ′(0)(λk−λi−λ j)− τ(0)λk), m= 0,1,2

e
Cm = ξm(σ′′− τ′)−dm+δm1(σ′(0)− τ(0)), m= 0,1,2

As express̃oes dos polińomiosσ e τ, bem como dos coeficientesai , ξm, dm e dos valoresµk são
conhecidas para os polinómios ortogonais clássicos, i.e., para as famı́lias de polińomios de Bessel,
Hermite, Laguerre e Jacobi [28].

Exemplo 2.12 Considerando os polińomios de JacobiP(α,β)
k (z), referidos no exemplo 2.4,é sabido

que [28]

µi = 2γΓ(i+α+1)Γ(i+β+1)
(2i+γ)i!Γ(i+γ) , i ≥ 0, γ = α+β+1

σ = z2−1 τ = (γ+1)z+δ, δ = α−β
λk =−k(k+ γ), k≥ 0

ak =
(−1)k(γ+k)k

2kk!

ξ0 =
2(k+α)(k+β)

(2k+ γ−1)(2k+ γ)
, d0 =−(k+ γ)ξ0

ξ1 =− α2−β2

(2k+ γ−1)(2k+ γ+1)
, d1 =

2k(k+ γ)
γ−1

ξ1

ξ2 =
2(k+1)(k+ γ)

(2k+ γ)(2k+ γ+1)
, d2 = kξ2
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Logo

Am = (k+1)(k+ γ−1)Bm+(λi−λ j)
2Cm

Bm = ((1− γ)λk+m−1−2(λi +λ j))ξm+(λk+m−1−2(λi +λ j))dm−δλkδm1

Cm = (1− γ)ξm−dm−δ δm1

e os valores iniciais

di, j,i+ j+1 = 0

di, j,i+ j =
(γ+ i)i (γ+ j) j (i + j)!

i! j! (γ+ i + j)i+ j
, i, j ≥ 0

No caso em queα = β, obtemos para a classe de polinómios de Gegenbauer do exemplo 2.3

C(ν)
k (z) =

(2ν)k

(ν+ 1
2)k

P(α,α)
k (z), ν = α+

1
2

(2.19)

uma simplificaç̃ao not́avel nas f́ormulas de recorrência.

Proposiç̃ao 2.4 SePk(z) = C(ν)
k (z) são os polińomios de Gegenbauer (2.19), então parai ≥ j

hi j =
µi+ j

µi
di, j,i+ j [ fi+ j +bi+ j−1[ fi+ j−2 + · · ·+bi− j+3[ fi− j+2 +bi− j+1 fi− j ] · · · ]], j ≥ 1, i ≥ j

com as quantidades auxiliares

bk =
4(k+2ν)Bk+1

(2k+2ν+1)Bk+2ν−1
, k = i− j +1, i− j +3, . . . , i + j−1

Bk = [k2− (i− j)2][k2− (i + j +2ν)2]

Demonstraç̃ao. Comα = β, obtemosξ1 = 0 e δ = 0, logo, tamb́emd1 = 0 eB1 = C1 = A1 = 0. Na
relaç̃ao de recorr̂encia (2.17) fica

µk−1di, j,k−1 =−A2

A0
µk+1di, j,k+1, k = |i− j|+1, . . . , i + j

A2 =−(k+1)(k+2ν−1)(k+2ν)
(k+ν)(2k+2ν+1)

[
(k+1)2− (i− j)2

][
(k+1)2− (i + j +2ν)2

]

A0 =
(k+1)(2k+2ν−1)

4(k+ν)

[
(k+2ν−1)2− (i− j)2

][
(k+2ν−1)2− (i + j +2ν)2

]

Após substituiç̃ao e simplificaç̃ao, verifica-se que

A2

A0
=−bk

logo
µk−1di, j,k−1 = bkµk+1di, j,k+1
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Uma vez quedi, j,i+ j+1 = 0, ent̃ao todos os coeficientesdi, j,k são nulos sek tem a paridade dei+ j +1,
e para os outros

µi+ j−2kdi, j,i+ j−2k = bi+ j−2k+1µi+ j−2k+2di, j,i+ j−2k+2, k = 1, . . . , j

Logo

hi j =
1
µi

i+ j

∑
k=|i− j|

µk fkdi, j,k, i, j ≥ 0

=
1
µi

j

∑
k=0

fi+ j−2kµi+ j−2kdi, j,i+ j−2k, j ≥ 0, i ≥ j

e o resultado segue pondo em evidência os factores comuns

Conhecidos os valoresbk e
d̂i, j,i+ j =

µi+ j

µi
di, j,i+ j ,

com esta f́ormula os valoreshi, j calculam-se com apenasj multiplicaç̃oes ej adiç̃oes. Os coeficientes
d̂i, j,i+ j podem calcular-se por recorrência sobrei ou sobrej. Da definiç̃ao resulta que

d000 = 1

di+1, j,i+ j+1 =
(2ν+ i +1)i+1(2ν+ j) j(i + j +1)!

(i +1)! j!(2ν+ i + j +1)i+ j+1
, i, j ≥ 0

onde(a)m é o śımbolo de Pochhammer,

(a)0 = 1

(a)m = a(a+1) · · ·(a+m−1), m≥ 1

Facilmente se verifica que

(a+1)m+1 =
(a+m)(a+m+1)

a
(a)m, a 6= 0, m≥ 0

E com esta regra concluı́mos que

d̂i, j,i+ j =
(ν+ i)(ν+ i + j−1/2)
(ν+ i−1/2)(ν+ i + j)

µi+ j−1

µi−1
di−1, j,i+ j−1

= (1+
j

(2ν+2i−1)(ν+ i + j)
)d̂i−1, j,i+ j−1, i ≥ 1, j ≥ 0

d̂ j, j,2 j =
(ν+ j)(ν+ j−1)(ν+2 j−1/2)(ν+2 j−3/2)

(ν+2 j)(ν+2 j−1)(2ν+ j−1) j
d̂ j−1, j−1,2 j−2, j ≥ 1

Estas f́ormulas justificam o seguinte algoritmo, para o caso em que a famı́lia de polińomios
pertencèa classe de Gegenbauer:

Algoritmo 2.1

Dados: p, q∈ N e{ fi}p+2q
i=0
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Calcula: H = (hi, j)
p+q,q
i=0, j=0

Parâmetros: ν

Quantidades auxiliares:

Bi, j,k = [k2− (i− j)2][k2− (i + j +2ν)2]

bi, j,k = 4(k+2ν)B(i, j,k+1)
(2k+2ν+1)B(i, j,k+2ν−1)

Valores iniciais: d00 = 1

Calcular:

hi,0 = fi , i = 0, p+q (coluna0)

h0, j = f j , j = 1,q (linha 0)

Para j = 1,q

d j, j = (ν+ j)(ν+ j−1)(ν+2 j−1/2)(ν+2 j−3/2)
(ν+2 j)(ν+2 j−1)(2ν+ j−1) j d j−1, j−1

S= f0

Para k = 1, j

S= f2k +b j, j,2k−1S

Fim k

h j, j = d j, jS

Para i = j +1, p+q

di, j = (1+ j
(2ν+2i−1)(ν+i+ j))di−1, j

S= fi− j

Para k = 1, j

S= f2k+i− j +bi, j,2k+i− j−1S

Fim k

hi, j = di, jS

Fim i

Para i = j +1,q

h j,i = Γ(i+2ν) j!( j+ν)
Γ( j+2ν)i!(i+ν) hi, j

Fim i

Fim j

Este algoritmo calcula cada elementohi, j com j multiplicaç̃oes, o que totalizaO(1
6q2(3p+ q))

multiplicaç̃oes se for necessário calcular toda a tabelaH = H [p/q]. Cada uma destas multiplicações
envolve um factorbi, j,k que é uma funç̃ao racional dośındices i, j e k. São ainda necessárias
O(1

2q(2p+q+1)) operaç̃oes para implementar a relação de recorr̂encia que envolve os coeficientes
di, j,i+ j . No algoritmo de [34], baseado na relação de recorr̂encia (2.10), calculam-se os valores deH,
e mais as quantidades auxiliares, com5q(p+q) multiplicaç̃oes. Podemos concluı́r que, pelo menos
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sob o ponto de vista do volume de cálculos, o algoritmo de recorrênciaé vantajoso se se pretende
calcular toda a tabelaH. Este algoritmo alternativo, poderá ter vantagem se apenas se pretende
calcular alguns dos valoreshi, j . No caṕıtulo seguinte, apresenta-se um algoritmo de resolução dos
sistemas de Frobenius-Padé, onde a factorização LU das matrizesH [p/q] é efectuada a partir dos
valores de apenas uma das suas colunas e duas das suas linhas.

Na secç̃ao seguinte, desenvolve-se um algoritmo que, explorando a relação entre os sistemas
de Frobenius-Padé associados a dois aproximantes consecutivos da mesma linha, permite calcular
recursivamente a factorizaçãoLU das matrizes, e calcular recursivamente os coeficientes dos apro-
ximantes de uma mesma linha.

2.3 Cálculo recursivo dos aproximantes de uma mesma linha por de-
composiç̃aoLU da matriz H

A partir das f́ormulas paraa e b na proposiç̃ao 2.1 podemos obter uma relação de recorr̂encia
para aproximantes na mesma linha da TFP. Consideremosp um inteiro fixo, e suponhamos que
para algum inteiroq, a factorizaç̃ao LU da matrizHq = H [p/q] est́a calculada e que o sistema de
Frobenius-Pad́e Hq · bq = −hq, com hq = h[p/q] como na proposiç̃ao 2.1, j́a foi resolvido. Com o
resultado da proposição seguinte, obtemos uma factorização triangular da matrizHq+1 com o custo
computacional de resolver um sistema triangular inferior de equações lineares.

Proposiç̃ao 2.5 Dadop≥ 0, sejamHq = Lq ·Uq, bq = (b0, . . . ,bq−1)
T eyq = (y0, . . . ,yq−1)

T tais que
{

Lq ·yq =−hq

Uq ·bq = yq

comHq = H [p/q] = [hi j ]
p+q,q−1
i=p+1, j=0 ehq = h[p/q] = [hiq]

p+q
i=p+1 para algumq = 1,2, . . .. Ent̃ao

Hq+1 =
[

Lq 0
xT

q 1

]
·
[

Uq −yq

0 e[p/q]
p+q+1

]
(2.20)

onde
e[p/q]

p+q+1 = lT
q ·bq +hp+q+1,q, lq = [hp+q+1, j ]

q−1
j=0,

constitui o primeiro termo do erro em (2.3) exq definido por

UT
q ·xq = lq.

Demonstraç̃ao. Partindo da definiç̃ao (2.6) temos

Hq+1 = H [p/q+1] =
[

Hq hq

lT
q hp+q+1,q

]

logo

Hq+1 =
[

Lq ·Uq −Lq ·yq

lT
q hp+q+1,q

]

=
[

Lq 0
lT
q ·U−1

q 1

]
·
[

Uq −yq

0 hp+q+1,q + lT
q ·U−1

q ·yq

]
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e (2.20) segue imediatamente delT
q ·U−1

q = xT
q eU−1

q ·yq = bq

Desta proposiç̃ao obtemos dois corolários, o primeiro fornece uma condição equivalentèa condiç̃ao
de normalidade para o aproximante[p/q+1]Pf (z).

Corolário 2.2 SeHq = H [p/q] é uma matriz regular ee[p/q]
p+q+1 6= 0, ent̃ao Hq+1 = H [p/q+1] é uma

matriz regular e

det(H [p/q+1]) = det(H [p/q])∗e[p/q]
p+q+1 = fp+1∗

q

∏
j=1

e[p/ j]
p+ j+1

Demonstraç̃ao. A partir de (2.20) obtemos

det(Hq+1) = det(Hq)∗e[p/q]
p+q+1

e o resultado obtém-se por induç̃ao sobrek e o facto deH1 = [hp+1,0] ehp+1,0 = fp+1.

O coroĺario seguinte estabelece a forma de cálculo do vectorbq+1 dos coeficientes do denomina-
dorD[p/q+1](z) = Pq+1(z)+∑q

j=0bq+1, jPj(z) de[p/q+1]Pf (z).

Corolário 2.3 See[p/q]
p+q+1 6= 0, definindo

hq+1 =
[

h(1)

hp+q+1,q+1

]
, h(1) =




hp+1,q+1
...

hp+q,q+1




obtemos

yq+1 =
[

y(1)

ψ

]
, bq+1 =

[
b(1)

β

]

resolvendo os dois sistemas triangulares

{
Lq ·y(1) =−h(1)

ψ =−xT
q ·y(1)−hp+q+1,q+1

,

{
β = ψ/e[p/q]

p+q+1

Uq ·b(1) = y(1) +β∗yq

Demonstraç̃ao. É imediata aṕos substituiç̃ao em
{

Lq+1 ·yq+1 =−hq+1

Uq+1 ·bq+1 = yq+1

Calculado o vectorbq+1 dos coeficientes do denominador, com a notação da proposiç̃ao 2.1, o
vectoraq+1 = (aq+1,0, . . . ,aq+1,p)T dos coeficientes do numerador,N[p/q+1](z) = ∑p

j=0aq+1, jPj(z) do
aproximante[p/q+1]Pf (z), calcula-se com o produto matriz-vector

aq+1 = G[p/q+1] ·bq+1 +g[p/q+1].

Com os pressupostos do corolário anterior, estes resultados podem iterar-se para calcular os
vectores(bq+k)J

k=1 e (aq+k)J
k=1 dos coeficientes, respectivamente dos denominadoresD[p/q+k](z) e
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dos numeradoresN[p/q+k](z), da sucess̃ao de aproximantes[p/q+k]Pf (z), k = 1,2, . . . ,J, sendoJ um
inteiro positivo dado.

A implementaç̃ao destas f́ormulas num algoritmo pode enquadrar-se em duas situações distintas:

q = 1 Para calcular os primeiros elementos,[p/k]Pf (z), k = 1,2, . . . ,J+1, de uma determinada linha
p da tabela. Neste caso os valores iniciaisL eU são as matrizes1×1, L = [1], U = [ fp+1],
logo y = −[hp+1,1] e sehp+1,0 = fp+1 6= 0 ent̃ao b1 = −hp+1,1/hp+1,0. Os restantes dados,
neste caso os coeficienteshi, j , i = 0, . . . , p+J+1, j = 0, . . . ,J+1, podem calcular-se, a partir
dos primeirosp+ 2J + 2 coeficientes da série, utilizando um dos processos apresentados na
secç̃ao anterior.

q > 1 Atendendo aos pressupostos do inı́cio desta secç̃ao, se os coeficientes do aproximante[p/q]Pf (z)
foram calculados via factorização LU da matriz FP associada, para o que se poderá utilizar
um algoritmo ŕapido apresentado no capı́tulo seguinte, então os aproximantes seguintes da
mesma linha, poderão calcular-se com este algoritmo, reduzindo o esforço computacional na
factorizaç̃ao das matrizes. Esta utilização do algoritmo poderá ser necessária, se uma sucessão
de aproximantes, iniciada comq = 1, quebra com um valor singular, i.e. see[p/k+1]

p+k+1 = 0 para
algum k > 0. Neste caso, esta utilização do algoritmo permite reinicializar o cálculo dos
aproximantes da linhap, a partir de uma colunaq > k+1 tal queH [p/q] é uma matriz regular.

Em qualquer caso, verifica-se que o conjunto de coeficientes da série, necesśario para calcular
os aproximantes[p/q+k]Pf (z), k = 1, . . . ,J é{ fi}p+2q+2J

i=0 ou seja, o mesmo conjunto de coeficientes

necesśario para calcular a matrizH [p/q+J] e calcular os coeficientes do aproximante[p/q+ J]Pf (z)
resolvendo o sistema associado.

Para a implementação do algoritmo seguinte,é suposto estarem disponı́veis rotinas para calcular
todas as quantidades auxiliares, a saber: os coeficienteshi, j , i = 0, . . . , p+ q+ J, j = 0, . . . ,q+ J,
para o que se pode utilizar um dos processos apresentados na secção anterior; para o casoq > 1, as
matrizes{L,U} tais queH [p/q] = L ·U , para o que se pode utilizar uma rotina geral de decomposição
LU ou, como se mostra no capı́tulo seguinte, utilizar um algoritmo rápido de decomposição LU
baseado na estrutura da matrizH [p/q], com vantagens sob o ponto de vista do volume de cálculos a
efectuar; a resolução do sistema de Frobenius-Padé H [p/q] ·bq = −h[p/q], utilizando uma rotina de
resoluç̃ao de sistemas triangulares, com as matrizesL eU .

Algoritmo 2.2

Dados: p, q, J ∈ N,e{ fi}p+2q+2J
i=0

Calcula: [p/q+k]Pf (z) = N[p/q+k](z)
D[p/q+k](z) , k = 1, . . . ,J

Cálculos auxiliares:
{

hi, j
}p+q+J,q+J

i=0, j=0

{L,U} : H [p/q] = L ·U
{bq,y} : L ·y =−h[p/q], U ·bq = y

Calcular:

Para k = 1,J
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l =
{

hp+q+k, j
}q+k−2

j=0

ek = lT ·bq+k−1 +hp+q+k,q+k−1

Seek = 0 então ” e[p/q+k−1]
p+q+k é nulo” e termina

ResolverUT ·x = l

h(1) =
{

hi,q+k
}p+q+k−1

i=p+1

ResolverL ·y(1) =−h(1)

ψ =−xT ·y(1)−hp+q+k,q+k

β = ψ/ek

ResolverU ·b(1) = y(1) +β∗y

L =
[

L 0
xT 1

]
, U =

[
U −y
0 ek

]
, y =

[
y(1)

ψ

]

bq+k =
[

b(1)

β

]

aq+k =




h0,0 · · · h0,q+k−1
...

...
hp,0 · · · hp,q+k−1


 ·bq+k +




h0,q+k
...
hp,q+k




Fim k

Resultados: N[p/q+k] = ∑p
i=0aq+k,iPi , k = 1,J

D[p/q+k] = ∑q+k−1
i=0 bq+k,iPi +Pq+k, k = 1,J

D[p/q+k] f −N[p/q+k] = ekPp+q+k+1 +O(Pp+q+k+2), k = 1,J

Analisando o algoritmo, verifica-se que cada iteraçãok necessita da resolução de tr̂es sistemas
triangulares de equações lineares, de dois produtos de vectores e de um produto de um vector por
uma constante. Em termos de volume de aritmética, isto significa cerca de32(q+ k+1)(q+ k− 2

3)
multiplicaç̃oes na iteraç̃aok, necesśarias para calcular os coeficientes do denominadorD[p/q+k](z).
A este valor deve acrescentar-se(p+ 1)(q+ k) multiplicaç̃oes, necessárias para calcular osp+ 1
coeficientes do numeradorN[p/q+k](z). No total, verifica-se que com cerca de1

2J((J + q)2 +(p+
q)(J+2q)) multiplicaç̃oes, calculam-se os coeficientes dosJ aproximantes[p/q+1]Pf (z), . . . , [p/q+
J]Pf (z).

Implementado comq = 1, este algoritmo calcula os coeficientes dos aproximantes da linhap,
desde[p/2]Pf (z) at́e [p/J + 1]Pf (z) (sedet(H [p/J+1]) 6= 0), com o total de cerca de12J2(J + 3+ p)
multiplicaç̃oes. No caṕıtulo 4, apresenta-se um algoritmo recursivo, para calcular o mesmo conjunto
de aproximantes, comO(J2) multiplicaç̃oes, o quée, sob este ponto de vista, claramente vantajoso.

Em [34] prop̃oe-se um algoritmo, designado poralgoritmo de tipo-Frobeniusque, a partir do con-
junto dos primeiros2M +1 coeficientes da série, calcula os coeficientes dos aproximantes[m/n]Pf (z)
tais quem+ 2n≥ 2M com cerca de5

2M2(M + 3) multiplicaç̃oes. Se bem que a comparação seja
desvirtuada pelo facto de o algoritmo de [34] calcular um conjunto de coeficientes maior e que inclui
o conjunto de coeficientes calculados com o algoritmo aqui proposto, podemos verificar que, para o
mesmo conjunto dep+2J+2 coeficientes da série, este algoritmo envolve cerca de20%do volume
de aritḿetica do algoritmo tipo-Frobenius de [34].
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Para avaliar a sua fiabilidade, este algoritmo foi programado e testado com funções de que se co-
nhecem simultaneamente um desenvolvimento de Fourier com fórmulas exactas para os coeficientes
e uma f́ormula anaĺıtica fechada que permita avaliar a função, em qualquer abcissa do intervalo de
aproximaç̃ao, com a mesma precisão de ćalculo dos aproximantes no programa. Na secção seguinte,
apresentam-se dois exemplos de aplicação do algoritmo. Os resultados são ilustrados com os erros
na aproximaç̃ao da funç̃ao utilizando os aproximantes avaliados com os coeficientes calculados pelas
fórmulas apresentadas no algoritmo.

Exemplos e resultados

Este algoritmo foi implementado em Fortran, recorrendo a rotinas padrão de resoluç̃ao de siste-
mas de equaç̃oes lineares triangulares, com aritmética de dupla precisão. Com o objecivo de ilustrar
os resultados obtidos, o programa foi testado com os exemplos seguintes:

Exemplo 2.13 A partir da fórmula [30]

xµ = Γ(µ+β+1)
∞

∑
n=0

(−1)n(2n+ γ)Γ(n+ γ)(−µ)n

Γ(n+β+1)Γ(n+ γ+µ+1)
R(α,β)

n (x), 0 < x < 1

válida para
α, β >−1, −Re(µ) < min(1+β,3/4+β/2),

ondeR(α,β)
n (x) representa o polińomio de Jacobi de graun com deslocamento para o intervalo[0,1],

com pesow(x) = (1−x)αxβ e γ = α+β+1. Tomandoα = β = 1/2 eµ=−1/2, obtemos

f (x) =
1√
x

=
16
π

∞

∑
n=0

(−1)n n+1
(2n+1)(2n+3)

U∗
n (x), 0 < x < 1

ondeU∗
n (x) é o polińomio de Chebyshev de segunda espécie de graun com deslocamento para o

intervalo[0,1], normalizado pela condiç̃aoU∗
n (1) = n+1. Estes polińomios satisfazem a relação de

recorrência [24]

xU∗
n (x) =

1
4

U∗
n+1(x)+

1
2

U∗
n (x)+

1
4

U∗
n−1(x).

Para testar a propagação dos erros no algoritmo, o programa foi executado com o valorJ = 40,
para diversos valores dep. O resultado do programáe o conjunto dos coeficientes dos aproximantes
[p/q]U

∗
f (z), q = 1, . . . ,40. A tabela 2.1 representa, em cada posição (p,q), o número de d́ıgitos

decimais exactos na AFP, istoé,− log10| f (z)− [p/q]U
∗

f (z)| arredondado a inteiro, para os valores de
z indicados.

Dos resultados destaca-se que a qualidade da aproximaçãoé significativamente melhor no ponto
médio do intervalo de aproximação do que na abcissaz= 0.01, perto da singularidade da função em
z= 0. Em ambos os pontos, os resultados obtidos não evidenciam instabilidade numérica, uma vez
que, apesar do número considerável de aproximantes calculados em cada linha, não se observa em
caso algum um aumento significativo do erro com o número de iteraç̃oes do algoritmo.

Os resultados obtidos servem também para ilustrar o comportamento dos aproximantes racionais
no intervalo de aproximação. Na figura 2.1 representam-se as curvas do erro absoluto, em escala
logaŕıtmica, para alguns elementos da TFP.
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1 5 6 8 9 101212131315151414131515151515151516151515151515151516141515151515141516

1 5 7 9 11121314151415151616151516151515151615161515151616161616151515161615151515

1 6 8 1013131515161516141515161515151615161616151615141515151515151515161516151515

2 6 8 1114141515151516151616151516151516151515161515151515151515151416141515161615

2 7 9 1114161415151515151516151515151516151615151515161515161516151516151515161514
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z=0.01

-1 0 0 1 1 1 1 1 1 1 1 2 2 2 4 3 2 2 2 2 3 3 3 3 3 3 4 4 4 4 4 4 4 4 4 4 4 4 4 5 5

-1 0 1 1 1 1 1 2 2 2 3 3 3 3 3 3 3 3 3 4 4 5 5 4 4 4 4 5 5 5 5 5 6 6 6 6 6 6 6 6 6

1 1 1 1 2 2 3 3 3 3 3 3 4 4 4 5 5 5 5 5 5 5 5 5 5 5 5 6 5 7 6 6 6 6 6 6 6 6 7 6 7

0 1 2 3 3 3 3 3 4 4 5 6 4 5 5 5 5 5 5 4 5 5 6 5 7 8 7 7 7 7 6 7 6 7 6 7 6 6 7 7 7

0 1 2 2 3 3 4 4 5 5 5 5 5 5 5 5 6 6 6 6 6 6 5 4 5 5 6 5 4 6 6 5 6 5 5 5 6 6 5 4 5

0 2 2 3 4 5 5 5 4 5 5 5 4 6 6 6 6 5 5 4 5 5 4 5 2 3 4 6 5 5 4 7 5 5 4 5 5 5 4 4 4

1 2 3 4 4 4 4 5 5 4 6 6 6 5 6 5 6 6 5 7 5 5 4 5 5 5 3 3 3 4 4 5 3 4 4 3 3 4 4 5 5

Tabela 2.1:− log10(| f (z)− [p/q]U
∗

f (z)|), para f (z) = 1√
z
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Figura 2.1:| f (z)− [p/q]U
∗

f (z)|, para f (z) = 1√
z

Os gŕaficos apresentados, assim como os valores das tabelas na figura anterior, são gerados pela
função Plot do programaMathematica. Os coeficientes dos aproximantes, bem como o primeiro
termo da śerie do erro neste algoritmo, são calculados pelo programa implementado emFortran
e escritos num ficheiro, com 16 algarismos significativos. EmMathematica implementou-se uma
rotina que l̂e estes coeficientes e, utilizando as suas próprias rotinas de ćalculo dos polińomios
ortogonais, constroi os aproximantes de Frobenius-Padé.

Estimativa do erro absoluto: Partindo da definiç̃ao de FPA

D[p/q](z) f (z)−N[p/q](z) = ∑
k≥p+q+1

e[p/q]
k Pk(z)

otemos para expressão do erro absoluto na aproximação

f (z)− [p/q]Pf (z) =
∑k≥p+q+1e[p/q]

k Pk(z)
D[p/q](z)

.

Admitindo que os valores dos coeficientes
∣∣∣e[p/q]

k

∣∣∣ com k crescente, decrescem rapidamente para

zero, ent̃ao do termo principal do segundo membro, istoé

e[p/q]
p+q+1

Pp+q+1(z)
D[p/q](z)

(2.21)

podemos esperar que seja uma aproximação do errof (z)− [p/q]Pf (z). No algoritmo 2.2 os coefici-

entese[p/q]
p+q+1 são calculados como quantidades auxiliares, logo, podem utilizar-se para construir esta

estimativa do erro absoluto, sem qualquer acréscimo do esforço de cálculo no algoritmo.
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Na figura 2.2 podemos observar que a estimativa (2.21) e o erro absoluto tomam valores próximos
no intervalo[0.2,1]. No intervalo[0,0.2] o erro tem grandes oscilações e ñao se podem tirar as
mesmas conclusões.
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5
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x10-9 p=5,q=6
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z

-2

-1

0

1

x10-9 p=5,q=7

Figura 2.2: f (z)− [p/q]U
∗

f (z) (linha cheia) e a estimativae[p/q]
p+q+1

U∗
p+q+1(z)

D[p/q](z) (tracejado), paraf (z) = 1√
z

Podemos observar nestes gráficos que o comportamento do erro, excepto para pontos próximos
de z = 0 onde a funç̃ao é singular,é semelhante ao erro da aproximação uniforme, oscilando em
torno de zero com amplitudes que não variam muito em ordem de grandeza ao longo do intervalo e
que diminuem com o aumento dos graus do numerador e do denominador. Este comportamentoé
menos v́ısivel para os gaus mais elevedos, provavelmente por a amplitude do erro absoluto se situar
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próximo da precis̃ao de ćalculo da ḿaquina.

Um segundo exemplo foi considerado para testar o algoritmo:

Exemplo 2.14 Seja{L(α)
i }i≥0 a faḿılia dos polińomios de Laguerre, definidos como no exemplo 2.5.

Considerando o caso particular dos polinómiosLi = L(0)
i , e a funç̃ao geradora destes polinómios

[24],
(1−a)−1e

az
a−1 = ∑

i≥0

aiLi(z),

tomandoa =−1 temos que

f (z) =
1
2

e
1
2z = ∑

i≥0

(−1)iLi(z) z≥ 0

Tratando-se de uma função exponencial, que toma valores de ordens de grandeza significati-
vamente distintas no intervalo observado, a precisão dos resultados obtidosé melhor caracterizada
pelo erro relativo do que pelo erro absoluto. Calculadas diversas linha da tabela FP, a precisão dos
aproximantes foi testada nos pontosz= 0 e z= 20. A tabela 2.2 representa, em cada posição(p,q),
o número de algarismos significativos corretos, istoé− log10|( f (z)− [p/q]Lf (z))/ f (z)|, arredondado
a inteiro, para estes valores dez.

Podemos observar que, pelo menos até à colunaq = 40, a eventual acumulação de erros no
cálculo dos coeficientes com este algoritmo, não chega para impedir o sistemático aumento da
precis̃ao na aproximaç̃ao da funç̃ao.

Os gŕaficos das curvas do erro relativo, apresentados na figura 2.3, apresentam um compor-
tamento oscilat́orio em torno de zero. Nos casos observados podemos verificar um aumento da
amplitude das oscilações do erro relativo com os valores dez, e uma diminuiç̃ao destas amplitudesà
medida que progredimos nas linhas e nas colunas da tabela.

Os resultados nuḿericos, obtidos com este programa, parecem indicar, para além de boas qua-
lidades de aproximação dos AFP, que o algoritmo de cálculo apresentado neste capı́tulo, baseado
no ćalculo por recorr̂encia da decomposiçãoLU das matrizes de Frobenius-Padé, é suficientemente
robusto para calcular uma sucessão de aproximantes sem evidenciar uma significativa perturbação
de valores, eventualmente provocada pela propagação dos erros de arredondamento.
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Tabela 2.2:− log10

∣∣∣( f (z)− [p/q]Lf (z))/ f (z)
∣∣∣, para f (z) = 1

2e
1
2z
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0 5 10 15 20
z

1. · 10-6
1.5 · 10-6
2. · 10-6
3. · 10-6
5. · 10-6
7. · 10-6
0.00001

p=16,q=4

0 5 10 15 20
z

1. · 10-10
2. · 10-10
5. · 10-10
1. · 10-9
2. · 10-9
5. · 10-9
1. · 10-8

p=16,q=8

0 5 10 15 20
z

5. · 10-15
1. · 10-14

5. · 10-14
1. · 10-13

5. · 10-13
p=16,q=16

0 5 10 15 20
z

1. · 10-6

5. · 10-6
0.00001

0.00005
0.0001

0.0005
p=8,q=4

0 5 10 15 20
z

1. · 10-9

1. · 10-8

1. · 10-7

1. · 10-6

p=8,q=8

0 5 10 15 20
z

1. · 10-11

1. · 10-10

1. · 10-9

p=8,q=16

0 5 10 15 20
z

0.0001

0.001

0.01

p=4,q=4

0 5 10 15 20
z

1. · 10-6

0.00001

0.0001

0.001

p=4,q=8

0 5 10 15 20
z

1. · 10-10
1. · 10-9
1. · 10-8
1. · 10-7
1. · 10-6

p=4,q=16
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Caṕıtulo 3

Estrutura de Desvio de Caracteŕıstica

Como vimos no caṕıtulo anterior, o ćalculo dos coeficientes dos denominadores dos aproximan-
tes de Frobenius-Padé, tal como para o caso dos aproximantes de Padé, pode fazer-se resolvendo
um sistema de equações lineares. No caso da aproximação de Pad́e de funç̃oes definidas, pelo
menos formalmente, por um desenvolvimento em série de pot̂encias f (z) = ∑i≥0 fizi , as matrizes
H associadas ao cálculo dos coeficientes dos denominadores, pertencem a uma classe de matrizes
designadas por matrizes de Hankel. Para estas matrizes, existem algoritmos rápidos de eliminaç̃ao
de Gauss, istóe, algoritmos que calculam uma decomposiçãoLU de uma matrizn×n comO(n2)
operaç̃oes aritḿeticas elementares.

Na generalizaç̃ao da aproximaç̃ao de Pad́e a śeries de Fourier em polinómios ortogonais, definida
no caṕıtulo anterior como aproximação de Frobenius-Padé, as matrizesH associadas ao cálculo dos
coeficientes dos denominadores dos aproximantes, já ñao s̃ao matrizes de Hankel. No entanto, estas
matrizes t̂em uma estrutura, como se irá demonstrar. Neste capı́tulo apresentam-se novos resultados,
permitindo explorar essa estrutura e implementar um algoritmo rápido de tipo eliminaç̃ao de Gauss,
para resolver os sistemas de equações lineares associados a estas matrizes.

A primeira parte deste capı́tulo é dedicadàa teoria de desvio de caracterı́stica de matrizes,
introduzindo-se as definições e os resultados principais, permitindo explorar a estrutura de matrizes
para implementar algoritmos rápidos de decomposiçãoLU . Na segunda parte, explora-se a relação
de recorr̂encia envolvendo os elementoshi, j das matrizes de Frobenius-PadéH, introduzida em 2.2.1,
para demonstrar a existência de uma estrutura de desvio de caracterı́stica para estas matrizes. Em
seguida, s̃ao introduzidos novos resultados, permitindo explorar esta estrutura e desenvolver um
algoritmo ŕapido de factorizaç̃ao triangular das matrizesH. Naúltima parte do caṕıtulo apresentam-
se resultados nuḿericos obtidos com a implementação emFortrandeste algoritmo ŕapido.

3.1 Introdução

Um resultado conhecido, corrente em livros deálgebra linear nuḿerica,é que, para resolver um
sistema geńerico den equaç̃oes lineares emn incógnitas, o ḿetodo da eliminaç̃ao de Gauss ou da
factorizaç̃aoLU , pode implementar-se emO(n3) operaç̃oes aritḿeticas elementares.

Quando a matriz do sistema exibe algum tipo de estrutura (matrizes de Hankel, de Toeplitz ou

35
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Toeplitz-plus-Hankel, matrizes de Cauchy, de Vandermonde ou matrizes de Vandermonde-confluentes)
encontram-se na literatura, algoritmos rápidos para a resolução do sistema emO(n2) operaç̃oes
aritméticas elementares [4], [8], [19], [20], [26].

Tais algoritmos baseiam-se no conceito de desvio de caracterı́stica:

Definição 3.1 [20] SejaM ∈ Cn×n tal que

F ·M−M ·R= G·B

para algum conjunto de matrizesF, R∈ Cn×n, G ∈ Cn×α e B ∈ Cα×n, e para algumα ≤ n. O
operador∇{F,R} (·) : Cn×n −→ Cn×n definido por

∇{F,R} (M)≡ F ·M−M ·R

é designado poroperador de desvio de caracterı́stica. O par{G,B} designa-se∇{F,R}−gerador de
M. Seα¿ n, da matrizM diz-se que possui umaestrutura de desvio de caracterı́sticae

α = rank(∇{F,R} (M))

diz-se∇{F,R}−desvio de caracterı́sticadeM.

Pode mostrar-se que, para algumas classes de matrizes com estrutura de desvio de caracterı́stica,
os sucessivos complementos de Schur gerados pelo processo de eliminação Gaussiana, pertencemà
mesma classe de matrizes [20], [26]. Mais precisamente:

Teorema 3.1 [20] Seja

Mi =
[

ai uT
i

l i M(i)

]
, ai 6= 0

uma matriz satisfazendo a equação de estrutura de desvio de caracterı́stica

∇{Fi ,Ri} (Mi)≡ Fi ·Mi−Mi ·Ri = Gi ·Bi (3.1)

com

Fi =
[

fi 0
∗ Fi+1

]
, Ri =

[
r i ∗
0 Ri+1

]

Gi =
[

gT
i

G(i)

]
, Bi =

[
bi B(i)

]
.

Então o complemento de Schur deai

Mi+1 = M(i)− 1
ai

l i ·uT
i (3.2)

satisfaz a equaç̃ao de estrutura de desvio de caracterı́stica

∇{Fi+1,Ri+1} (Mi+1) = Gi+1 ·Bi+1 (3.3)

com

Gi+1 = G(i)− 1
ai

l i ·gT
i , Bi+1 = B(i)− 1

ai
bi ·uT

i (3.4)
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Quando o operador de desvio de caracterı́stica∇{Fi ,Ri} é invert́ıvel, a matrizM, ou os factores
triangularesL eU , podem calcular-se a partir do par gerador{G,B}. Este facto, juntamente com o
resultado do teorema anterior, permite transferir as operações efectuadas nos(n+1− i)2 elementos
dos sucessivos complementos de SchurMi , efectuadas no processo de eliminação Gaussiana,

{M1} −→ {M2} −→ ·· · −→ {Mn}
↓ ↓ ↓

{l1,u1} {l2,u2} · · · {ln,un}
em operaç̃oes nos2α(n+1− i) elementos dos sucessivos pares geradores{Gi ,Bi}

{G1,B1} −→ {G2,B2} −→ ·· · −→ {Gn,Bn}
↓ ↓ ↓

{l1,u1} {l2,u2} · · · {ln,un}
permitindo reduzir o esforço de cálculo nos algoritmos [21].

3.2 Estrutura das matrizes de Frobenius-Pad́e

No caṕıtulo anterior mostrou-se que, com as definições

H [p/q] =




hp+1,0 . . . hp+1,q−1
...

...
...

hp+q,0 . . . hp+q,q−1


 , h[p/q] =




hp+1,q
...
hp+q,q




o cálculo dos coeficientes dos aproximantes de Frobenius-Padé pode fazer-se resolvendo o sistema
H [p/q]b =−h[p/q], em que os elementoshi, j são definidos por

hi, j =
1
µi

〈
u,Pi(x)Pj(x) f (x)

〉
, i, j = 0,1, . . . (3.5)

Resolvido o problema do cálculo destes elementos, importa resolver o sistema de equações. Escre-
vendo (2.11) na forma

α jhi, j+1 +β jhi, j + γ jhi, j−1 = αi−1hi−1, j +βihi, j + γi+1hi+1, j , i, j ≥ 0 (3.6)

obtemos um operador de desvio de caracterı́stica paraH [p/q], como se mostra na seguinte proposição:

Proposiç̃ao 3.1 Dadosp≥ 0, q≥ 1 e H = H [p/q], defina-seF = Q[p/q] e R= Q[−1/q] ondeQ[p/q] é
a matriz tridiagonal

Q[p/q] =




βp+1 γp+2 0 · · · 0

αp+1 βp+2
... ...

...

0 αp+2
... γp+q−1 0

...
... ... βp+q−1 γp+q

0 · · · 0 αp+q−1 βp+q




ent̃ao
∇{F,R} (H)≡ F ·H−H ·R= G·B (3.7)
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com

G =




−αp 0 hp+1,q

0 0 hp+2,q
...

...
...

0 0 hp+q−1,q

0 −γp+q+1 hp+q,q




e

B =




hp,0 · · · hp,q−2 hp,q−1

hp+q+1,0 · · · hp+q+1,q−2 hp+q+1,q−1

0 · · · 0 αq−1




Demonstraç̃ao. Por ćalculo directo verifica-se que

G·B =




−αphp,0 · · · −αphp,q−2 αq−1hp+1,q−αphp,q−1

0 · · · 0 αq−1hp+2,q
...

...
...

0 · · · 0 αq−1hp+q−1,q

−γp+q+1hp+q+1,0 · · · −γp+q+1hp+q+1,q−2 αq−1hp+q,q− γp+q+1hp+q+1,q−1




Definindo

S= F ·H =




βp+1 γp+2

αp+1 βp+2 γp+3
... ... ...

αp+q−2 βp+q−1 γp+q

αp+q−1 βp+q



·




hp+1,0 . . . hp+1,q−1
...

...
hp+q,0 . . . hp+q,q−1




obtemos




S0, j = βp+1hp+1, j + γp+2hp+2, j , j = 0, . . . ,q−1

Si, j = αp+ihp+i, j +βp+1+ihp+1+i, j + γp+2+ihp+2+i, j ,
i = 1, . . . ,q−2
j = 0, . . . ,q−1

Sq−1, j = αp+q−1hp+q−1, j +βp+qhp+q, j , j = 0, . . . ,q−1

e para

T = H ·R=




hp+1,0 . . . hp+1,q−1
...

...
hp+q,0 . . . hp+q,q−1


 ·




β0 γ1

α0 β1
...

α1
... γq−2
... βq−2 γq−1

αq−2 βq−1








Ti,0 = β0hp+1+i,0 +α0hp+1+i,1, i = 0, . . . ,q−1

Ti, j = γ jhp+1+i, j−1 +β jhp+1+i, j +α jhp+1+i, j+1,
j = 1, . . . ,q−2
i = 0, . . . ,q−1

Ti,q−1 = γq−1hp+1+i,q−2 +βq−1hp+1+i,q−1, i = 0, . . . ,q−1

Utilisando (3.6) verifica-se queSi, j − Ti, j = 0, para i = 1, . . . ,q− 2 e j = 0, . . . ,q− 2. Para os
elementos da primeira e daúltima linha e dáultima coluna:

S0,0−T0,0 = βp+1hp+1,0 + γp+2hp+2,0− (β0hp+1,0 +α0hp+1,1)
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e

S0, j −T0, j = βp+1hp+1, j + γp+2hp+2, j − (γ jhp+1, j−1 +β jhp+1, j +α jhp+1, j+1), j = 1, . . . ,q−2

Tomandoi = p+1 e j = 0, . . . ,q−2 em (3.6) obtemos

S0, j −T0, j =−αphp, j , j = 0, . . . ,q−2

Analogamente, comi = p+q

Sq−1, j −Tq−1, j =−γp+q+1hp+q+1, j , j = 0, . . . ,q−2

e paraj = q−1

S0,q−1−T0,q−1 = αq−1hp+1,q−αphp,q−1

Si,q−1−Ti,q−1 = αq−1hp+1+i,q, i = 1, . . . ,q−2

Sq−1,q−1−Tq−1,q−1 = αq−1hp+q,q− γp+q+1hp+q+1,q−1

LogoS−T = G·B
Desta proposiç̃ao resulta queH tem ∇{F,R}-desvio de caracterı́stica α ≤ 3. Como coroĺario

obtemos

Corolário 3.1 A matrizH = [hi, j ]
q−1
i, j=0 tem desvio de caracterı́stica2 para o operador

∇Q(H) = Q·H−H ·Q
comQ = Q[−1/q]. E

∇Q(H) = G·J ·GT

com

G =




0 h0,q
...

...
0 hq−2,q

−αq−1 hq−1,q


, J =

[
0 1
−1 0

]

Demonstraç̃ao. Na demonstraç̃ao anterior, pode tomar-sep =−1, excepto para a primeira linha de
∇Q(H). Neste caso, paraj = 0, . . . ,q−2

(Q·H−H ·Q)0, j = β0h0, j +α0h1, j − (γ jh0, j−1 +β jh0, j +α jh0, j+1) = 0

e
(Q·H−H ·Q)0,q−1 = β0h0,q−1 +α0h1,q−1− (γq−1h0,q−2 +βq−1h0,q−1) =−αq−1h0,q

Com estas equações de desvio de caracterı́stica, uma vez queQ[p/q] não s̃ao matrizes triangulares,
o teorema 3.1 ñao é aplićavel. Com o objectivo de construir um algoritmo rápido baseado no
operador de desvio de caracterı́stica∇{F,R} da proposiç̃ao 3.1,é necesśario generalizar o teorema
a uma classe mais lata de operadores de desvio de caracterı́stica. A proposiç̃ao seguinte mostra que
o complemento de Schur de uma matrizM satisfazendo a equações de desvio de caracterı́stica

∇{F,R} (M)≡ F ·M−M ·R= G·B
pertencèa mesma classe de estrutura deM, para qualquerF eR.
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Proposiç̃ao 3.2 Seja

Mi =
[

ai uT
i

l i M(i)

]
, ai 6= 0

tal que
∇{Fi ,Ri} (Mi)≡ Fi ·Mi−Mi ·Ri = Gi ·Bi

com

Fi =
[

f f T
i

h F(i)

]
, Ri =

[
r sT

r i R(i)

]
, Gi =

[
gT

i

G(i)

]
, Bi =

[
bi B(i)

]

ent̃ao o complemento de Schur

Mi+1 = M(i)− 1
ai

l i ·uT
i (3.8)

satisfaz a equaç̃ao de desvio de caracterı́stica

Fi+1 ·Mi+1−Mi+1 ·Ri+1 = Gi+1 ·Bi+1

com
Fi+1 = F(i)− 1

ai
l i · f T

i , Ri+1 = R(i)− 1
ai

r i ·uT
i ,

Gi+1 = G(i)− 1
ai

l i ·gT
i , Bi+1 = B(i)− 1

ai
bi ·uT

i .

(3.9)

Demonstraç̃ao. A partir deFi ·Mi−Mi ·Ri = Gi ·Bi , identificando blocos correspondentes





f T
i · l i−uT

i · r i = gT
i ·bi− ( f − r)ai

f T
i ·M(i)−uT

i ·R(i) = aisT − f uT
i −gT

i ·B(i)

F(i) · l i−M(i) · r i = rl i−aih+G(i) ·bi

F(i) ·M(i)−M(i) ·R(i) = G(i) ·B(i)−h·uT
i + l i ·sT

Logo

∇{Fi+1,Ri+1} (Mi+1) = Fi+1 ·Mi+1−Mi+1 ·Ri+1

=
(

F(i)− 1
ai

l i · f T
i

)
·Mi+1−Mi+1 ·

(
R(i)− 1

ai
r i ·uT

i

)

= F(i) ·M(i)−M(i) ·R(i)− 1
ai

l i ·
(

f T
i ·M(i)−uT

i ·R(i)
)

− 1
ai

(
F(i) · l i−M(i) · r i

)
·uT

i +
1

a2
i

l i
(

f T
i · l i−uT

i · r i
)

uT
i

= G(i) ·B(i)−h·uT
i + l i ·sT − 1

ai
l i ·

(
ais

T − f uT
i −gT

i ·B(i)
)

− 1
ai

(
rl i−aih+G(i) ·bi

)
·uT

i +
1

a2
i

l i
(
gT

i ·bi− ( f − r)ai
)

uT
i

= G(i) ·B(i)− 1
ai

(
G(i) ·bi ·uT

i + l i ·gT
i ·B(i)

)
+

1

a2
i

l i
(
gT

i ·bi
)

uT
i

=
(

G(i)− 1
ai

l i ·gT
i

)
·
(

B(i)− 1
ai

bi ·uT
i

)
= Gi+1 ·Bi+1
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O resultado desta proposição, bem como do corolário seguinte, foi apresentado em [23], em
data posterior ao trabalho desenvolvido para elaboração deste capı́tulo da tese. Os enunciados, bem
como as demonstrações, da proposição e do coroĺario apresentam-se sem referência, uma vez que
o trabalho aqui apresentado foi desenvolvido de forma independente, e quase em simultâneo com o
trabalho apresentado em [23].

Uma relaç̃ao de recorr̂encia baseada neste resultado, sendoF eRmatrizes cheias, não parece tra-
zer vantagens sob o ponto de vista do número de operações aritḿeticas, comparado com a eliminação
Gaussiana baseada no cálculo dos complementos de Schur. De facto, sendoq− i a dimens̃ao da
matrizMi , ent̃ao (3.9) envolve2(q− i)2 +2α(q− i) multiplicaç̃oes e temos(q− i)2 multiplicaç̃oes
em (3.8). A situaç̃ao muda no caso em queF e R são matrizes de Hessenberg, e que claramente
inclui o caso das matrizes tridiagonaisF eRda proposiç̃ao (3.1).

Corolário 3.2 Se nas matrizesFi e Ri da proposiç̃ao anterior fi = f1e1 e r i = r1e1, ondee1 é a
primeira coluna da matriz identidade (de ordemq− i−1), ent̃ao esta propriedadée herdada pelas
matrizesFi+1 andRi+1. Além disso, coml i = (l i+1,i , . . . , lq−1,i)T euT

i = (ui,i+1, . . . ,ui,q−1) temos

Fi+1−F(i) =− f1
ai




l i+1,i 0 · · · 0
...

...
...

lq−1,i 0 · · · 0


 ,

Ri+1−R(i) =− r1

ai




ui,i+1 · · · ui,q−1

0 · · · 0
...

...
0 · · · 0


 .

Demonstraç̃ao. É imediata aṕos substituiç̃ao defi = f1e1 e r i = r1e1 em (3.9).

Este resultado mostra queFi+1−F(i) e Ri+1−R(i) são matrizes esparsas e queF e R podem
actualizar-se com2(q− i) multiplicaç̃oes na iteraç̃aoi. Antes de prosseguir com um algoritmo, pode
mostrar-se que a actualização do par geradorG e B é tamb́em uma operaç̃ao ecońomica, no sentido
em que as matrizesGi+1−G(i) e Bi+1−B(i) têm, no ḿaximo, 2(q− i) elementos ñao nulos cada
uma.

Corolário 3.3 Seja

G0 =




G(0)
00 0 G(0)

02
...

...
...

G(0)
q−2,0 0 G(0)

q−2,2

G(0)
q−1,0 ∗ G(0)

q−1,2




=




−αp 0 hp+1,q
...

...
...

0 0 hp+q−1,q

0 −γp+q+1 hp+q,q




e

B0 =




B(0)
00 · · · B(0)

0,q−2 B(0)
0,q−1

B(0)
10 · · · B(0)

1,q−2 B(0)
1,q−1

0 · · · 0 ∗


 =




hp,0 · · · hp,q−2 hp,q−1

hp+q+1,0 · · · hp+q+1,q−2 hp+q+1,q−1

0 · · · 0 αq−1



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o par ∇{F,R}-gerador deH da proposiç̃ao 3.1, ent̃ao

Gi =




G(i)
i,0 0 G(i)

i,1
...

...
...

G(i)
q−2,0 0 G(i)

q−2,1

G(i)
q−1,0 −γp+q+1 G(i)

q−1,1




, Bi =




B(i)
0,i · · · B(i)

0,q−2 B(i)
0,q−1

B(i)
1,i · · · B(i)

1,q−2 B(i)
1,q−1

0 · · · 0 αq−1




com {
G(i+1)

k, j = G(i)
k, j − lk,i

ui,i
G(i)

i, j

B(i+1)
j,k = B(i)

j,k− ui,k

ui,i
B(i)

j,i , k = i +1, . . . ,q−1, j = 0,1

Demonstraç̃ao. A demonstraç̃aoé imediata substituindol i = (l i+1,i , . . . ,hq−1,i)T , gT
i = (G(i)

i0 ,0,G(i)
i1 ),

bi = (B(i)
0i ,B

(i)
1i ,0)T euT

i = (ui,i+1, . . . ,ui,q−1) em (3.9)

Finalmente, afim de obter um algoritmo rápido de factorizaç̃aoH = L ·U em O(q2) operaç̃oes
aritméticas,é necesśario obter os elementos deL e deU a partir da equaç̃ao de desvio de carac-
teŕıstica∇{F,R}(H) = G ·B. A possibilidade de o fazer depende do carácter, invert́ıvel ou ñao, do
operador. No caso do operador (3.7)é imediato verificar que este não é invert́ıvel. Com efeito, a
equaç̃ao (3.7), traduzida em termos das componentes das matrizes, não determina completamente os
valoreshi, j .

3.3 Operadores ñao invertı́veis

Na construç̃ao dos algoritmos que utilizam a estrutura de desvio de caracterı́stica das matrizes,
em cada passo de iteração,é necesśario recuperar{l i ,ui} a partir da equaç̃ao de estrutura da matriz e
actualizar o par gerador{Gi ,Bi}

{Gi ,Bi} (2)−→ {Gi+1,Bi+1}
(1) ↓
{l i ,ui}

(3.10)

Se o passo(2)−→ resulta da aplicaç̃ao directa da f́ormula (3.9), o passo(1) ↓ depende da forma das

matrizesF e R na equaç̃ao (3.7) [20]. Para cada classe de estrutura, resultam imediatamente as
fórmulas que relacionam os elementos dos vectoresl i e ui com as entradas do par gerador{Gi ,Bi}
[21]. No entanto, na implementação de um algoritmo de decomposição triangular de uma matriz
com estrutura, utilizando uma equação de desvio de caracterı́stica, pode acontecer que a matriz não
seja completamente recuperável a partir deG e deB [21].

Se um operador de desvio de caracterı́stica

∇{F,R} (M) = F ·M−M ·R= G·B
tem um ńucleo ñao trivial, da matrizM diz-se queé parcialmente reconstruı́vel, porque{G,B}
cont́em apenas parte da informação emM [21]. A definiç̃ao de par gerador pode generalizar-se ao
caso dos operadores com núcleo ñao trivial, considerando

M = MK +MK ⊥
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ondeMK constitui a parte da matrizM pertencente ao núcle K = ker∇{F,R} (·) e MK ⊥ a parte
pertencente ao seu espaço ortogonalK ⊥, relativamentèa decomposiç̃ao ortogonal

Rn×n = K ⊕K ⊥

A matriz M é univocamente determinada pelas matrizesG, B e MK , o que justifica a designação de
geradorao conjunto{G,B,MK } [21].

Se, para o caso geral, parece não haver uma forma universal de tratar com o caso dos operadores
não invert́ıveis, em alguns casos podem utilizar-se métodos especiais que permitem ultrapassar o
problema [26]. Uma forma de ultrapassar a dificuldade consiste em utilizar a fórmula do comple-
mento de Schur para calcular os elementos de{l i ,ui} que ñao s̃ao univocamente determinados pela
equaç̃ao de estrutura, substituindo (3.10) pela recorrência

{Gi ,Bi ,MKi} (2)(3)−−−→
{

Gi+1,Bi+1,MKi+1

}

(1) ↓
{l i ,ui}

Resumindo o processo, temos três etapas em cada passo de iteração [26]:

(1) Calcular a partir de{Gi ,Bi ,MKi} os vectores{l i ,ui}
(2) Calcular{Gi+1,Bi+1} utilizando (3.4)

(3) CalcularMKi+1 utilizando a f́ormula do complemento de Schur (3.8)

QuandoK = 0, toda a informaç̃ao acerca dosn2 elementos da matrizM est́a contida nos2αn
elementos do seu par gerador{G,B}. Contudo, para o caso de o núcleo ser ñao trivial, ent̃ao MK
é uma matrizn×n e, à primeira vista, a representação deM pelo seu conjunto gerador{G,B,MK }
parece ñao ser eficiente, no sentido em que no passo(3)−→ não evitamos o ćalculo de um complemento

de Schur. No entanto, para muitas classes de estrutura, a dimensão do espaçoK = ker∇{F,R} é
pequena (¿ n2) e a matrizMK tem uma forma simples e esparsa, definida por um pequeno número
de par̂ametros [21].

Em [21], uma matrizH satisfazendo a equação (3.7) comF = RT , é designada como sendo
de tipo Hankel polinomial. Para estas matrizes,é sugerido um processo que permite transformar a
matrizH numa matriz detipo Cauchy, envolvendo uma diagonalização da matrizR.

3.3.1 Diagonalizaç̃ao das matrizes

A matriz tridiagonal

R= Q[−1/q] =




β0 γ1 0 · · · 0

α0 β1
... ...

...

0 α1
... γq−2 0

...
... ... βq−2 γq−1

0 · · · 0 αq−2 βq−1



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pertence a uma conhecida classe de matrizes, relacionadas com uma famı́lia de polińomios{Pi(x)}i≥0.
Se os polińomiosPi(x) satisfazem a relação de recorr̂encia

xPi(x) = αiPi+1(x)+βiPi(x)+ γiPi−1(x), i ≥ 1 (3.11)

P0(x) = 1, P1(x) = (x−β0)/α0, αi ,γi 6= 0

ao polińomio

p(x) =
n

∑
i=0

aiPi(x), an 6= 0

associamos a matriz

C = C(p) =




β0 γ1 −a0

an
αn−1

α0 β1 γ2 −a1

an
αn−1

α1 β2
...

...

α2
... γn−2 −an−3

an
αn−1

... βn−2
γn−1

an
− an−2

an
αn−1

αn−2
βn−1

an
− an−1

an
αn−1




Estas matrizes, introduzidas em [3] e designadas por matrizescamaradasdo polińomio p(x) na
faḿılia de polińomios{Pi(x)}i≥0, têm propriedades semelhantesàs matrizesassociadasa polińomios
com coeficientes na base das potências. Nomeadamente:

1. det(xI−C) = p(x)

2. SeC tem valores-pŕopriosx0, . . . ,xn−1 distintos, ent̃ao

v(xi) = (1,P1(xi), . . . ,Pn−1(xi)) , i = 0, . . . ,n−1

são os vectores-próprios

3. C é diagonaliźavel por
V ·C = Dx ·V

ondeV é a matriz Vandermonde-polinomialV = (v(x0), . . . ,v(xn−1))T eDx é a matriz diagonal
Dx = diag(x0, . . . ,xn−1).

É imediata a identificaç̃ao da matrizRcom a matriz camarada do polinómioPq(x),

R= C(Pq(x))

Logo, os valores próprios deRsão os zeros do polińomioPq(x) e

V ·R= Dx ·V

V =




1 P1(x0) · · · Pq−1(x0)
...

...
...

1 P1(xq−1) · · · Pq−1(xq−1)




Dx = diag(x0, . . . ,xq−1), xi : Pq(xi) = 0
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SeR constitui a matriz camarada do polinómio Pq(z), no sistema de polińomios ortogonais que
satisfaz a relaç̃ao de recorr̂encia (3.11), então a matriz

C(k) =




βk γk+1

αk βk+1
...

αk+1
... γk+q−2
... βk+q−2 γk+q−1

αk+q−2 βk+q−1




, k≥ 0

é a matriz camarada do polinómio P(k)
q (x) no sistema{P(k)

i (x)}i≥0 de polińomios ortogonais ditos
associados, definido pela relação de recorr̂encia

xP(k)
i (x) = αk+iP

(k)
i+1(x)+βk+iP

(k)
i (x)+ γk+iP

(k)
i−1(x), i ≥ 1 (3.12)

P(k)
0 (x) = 1, P(k)

1 (x) = (x−βk)/αk

Com os polińomios associados,é posśıvel obter uma diagonalização para a matrizC(k), como se
mostra com a proposição seguinte.

Proposiç̃ao 3.3 A matrizC(k) = C(P(k)
n (x)) é diagonaliźavel por

V(k) ·C(k) = D(k)
x ·V(k)

com

V(k) =




1 P(k)
1 (x0) · · · P(k)

n−1(x0)
...

...

1 P(k)
1 (xn−1) · · · P(k)

n−1(xn−1)




e
D(k)

x = diag(x0, . . . ,xn−1), xi : P(k)
n (xi) = 0

Demonstraç̃ao. Da relaç̃ao de recorr̂encia (3.12), arbitrando abcissasx0, . . . ,xn−1, obtemos



x0
...

xn−1


 ·V(k) = V(k) ·C(k) +




0 · · · 0 αk+n−1P(k)
n (x0)

...
...

...

0 · · · 0 αk+n−1P(k)
n (xn−1)




Tomando paraxi os zeros do polińomioP(k)
n (x), fica demonstrado o resultado.

Com este resultado obtemos paraF = Q[p/q]

V(p+1) ·F = D(p+1)
x ·V(p+1)

Designando as matrizes Vandermonde polinomiais por

M = V(p+1) =
(

P(p+1)
j (yi)

)q−1

i, j=0
, yi : P(p+1)

q (yi) = 0

N = V(0) = (Pj(xi))
q−1
i, j=0 , xi : Pq(xi) = 0

uma vez que os zeros,xi , i = 0, . . . ,q−1 dos polińomios ortogonais, s̃ao distintos, entãoN é uma
matriz regular [18] e obtemos a proposição seguinte.
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Proposiç̃ao 3.4 SejaH = H [p/q] uma matriz satisfazendo a equação (3.7), ent̃ao

H̃ = M ·H ·N−1

é uma matriz tipo-Cauchy que satisfaz a equação de estrutura

∇{D(p+1)
x ,D(0)

x }(H̃)≡ D(p+1)
x · H̃− H̃ ·D(0)

x = G̃· B̃ (3.13)

comG̃ = M ·G eB̃ = B·N−1.

Demonstraç̃ao. Em (3.7), multiplicandòa esquerda porM e à direita porN−1, obtemos

M ·F ·H ·N−1−M ·H ·R·N−1 = M ·G·B·N−1

Utilizando a proposiç̃ao anterior,M ·F = D(p+1)
x ·M eR·N−1 = N−1 ·D(0)

x obtemos o resultado.

Calculadas as matrizesM eN, a resoluç̃ao do sistema de Frobenius-PadéH ·b=−h é equivalente
a resolver parãb, o sistema

H̃ · b̃ =−h̃ (3.14)

comh̃ = M ·h e resolver parab o sistema

N ·b = b̃ (3.15)

Supondo calculados os valoresx0, . . . ,xq−1, a resoluç̃ao do sistema (3.15), constituindo um sistema
Vandermonde polinomial, pode fazer-se de forma económica, do ponto de vista do volume de
aritmética envolvido, utilizando um algoritmo rápido [29], emO(qlog2q) operaç̃oes aritḿeticas.
Analogamente, o sistema (3.14) pode resolver-se utilizando um algoritmo rápido de factorizac̃ao
triangular, baseado na equação de estrutura (3.13), que traduzida nas componentes das matrizes
resulta em

(yi−x j)h̃i, j = g̃i · b̃ j ,

ondeg̃i representa a linhai de G̃ e b̃ j a coluna j de B̃. Esta f́ormula, seyi 6= x j , i, j = 0, . . . ,q−
1, permite inverter o operador e construir um algoritmo de factorização LU em O(q2) operaç̃oes
aritméticas [21].

Este processo deixa em aberto o problema de calcular os zeros dos polinómios ortogonaisPq(x)
e P(p+1)

q (x) ou, o quée equivalente, calcular os valores próprios das matrizesF e R. Sem pretender
aprofundar o problema, pode dizer-se que um algoritmo baseado neste método seŕaútil nos casos em
que o esforço envolvido na resolução deste problema não ultrapassar os ganhos relativosà utilizaç̃ao
da estrutura das matrizes. Esteé claramente o caso dos polinómios de Chebyshev, em que os zeros
são bem conhecidos.

No âmbito deste trabalho, não querendo particularizar a famı́lia de polińomios envolvida na śerie
a aproximar, optou-se por seguir o caminho alternativo, e nesse sentido mais original, de inverter
parcialmente o operador.

3.3.2 Invers̃ao parcial do operador

Se, como vimos, a diagonalização das matrizesF = Q[p/q] eR= Q[−1/q], que definem o operador
de desvio de caracterı́stica∇{F,R}(H) = F ·H−H ·R, conduz a algoritmos de resolução dos sistemas
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de Frobenius-Padé emO(q2) operaç̃oes, mas envolve o cálculo dos zeros de polinómios ortogonais,
podemos implementar um algoritmo que não passe por tal diagonalização.

Podemos aplicar ao operador∇{F,R} o resultado da proposição 3.2, logo, sabemos que os com-
plementos de Schur gerados no processo de factorização deH, constituem matrizes pertencentesà
mesma classe de estrutura deH. As fórmulas (3.9) permitem actualizar as matrizesF , R, G e B,
quando se passa de uma matriz para o seu complemento de Schur.

Com a proposiç̃ao seguinte verifica-se que, se a primeira coluna deL e a primeira linha deU são
dadas, então todas as outras se podem calcular, por recorrência, invertendo parcialmente o operador
de desvio de caracterı́stica.

Proposiç̃ao 3.5 A partir da equaç̃ao de desvio de caracterı́stica

Fi ·Hi−Hi ·Ri = Gi ·Bi (3.16)

a primeira linha,ui+1,i+1 e ui+1 e a primeira coluna,l i+1 do complemento de SchurHi+1, podem
calcular-se por

{
uT

i+1 = 1
fi
uT

i ·
(
R(i)−dI

)
+ 1

fi

(
uii sT

i +gT
i ·B(i)

)
, d = di +

fi
uii

eT
1 · l i

l i+1 = 1
r i

(
F(i)− tI

) · l i + 1
r i

(
uii r i−G(i) ·bi

)
, t = ti + r i

uii
uT

i ·e1

com

Hi =
[

uii uT
i

l i H(i)

]
, uii 6= 0,

Fi =
[

di f T
i

hi F(i)

]
, fi = fie1 6= 0, Gi =

[
gT

i

G(i)

]
,

Ri =
[

ti sT
i

r i R(i)

]
, r i = r ie1 6= 0, Bi =

[
bi B(i)

]
.

Demonstraç̃ao. Identificando os blocos correspondentes em (3.16), obtemos
{

uii sT
i +uT

i ·
(
R(i)−di I

)
=−gT

i ·B(i) + fieT
1 ·H(i)

uii hi +
(
F(i)− ti I

) · l i = G(i) ·bi + r iH(i) ·e1

Resolvendo ambas as equações em ordem aH(i), uma vez quefi 6= 0 e r i 6= 0, resulta que
{

eT
1 ·H(i) = 1

fi
uT

i ·
(
R(i)−di I

)
+ 1

fi

(
gT

i ·B(i) +uii sT
i

)

H(i) ·e1 = 1
r i

(
F(i)− ti I

) · l i− 1
r i

(
G(i) ·bi−uii hi

)

e a demonstração fica completa notando que

Hi+1 = H(i)− 1
uii

l i ·uT
i

Deve notar-se que as condições fi 6= 0 e r i 6= 0 não representam de facto qualquer restrição
ao objectivo de implementar um algoritmo rápido de resoluç̃ao dos sistemas FP, uma vez que, da
definiç̃ao deF e deR, e de (3.9) temos quefi = γp+2+i er i = αi , i = 0, . . . ,q−1 e queαi ,γi 6= 0, i ≥ 0
da condiç̃ao de ortogonalidade dos polinómiosPi .
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A vantagem de um algoritmo baseado nesta proposição, reside no facto de que, em cada iteração,
apenaśe necesśario calcular a primeira linha e a primeira coluna do complemento de ShurMi+1.
Este facto reduz de(q− i)2 para2(q− i) o número de operações aritḿeticas envolvidas no processo
de complemento de Shur. A necessidade de actualizar as matrizes do operador∇{Fi ,Ri} e do par
gerador{Gi ,Bi} representa o esforço de cálculo adicional, permitindo implementar um algoritmo de
factorizaç̃aoLU emO(q2) operaç̃oes aritḿeticas elementares, como se mostra na secção seguinte.

3.4 Algoritmo e resultados

O resultado da proposição anterior, justifica o seguinte algoritmo de factorizaçãoLU de matrizes
de Frobenius-PadéH = H [p/q], baseado na sua estrutura de desvio de caracterı́stica.

Algoritmo 3.1

Dados: p,q,∈ N
hi, j , i = p, p+1, p+q+1, j = 0, . . . ,q−1,
hi, j , i = p+1, . . . , p+q, j = 0,q

Calcula: {L,U} : H [p/q] = L ·U

Parâmetros: {αi ,αp+1+i}q−2
i=0 , {βi ,βp+1+i}q−1

i=0 , {γi ,γp+1+i}q−1
i=1

Notação: Li =
[

1 0
l i Li+1

]
, Ui =

[
ui,i uT

i
0 Ui+1

]
,

Fi =
[

di f T
i

hi F(i)

]
, Ri =

[
ti sT

i

r i R(i)

]
, Gi =

[
gT

i

G(i)

]
, Bi =

[
bi B(i)

]

Valores iniciais: F0 = F, R0 = R, G0 = G, B0 = B, matrizes definidas como na proposição 3.1,
u0,0 = hp+1,0, u0 = (hp+1,1, . . . ,hp+1,q−1), l0 = (hp+2,0, . . . ,hp+q,0)T

Calcular:

Para i = 0,q−2

Seuii = 0 ent̃ao ”uii é nulo” eTermina

d = di +
fi
uii

l i+1,i

t = ti + r i
uii

ui,i+1

uT
i+1 = 1

fi
uT

i ·
(
R(i)−dI

)
+ 1

fi

(
uii sT

i +gT
i ·B(i)

)

l i+1 = 1
r i

(
F(i)− tI

) · l i + 1
r i

(
uii r i−G(i) ·bi

)

Fi+1 = F(i)− 1
uii

l i · f T
i

Ri+1 = R(i)− 1
uii

r i ·uT
i

Gi+1 = G(i)− 1
uii

l i ·gT
i

Bi+1 = B(i)− 1
uii

bi ·uT
i

Fim i
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Contando o ńumero de operações aritḿeticas, verifica-se que este algoritmo efectua a factori-
zaç̃aoLU da matrizq×q, H [p/q] em(3q−1)2 multiplicaç̃oes. Para calcular os coeficientes do apro-
ximante[p/q]Pf são ainda necessáriasq2 multiplicaç̃oes para resolver os dois sistemas triangulares
obtidos com esta factorização e(p+1)q multiplicaç̃oes para calcular osp+1 coeficientesai .

Refira-se que, com este algoritmo, para o cálculo da factorizaç̃ao LU da matrizH [p/q], não é
necesśario calcular todos os elementos da matriz. De facto, as matrizesL eU são calculadas a partir
dos valores da primeira linha e da primeira coluna deH [p/q] e das matrizes geradorasG,B. Sendo a
primeira coluna deH [p/q] composta de coeficientes de Fourier da função,hi,0 = fi , i = p+1, . . . , p+
q, ent̃ao apenas necessitamos de avaliar três vectores de coeficienteshi, j : a primeira linha da matriz
H [p/q], constitúıda pelos elementos{hp+1,i}q−1

i=0 ; a coluna{hi,q}p+q
i=p+1 que constitui simultaneamente

a última coluna da matrizG e o vector dos termos independentes do sistema FP; as linhas{hp,i}q−1
i=0

e {hp+q+1,i}q−1
i=0 da matrizB. Nesta situaç̃ao, do ponto de vista do volume de aritmética, parece

vantajoso utilizar o algoritmo baseado nos coeficientes de linearização, apresentado em 2.2.2. De
facto, este algoritmo calcula cada elementohi, j , para o caso de a famı́lia de polińomios envolvida
pertencer̀a classe de Gegenbauer, comj multiplicaç̃oes, o que totaliza12q(5q−3), contra as5q(p+
q) multiplicaç̃oes necessárias para calcular os mesmos elementos por recorrência.

Resultados Nuḿericos

Este algoritmo foi programado emFortran, com aritḿetica de dupla precisão. Para testar a sua
eficiência computacional, foram feitas diversas experiências nuḿericas.

Exemplo 3.1 Retomamdo a faḿılia dos polińomios de LaguerreL(α)
n (x), referida no exemplo 2.5

do caṕıtulo anterior, e que se define [24] como os polinómios com coeficiente principal(−1)n/n!
correspondentes̀a funç̃ao peso

w(x) = xαe−x, α >−1, x > 0.

Temos, neste caso,
αn =−(n+1), βn = 2n+α+1, γn =−(n+α). (3.17)

logo, comα = 0, as matrizesF eRdo operador de desvio de caracterı́stica s̃ao

F =




1 −1 0 · · · 0

−1 3
... ...

...

0 −2
... 2−q 0

...
... ... 2q−3 1−q

0 · · · 0 1−q 2q−1




e

R=




2p+3 −(p+2) 0 · · · 0

−(p+2) 2p+5
... ...

...

0 −(p+3)
... −(p+q−1) 0

...
... ... 2p+2q−1 −(p+q)

0 · · · 0 −(p+q) 2p+2q+1



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O programa foi testado tomandof (z) a partir da funç̃ao geradora dos polińomios de Laguerre [24],

fa(z) = (1−a)−α−1e
a

a−1z = ∑
n≥0

anLα
n(z), z> 0

comα = 0 e para diversos valores dea. Nestes casosfi = ai , i ≥ 0 e com as f́ormulas de recorr̂encia
do exemplo 2.5 podem calcular-se os elementoshi, j envolvidos no ćalculo dos coeficientes de cada
aproximante. Os resultados apresentados nas figuras seguintes, correspondem a tomara= 1/2 para
aproximar a funç̃ao

f1/2(z) = 2e−z = ∑
n≥0

2−nLn(z), z> 0

ea =−1 para aproximar a funç̃ao

f−1(z) =
1
2

e
1
2z = ∑

n≥0

(−1)nLn(z), z> 0

Com o objectivo de comparar os resultados do algoritmo, com resultados obtidos com rotinas de
decomposiç̃aoLU gerais, resolveram-se os sistemasH [p/q] ·b =−h[p/q], para uma amostra de pares
de valores(p,q), utilizando o algoritmo ŕapido de decomposiçãoLU proposto na secção anterior, e
calcularam-se os vectores dos resı́duosr [p/q] = H [p/q] · b̃+h[p/q] obtidos, ondẽb representa a solução
numérica calculada. Os mesmos sistemas foram resolvidos com uma rotina padrão, resolvendo um
sistema de equações lineares com uma matriz genérica de coeficientes reais utilizando factorização
LU baseada na eliminação de Gauss com pivotagem parcial. Nas figuras 3.1 e 3.2 representa-se, para
as duas funç̃oes tomadas como exemplo, a componente máxima do reśıduo, istoé

∥∥r [p/q]
∥∥

∞, obtida
com ambas as rotinas, para os valores dep e deq indicados.

Nos casos observados, verifica-se que ambas as rotinas produzem soluções associadas a vectores
de reśıduos cujas componentes crescem rápidamente com a dimensão do sistema. Os resı́duos
obtidos s̃ao consistentemente menores com o algoritmo rápido do que com o algoritmo geral, para
as primeiras colunas da tabela. Com valores deq crescentes, a vantagem da solução com o novo
algoritmo, vai desaparecendo.

A superioridade dos resultados obtidos com o algoritmo rápido, relativamente aos resultados ob-
tidos com algoritmos que não consideram a estrutura da matriz, constitui uma caracterı́stica comum
a outros algoritmos rápidos [22].

Para satisfaç̃ao do objectivo da resolução destes sistemas, istoé para calcular os coeficientes
dos AFP, encontrar soluções afectadas de resı́duos pequenos,́e mais importante do que encontrar
soluç̃oes afectadas de erros pequenos. Com efeito, designando por

r [p/q] = (r0, . . . rq−1)T

o vector dos reśıduos, e por
b̃ = (b̃0, . . . b̃q−1)T

a soluç̃ao calculada, tal que
H [p/q] · b̃ =−h[p/q] + r [p/q]

ent̃ao, uma vez que as primeirasp+1 equaç̃oes em (2.4) s̃ao resolvidas de forma exacta, comG[p/q]

definida em (2.6), com
ã = G[p/q] · b̃
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Figura 3.1:
∥∥r [p/q]

∥∥
∞, para f1/2(z) = 2e−z, com o algoritmo ŕapido de decomposiçãoLU (+) e com

uma rotina padr̃ao (•)

obtemos um aproximante

[̃p/q]
P

f (z) = Ñ(z)/D̃(z)

que em vez de (2.1), satisfaz

Ñ(z)− D̃(z) f (z)+R(z) = O(Pp+q+1)

com

R(z) =
q−1

∑
i=0

r iPp+1+i(z)

Ou seja, a condiç̃ao, fundamental na definição dos AFP, de o erro constituir uma série de ordem
Pp+q+1, é satisfeita de forma exacta na parte principal da série, i.e. nos coeficientes deP0, . . . ,Pp que
são todos nulos. Para os coeficientes dePp+1, . . . ,Pp+q, em vez do valor nulo, obtemos os valores
dos reśıduosr i , desejavelmente pequenos em valor absoluto.

Como previsto, podemos verificar que, para as duas funções testadas, a resı́duos pequenos na
soluç̃ao do sistema FP, correspondem erros pequenos na aproximação racional. Nas figuras 3.3 e
3.4 apresentam-se as curvas do valor absoluto do erro relativo|( f (z)− [p/q]Lf (z))/ f (z)| em escala
logaŕıtmica, para os pares de valores(p,q) indicados, obtidas com ambos os métodos de resolução
numérica do sistema FP: utilizando o novo algoritmo(+); e utilizando uma factorizaçãoLU geral
(•). Para aĺem das primeiras colunas da tabela, onde os gráficos do erro relativo nas duas rotinas
coincidem, podemos observar que o algoritmo baseado na estrutura de desvio de caracterı́stica
produz uma soluç̃ao com mais algarismos significativos correctos, na generalidade dos pontos do
intervalo, do que a solução baseada na eliminação de Gauss.
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∥∥
∞, para f−1(z) = 1

2e
1
2z, com o algoritmo ŕapido de decomposiçãoLU (+) e com

uma rotina padr̃ao (•)
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Figura 3.3:
∣∣∣( f (z)− [p/q]Pf (z))/ f (z)

∣∣∣, com o algoritmo ŕapido de factorizaç̃aoLU (a cheio) e com

factorizaç̃aoLU padr̃ao (tracejado), paraf1/2(z) = 2e−z
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∣∣∣( f (z)− [p/q]Pf (z))/ f (z)

∣∣∣, com o algoritmo ŕapido de factorizaç̃aoLU (a cheio) e com

factorizaç̃aoLU padr̃ao (tracejado), paraf−1(z) = 1
2e

1
2z

Na tentativa de explicar os resultados numéricos obtidos na resolução dos sistemas, exibindo
vectores de resı́duos com componentes consideravelmente grandes, podemos utilizar rotinas padro-
nizadas para calcular estimativas do número de condiç̃ao das matrizes. Para os pares de valores
(p,q) seleccionados, a matrizH = H [p/q] foi calculada e utilizou-se a rotinaDLFCRG, incluida na
bibliotecaIMSL MATH/LIBRARY fornecida com oMicrosoft Developer Studiojuntamente com o
compiladorFortran 90daMicrosoft, para calcular uma estimativa do número de condiç̃ao da matriz.
Os valores apresentados na tabela 3.1 correspondemà definiç̃aocond1(H) = ‖H‖1‖H−1‖1. A tabela
representa, em cada posição(p,q) indicada, a ordem de grandeza do número de condiç̃ao deH [p/q],
isto é log10(cond1(H)) arredondado a inteiro.
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Tabela 3.1: Ordem de grandeza decimal do número de condiç̃ao deH [p/q], i.e. log10

(
cond1

(
H [p/q]

))

arredondado a inteiro, paraf−1(z) = 1
2e

1
2z coma =−1 e paraf1/2(z) = 2e−z coma = 0.5

Na tabela, podemos observar que as matrizes de Frobenius-Padé calculadas, s̃ao extremamente
mal condicionadas. Variando o número de condiç̃ao, nos casos observados, entre aproximada-
mente103 para uma matriz4× 4 e 1039 para uma matriz25× 25, podeŕıamos esperar resultados
catastŕoficos na resoluç̃ao dos sistemas. Como ficou exposto, o facto de os erros no cálculo dos coe-
ficientesai , i = 0, . . . , p e bi , i = 0, . . . ,q−1 só afectarem os coeficientes da ordem de aproximação
a partir do graup+1, explica os bons resultados obtidos com os aproximantes, ilustrados nas figuras
3.3 e 3.4.
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Um exemplo, envolvendo outra famı́lia de polińomios ortogonais, foi testado.

Exemplo 3.2 Considerando paraf (z) a funç̃ao geradora dos polińomios de Legendre, introduzidos
no exemplo 2.1

f (z) =
1√

1−2az+a2
= ∑

i≥0

aiPi(z).

Neste caso

αi =
i +1
2i +1

, βi = 0, γi =
i

2i +1
, i ≥ 0

e
fi = ai , i ≥ 0,

para cada valor do par̂ametroa, são os dados para o programa.

Para valores dea < 1 a śerie converge no interior da elipseεa com focos em±1 e semi-eixos
1
2(a+ a−1) e 1

2(a−1−a) [15]. O programa foi testado com o parâmetro,próximoda fronteira dos
valores de converĝencia,a = 0.8. Com este valor do parâmetro, a funç̃ao

f (z) =
5√

41−40z
,

tem uma singularidade no pontoz= 41/40= 1.025. Diversos valores dep e deq foram considerados
para o programa e os resultados obtidos são ilustrados nas tabelas e nos gráficos seguintes.

Na tabela 3.2, apresentam-se os resultados da aproximação, em termos do ńumero de d́ıgitos
decimais exactos− log10(| f (z)− [p/q]Pf (z)|) arredondado a inteiro, num pontopróximoda singula-
ridade da funç̃aoz= 0.9, onde os valores dos aproximantes são comparados com o valor exacto da
função f (0.9) =

√
5, e num ponto mais afastado da singularidade,z= −0.5 onde a funç̃ao toma o

valor f (−0.5) = 5/
√

61. Dos valores tabelados, destaca-se a perturbação introduzida pela singula-
ridade, impedindo os resultados de ir além das12casas decimais exactas na aproximação def (0.9).
Outro facto a destacaré a qualidade da aproximação na abcissaz= −0.5, consistentemente nas16
casas decimais exactas, coincidentes com a dupla precisão utilizada no ćalculo dos coeficientes.

Os mesmos aproximantes calculados, podem utilizar-se para testar a qualidade da aproximação
no doḿınio de converĝencia da śerie. Na figura 3.5 representa-se a precisão− log10(| f (z)−[p/q]Pf (z)|)
na aproximaç̃ao da funç̃ao nos pontos interiores da elipseεa. Para efeitos de comparação, juntamente
com os resultados referentes a três aproximantes da diagonal da tabela, apresenta-se o resultado
obtido com a soma parcial da série, considerados24 termos, tantos quantos os necessários para cal-
cular os coeficientes do aproximante[8/8]Pf . Dos resultados destaca-se a vantagem dos aproximantes
racionais, mesmo os que envolvem menos termos do que as somas parciais, em todos os pontos do
doḿınio de converĝencia da śerie.

Nos gŕaficos da figura 3.6 destaca-se o erro relativo|( f (z)− [p/q]Pf (z))/ f (z)| em escala lo-
gaŕıtmica, para os pontos do intervalo−1 < z < 1. Em cada um dos dois gráficos, apresenta-se
um conjunto de curvas relativas a aproximantes calculados com o mesmo número de termos da série.
Nos exemplos observados, verifica-se que os melhores resultados são obtidos com aproximantes
localizados na vizinhança da diagonal principal da tabela, i.e. tais quep≈ q. Outro facto, confir-
mando o factor perturbador introduzido pela singularidade da função, é que o ganho de precisão,
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na aproximaç̃ao def (0.9) e de f (−0.5), para f (z) = 5√
41−40z

p=24, q=0

-0.2
0

0.2

-1

-0.5

0

0.5

1

0

1

2

3

4

-0.2
0

0.2

p=2, q=2

-0.2
0

0.2

-1

-0.5

0

0.5

1

1

2

3

4

-0.2
0

0.2

p=4, q=4

-0.2
0

0.2

-1

-0.5

0

0.5

1

4

6

8

-0.2
0

0.2

p=8, q=8

-0.2
0

0.2

-1

-0.5

0

0.5

1

8

10

12

14

16

-0.2
0

0.2

Figura 3.5:− log10(| f (z)− [p/q]Pf (z)|) para f (z) = 5√
41−40z
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com a progress̃ao no sentido da diagonal da tabela,é tanto maior, em cada pontoz, quanto mais
afastado está o ponto do extremoz= 1.

Este exemplo pode utilizar-se para ilustrar uma propriedade destes aproximantes racionais, par-
tilhada com os aproximantes de Padé e referida em [25], relativamente aos zeros e aos pólos dos
aproximantes. Consiste esta propriedade no aparecimento de um conjunto de pólos dos aproximantes
acumulados fora do doḿınio de analiticidade da função, ou seja neste caso, a existência de ṕolos
acumulados sobre o corte no plano complexoz > 1.025. Para aĺem desses, observam-se outros
pólos, cuja posiç̃ao varia com a ordem de aproximação, e que aparecem frequentementecancelados
pelos zeros dos aproximantes. Calculados os coeficientes dos aproximantes, utilizou-se uma rotina
geral de determinação de zeros de polinómios, no caso a funçãoSolvedoMathematica, os resultados
apresentam-se na figura 3.7.

Comparação de resultados com outros algoritmos

Em [34] apresentam-se dois algoritmos recursivos de cálculo de sucessões de aproximantes da
tabela Pad́e-Legendre. Evitando a resolução nuḿerica do sistema de equações lineares associado
ao ćalculo dos coeficientes dos denominadores, ambos os algoritmos são baseados em relações de
recorr̂encia envolvendo os numeradores e os denominadores dos aproximantes. Estes algoritmos de
A.C. Matos, para além da aplicaç̃ao ao ćalculo dos aproximantes de Padé-Legendre, podem sem
dificuldade, aplicar-se a toda a classe mais lata, dos aproximantes de Frobenius-Padé. Progredindo
por recorr̂encia, estes algoritmos são indicados para calcular sucessões de aproximantes. Nesse
sentido, se o objectivo consiste no cálculo dos coeficientes da sucessão [N−q/q]Pf (z), q = 0, . . . ,N,
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ou no conjunto de aproximantes[p/q]Pf (z), tal que p+ 2q ≤ N, com N fixo, respectivamente, o
algoritmo designado por tipo Kronecker (Kta) ou o algoritmo designado por tipo Frobenius (Fta),
são indubitavelmente melhores, em termos do volume de aritmética, do que o algoritmo baseado na
estrutura de desvio de caracterı́stica (EDCa) aqui proposto.

Estes algoritmos foram programados, tal como o algoritmo EDCa, em Fortran com aritmética de
dupla precis̃ao. Os gŕaficos seguintes ilustram os resultados das experiências nuḿericas efectuadas.

Na figura 3.8 compara-se o erro relativo no AFP obtido com o algoritmo EDCa, com o obtido
com o algoritmo Kta. Nestes gráficos observa-se, para além dos fracos resultados, com ambos os
algoritmos, em abcissas próximas do extremoz= 1, que os resultados são quase coincidentes para
aproximantes de baixa ordem, para valores intermédios dep e deq os aproximantes obtidos com o
algoritmo Kta s̃ao mais precisos, em quase todos os pontos do intervalo, e que o algoritmo EDCa se
torna mais preciso do que o concorrente, com valores dep e deq crescentes.

Os mesmos comentários podem fazer-se quantoà comparaç̃ao dos resultados com os obtidos
com o algoritmo Fta, como se pode observar nos gráficos da figura 3.9. Neste caso, a vantagem dos
aproximantes calculados com o algoritmo EDCaé ainda mais expressiva.

Com um volume de aritḿetica deO(q2) multiplicaç̃oes, o algoritmo Kta pode competir com
o algoritmo EDCa se o objectivo consiste em calcular os coeficientes de apenas um aproximante
[p/q]Pf (z). Este ñao é, no entanto o caso do algoritmo Fta, com um volume de aritmética deO(q3)
multiplicaç̃oes.

3.5 Conclus̃oes

Neste caṕıtulo, revelou-se a existência de uma estrutura de desvio de caracterı́stica nas matrizes
de Frobenius-Padé. Esta estrutura foi explorada, com sucesso, no desenvolvimento de um algoritmo
rápido de factorizaç̃ao triangular das matrizes de Frobenius-Padé.

O algoritmo apresentado revelou-se suficientemente robusto para produzir aproximantes de grande
precis̃ao. Frequentemente, nos exemplos apresentados, os resultados da aproximação da funç̃ao,
coincidem ou aproximam-se dos 16 algarismos significativos exactos, ou seja, da precisão de ćalculo
utilizada na implementação do algoritmo. Este resultadóe tanto mais surpreendente quanto as
matrizes envolvidas são significativamente mal condicionadas. Uma possı́vel explicaç̃ao para este
facto, apresentada com os comentários aos resultados do exemplo 3.1, reside no facto de que, com
este algoritmo, a perturbação aritḿetica introduzida no processo de cálculo dos coeficientes dos
aproximantes, manter a ordem de aproximação exacta, pelo menos, nos primeiros coeficientes do
erro.

Com o objectivo de comparar o algoritmo apresentado neste capı́tulo com um algoritmo de
factorizaç̃ao LU , baseado na eliminação de Gauss com pivotagem parcial, efectuaram-se diversos
testes nuḿericos. Nos resultados observados, o algoritmo proposto compete favoravelmente com
o processo clássico, no sentido em que os coeficientes calculados conduzem a aproximantes mais
precisos. A mesma comparação, foi efectuada com outros algoritmos recolhidos da literatura, tendo-
se verificado que, comparativamente a dois algoritmos recursivos de cálculo dos aproximantes Padé-
Legendre, o novo algoritmo aparenta maior estabilidade numérica, uma vez que produz aproximantes
mais precisos para ordens de aproximação mais elevadas.
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Figura 3.8:|( f (z)− [p/q]Pf (z))/ f (z)|, com o algoritmo ŕapido de decomposiçãoLU (a cheio) e com

o algoritmo tipo Kronecker (tracejado), paraf (z) = 5√
41−40z
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Figura 3.9:|( f (z)− [p/q]Pf (z))/ f (z)|, com o algoritmo ŕapido de decomposiçãoLU (a cheio) e com

o algoritmo tipo Frobenius (tracejado), paraf (z) = 5√
41−40z
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Na secç̃ao 3.3.1 descreve-se um processo alternativo ao desenvolvido neste trabalho, que consiste
em alterar a classe de estrutura das matrizes de Frobenius-Padé, por via da diagonalização das matri-
zes associadas ao operador. Este processo não foi utilizado porque envolve os zeros dos polinómios
ortogonais e os zeros dos polinómios ortogonais associados. A possibilidade de implementação
de um algoritmo baseado neste processo,é promissora para os casos que envolvam famı́lias de
polinómios ortogonais de que se conhecem os respectivos zeros. Sendo a famı́lia dos polińomios
de Chebyshev um desses casos, fica em aberto o estudo da aplicação generalizada, i.e. para qualquer
faḿılia de polińomios ortogonais, deste algoritmo.

A possibilidade de contornar quebras do algoritmo, na eventualidade da existência de algum
pivot nulo, implementando o algoritmo na base de uma partição das matrizes por blocos,é deixada
como trabalho futuro. Outro tema queé deixado para futura reflexão, consiste na introdução de
pivotagem no algoritmo. A simples permuta de linhas ou de colunas da matriz, porque destroi a sua
estrutura, ñao se apresenta como uma técnica compatı́vel com um algoritmo baseado nessa mesma
estrutura. Fica em aberto a resolução dos problemas surgidos com esta técnica de pivotagem e a
pesquisa de eventuais técnicas que possam constituir alternativa.

A estrutura das matrizes de Frobenius-Padé, como ficou demonstrado, constitui uma consequência
directa da relaç̃ao de recorr̂encia de ordem dois, caracterı́stica dos polińomios ortogonais. Este facto
sugere a possibilidade de utilizar a mesma técnica para aproximar outros desenvolvimentos em série,
que ñao śeries de Fourier em polinómios ortogonais, definidos em bases de funções satisfazendo
algum tipo de relaç̃ao de recorr̂encia mais geral. Este assuntoé retomado nóultimo caṕıtulo da tese.

A implementaç̃ao do algoritmo apresentado neste capı́tulo em conjunto com o algoritmo apre-
sentado no capı́tulo anterior,é elementar e serve para calcular uma sucessão de aproximantes da
mesma linha da tabela de Frobenuis-Padé. O ćalculo recursivo de sucessões de aproximantes AFṔe
o objectivo do caṕıtulo seguinte desta tese, onde este temaé detalhado.
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Caṕıtulo 4

Relaç̃oes de Recorr̂encia na tabela de
Frobenius-Pad́e

4.1 Identidades de tipo Frobenius generalizadas

Tal como no caso da aproximação de Pad́e, em quée posśıvel estabelecerem-se alguns resultados
relacionando elementos adjacentes da tabela de Padé, ver [5] e [7], tamb́em no caso da aproximação
de Frobenius-Padé, se podem encontrar relações entre elementos adjacentes da tabela de Frobenius-
Pad́e.

Até final deste capı́tulo, N[p/q](z) e D[p/q](z) representam as componentes i.e., respectivamente,
o numerador e o denominador, do aproximante de Frobenius-Padé

[p/q]Pf (z) =
N[p/q](z)
D[p/q](z)

queé suposto existir e satisfazer as condições de normalidade para os graus e ordem de aproximação,
i.e. 




N[p/q](z) = ∑p
i=0a[p/q]

i Pi(z), a[p/q]
p 6= 0

D[p/q](z) = ∑q
i=0b[p/q]

i Pi(z), b[p/q]
q 6= 0

N[p/q](z)−D[p/q](z) f (z) = ∑i≥p+q+1e[p/q]
i Pi(z), e[p/q]

p+q+1 6= 0

, (4.1)

segundo a definiç̃ao apresentada no capı́tulo 2.

É fácil verificar que as relações de Frobenius, geralmente representadas pelos sı́mbolos

∗ ∗
∗

∗ ∗
∗

relacionando as componentes de elementos adjacentes da tabela de Padé, ñao possuem corres-
pond̂encia directa para elementos da tabela de Frobenius-Padé. O exemplo seguinte ilustra as di-
ficuldades que podem surgir quando tratamos dos aproximantes de Frobenius-Padé, i.e. envolvendo
desenvolvimentos em polinómios ortogonais. Suponhamos que se pretende calcular constantesλ e
ρ, tais que: {

N[p/q](z) = λN[p−1/q+1](z)+ρzN[p−1/q](z)
D[p/q](z) = λD[p−1/q+1](z)+ρzD[p−1/q](z)

, (4.2)

63
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em analogia com uma relação deste tipo para os aproximantes de Padé [7]. A dificuldade surge
do facto dez(D[p−1/q](z) f (z)−N[p−1/q](z)) = O(Pp+q−1) para os aproximantes FP, enquanto que
z(D[p−1/q](z) f (z)−N[p−1/q](z)) = O(zp+q+1) para os aproximantes de Padé. Neste caṕıtulo procu-
ram-se relaç̃oes entre elementos da tabela de Frobenius-Padé, afim de obter relações de recorrência
envolvendo os coeficientes dos respectivos numeradores e denominadores.

Para estabelecer as relações de tipo Frobenius generalizadas,é necesśario recorrer repetidas
vezesàs f́ormulas que estabelecem a relação entre os coeficientes de Fourier de uma dada função,
e os coeficientes de Fourier do produto da função pelo mońomio z. Tais f́ormulas encontram-se
estabelecidas na seguinte proposição:

Proposiç̃ao 4.1 Se{Pi}i≥0 é a faḿılia de polińomios ortogonais que satisfaz a relação de recorr̂encia

{
zPi(z) = αiPi+1(z)+βiPi(z)+ γiPi−1(z), i ≥ 1
P0(z) = 1, P1(z) = (z−β0)/α0, αi ,γi 6= 0, i ≥ 0

, (4.3)

e

1. f (z) é a śerie
f (z) = ∑

i≥0

fiPi(z),

2. p(z) é o polińomio

p(z) =
n

∑
i=0

piPi(z),

3. e(z) é a funç̃ao
e(z) = ∑

i≥n

eiPi(z),

ent̃ao:

1.

z f(z) = ∑
i≥0

giPi(z),
{

g0 = β0 f0 + γ1 f1
gi = αi−1 fi−1 +βi fi + γi+1 fi+1, i ≥ 1

, (4.4)

2.

zp(z) =
n+1

∑
i=0

qiPi(z),





q0 = β0p0 + γ1p1

qi = αi−1pi−1 +βi pi + γi+1pi+1, i = 1, . . . ,n−1
qn = αn−1pn−1 +βnpn

qn+1 = αnpn

(4.5)

e

3.

ze(z) = ∑
i≥n−1

diPi(z),





dn−1 = γnen

dn = βnen + γn+1en+1

di = αi−1ei−1 +βiei + γi+1ei+1, i ≥ n+1
. (4.6)
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Convencionando quepn+1 = pn+2 = 0 em (4.5),en−1 = en−2 = 0 em (4.6) e quef−1 = p−1 nos
casos 1 e 2, podemos resumir qualquer das fórmulas ahi = αi−1Fi−1 + βiFi + γi+1Fi+1 para os tr̂es
casos e para qualquer dosı́ndices envolvidos. Esta convenção est́a presente em todas as fórmulas
que se seguem e que envolvam o produto dezpor um polińomio ou por uma śerie.

Na secç̃ao seguinte procura-se de forma sistemática, encontrar relações de recorrência envol-
vendo os coeficientes de três elementos da tabela FP. Nas restantes secções deste capı́tulo, constroem-
se relaç̃oes de recorrência a quatro termos e estabelecem-se algoritmos de cálculo dos elementos da
tabela, baseados nessas relações.

4.2 Relaç̃oes de recorr̂encia a três termos

Para encontrar as relações posśıveis envolvendo tr̂es elementos da tabela de Frobenius-Padé,
podemos partir do caso geral e sistematizar a busca de soluções que permitam estabelecer relações
de recorr̂encia entre os coeficientes dos elementos dos aproximantes envolvidos.

4.2.1 Caso geral das relaç̃oes a tr̂es termos

Com o objectivo de generalizar as relações de Frobenius entre as componentes de elementos
adjacentes da tabela de Padé, vamos procurar constantesλ, η, ρ e τ, tais que:

{
N[p/q] = (λ+ηz)N[p+i/q+ j] +(ρ+ τz)N[p+k/q+l ]

D[p/q] = (λ+ηz)D[p+i/q+ j] +(ρ+ τz)D[p+k/q+l ] (4.7)

para todos os valores dep e deq, tais que os tr̂es aproximantes envolvidos existam e parai, j, k e l
inteiros fixos. Limitando a busca a relações que envolvam elementos vizinhos da tabela, no sentido
de estarem confinadosàs linhas e colunas mais próximas, seja

•[p-2/q-2] • • • •[p-2/q+2]

• • • • •
• • ∗[p/q] • •
• • • • •
•[p+2/q-2] • • • •[p+2/q+2]

a regĩao de proximidade a considerar, então teŕa de ser−2≤ i, j,k, l ≤ 2. A procura exaustiva de
soluç̃oes, atribuindo os5 valores posśıveis a cada um destes quatroı́ndices, produz54 = 625casos
posśıveis. Este ńumero pode reduzir-se, permutando as constantesλ e ρ ou η e τ, que permitem
identificar algumas possibilidades umas com as outras. Ainda assim, não parece boa estratégia
estudar o problema sem sistematizar a procura de soluções tentando reduzir̀a partida o ńumero
de casos com viabilidade de produzir soluções.

Podemos começar por estudar a tradução de cada uma das condições (4.1) impostas̀as compo-
nentes dos aproximantes em (4.7), em termos dos seus coeficientes, istoé, comoé que as condiç̃oes
impostas se traduzem em termos dos coeficientes dos numeradores, dos denominadores e do erro de
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aproximaç̃ao. A condiç̃ao sobre os numeradores pode traduzir-se, em termos dos coeficientes, por:

p

∑
n=0

a[p/q]
n Pn = λ

p+i

∑
n=0

a[p+i/q+ j]
n Pn (4.8)

+η
p+i+1

∑
n=0

g[p+i/q+ j]
n Pn +ρ

p+k

∑
n=0

a[p+k/q+l ]
n Pn + τ

p+k+1

∑
n=0

g[p+k/q+l ]
n Pn,

e para os coeficientes dos denominadores, obtemos:

q

∑
n=0

b[p/q]
n Pn = λ

q+ j

∑
n=0

b[p+i/q+ j]
n Pn (4.9)

+η
q+ j+1

∑
n=0

h[p+i/q+ j]
n Pn +ρ

q+l

∑
n=0

b[p+k/q+l ]
n Pn + τ

q+l+1

∑
n=0

h[p+k/q+l ]
n Pn,

comg[.]
n = αn−1a[.]

n−1 +βna[.]
n + γn+1a[.]

n+1 e h[.]
n = αn−1b[.]

n−1 +βnb[.]
n + γn+1b[.]

n+1 conforme (4.5). Mul-
tiplicandoD[p/q](z) por f (z) e subtráındo aN[p/q](z), obtemos:

N[p/q]−D[p/q] f = (λ+ηz)(N[p+i/q+ j]−D[p+i/q+ j] f )+(ρ+ τz)(N[p+k/q+l ]−D[p+k/q+l ] f )

e aplicando (4.6)

∑
n≥p+q+1

e[p/q]
n Pn = λ ∑

n≥p+q+i+ j+1

e[p+i/q+ j]
n Pn +η ∑

n≥p+q+i+ j

d[p+i/q+ j]
n Pn (4.10)

+ρ ∑
n≥p+q+k+l+1

e[p+k/q+l ]
n Pn + τ ∑

n≥p+q+k+l

d[p+k/q+l ]
n Pn

comd[.]
n = αn−1e[.]

n−1 +βne[.]
n + γn+1e[.]

n+1.

Com a condiç̃ao (4.8), para satisfazer os graus dos polinómios envolvidos, obtemos

pN = 1+max{i,k}

equaç̃oes lineares emλ, η, ρ e τ. Com a condiç̃ao (4.9) obtemos mais

qD = 1+max{ j, l}

equaç̃oes lineares. A condição sobre a ordem de aproximação (4.10) imp̃oem mais

ef = 1−min{i + j,k+ l}

Porúltimo, uma vez que (4.7) define[p/q]Pf a menos de uma constante multiplicativa, podemos, no

caso normal, impor queb[p/q]
q = 1, o que introduz mais uma equação linear envolvendoλ, η, ρ e τ.

As condiç̃oes (4.8 )-(4.10) para serem satisfeitas, obrigam a quepN, qD eef sejam ñao negativos.

A análise da condiç̃ao (4.10) permite verificar que se|(k+ l)− (i + j)|> 1 obtemos
{

e[p+i/q+ j]
p+q+i+ j+1λ = 0

e[p+i/q+ j]
p+q+i+ j λ+d[p+i/q+ j]

p+q+i+ j η = 0
ou

{
e[p+k/q+l ]

p+q+k+l+1ρ = 0

e[p+k/q+l ]
p+q+k+l ρ+d[p+k/q+l ]

p+q+k+l τ = 0
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conformek+ l > i + j ou i + j > k+ l , respectivamente. Sendo a conclusão do mesmo tipo em
ambos os casos,é suficiente considerar o primeiro, e porque da fórmula 4.6 temos qued[p+i/q+ j]

p+q+i+ j =

γp+q+i+ j+1e[p+i/q+ j]
p+q+i+ j+1, obtemosλ = η = 0, uma vez quee[p+i/q+ j]

p+q+i+ j+1 6= 0 devido à condiç̃ao de
normalidade do aproximante[p+ i/q+ j]Pf (z). Neste caso, obtemos uma relação do tipo

{
N[p/q](z) = (ρ+ τz)N[p+k/q+l ](z)
D[p/q](z) = (ρ+ τz)D[p+k/q+l ](z)

, (4.11)

logo, ouτ = 0 e k = l = 0 e obtemos a igualdade trivial comρ = 1, ou τ 6= 0 e k = l = −1 para
satisfazer os graus dos polinómios, e neste caso, obtemos para a ordem de aproximaçãoO(Pp+q+1) =
(ρ + τz)∑n≥p+q−1e[p−1/q−1]

n Pn(z) o queé imposśıvel comτ 6= 0. Conclúımos que o problema só
pode ter uma solução ñao trivial se|(k+ l)− (i + j)| ≤ 1, o que reduz o problema a duas situações
posśıveis: ouk+ l = i + j ouk+ l = i + j +1, uma vez que, permutandoi comk e j coml , a situaç̃ao
k+ l + 1 = i + j é idênticaà segunda. De forma análoga, podemos concluir que|k− i| ≤ 1 e que
|l− j| ≤ 1. Na tabela seguinte, resume-se o conjunto das situações posśıveis considerando os valores
que podemos admitir parak− i e l − j,

k− i l − j pN qD ef

-1 -1 Imposśıvel
-1 0 4 i+1 j+1 2-(i+j)
-1 1 3 i+1 j+2 1-(i+j)
0 -1 2 i+1 j+1 2-(i+j)
0 0 1 i+1 j+1 1-(i+j)
0 1 5 i+1 j+2 1-(i+j)
1 -1 3 i+2 j+1 1-(i+j)
1 0 4 i+2 j+1 1-(i+j)
1 1 Imposśıvel

As situaç̃oesk− i = l − j = ±1 são incompat́ıveis com a condiç̃ao |(k+ l)− (i + j)| ≤ 1. O
número de situaç̃oes posśıveis distintas pode reduzir-se, considerando que as situações comi > k
se podem reduzir a situações comi < k, sem perder generalidade. Ficamos reduzidos a cinco casos
distintos: No caso 1, comk = i, l = j obtemos a situação (4.11), imposśıvel pelas raz̃oes apontadas;
Nos restantes 4 casos, compN + qD + ef = 4 equaç̃oes, juntamente com a normalição b[p/q]

q = 1,
resulta num sistema, geralmente sobredeterminado, de5 equaç̃oes em4 incógnitas. A caracterı́stica
de tais sistemas depende dos valores particulares dei e de j.

Analisando caso a caso os sistemas obtidos, verifica-se que muitos deles incluem equações
incompat́ıveis, ñao produzindo qualquer solução; outros sitemas só s̃ao posśıveis no caso de os
coeficientes dos aproximantes do segundo membro satisfazerem determinadas restrições, ñao produ-
zindo por isso, soluç̃oes gerais que possam utilizar-se no cálculo dos aproximantes; existem ainda
alguns casos que produzem uma solução trivial, istoé, por exemplo comi = j = 1, para qualquer
valor dek e del , a soluç̃aoλ = 1, η = ρ = τ = 0; asúnicas situaç̃oes que produzem relações com
alguma utilidade, do ponto de vista do cálculo da tabela FP, surgem dos casos:
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2. Comk = i = 1, j = 0, l =−1 obtemos um sistema equivalente a





τ = η = 0
λ = 1

ρ =−a[p+1/q]
p+1 /a[p+1/q−1]

p+1

,

a[p+1/q−1]
p+1 6= 0 por hiṕotese de normalidade. Esta solução correspondèa relaç̃ao de recorr̂encia

{
N[p/q](z) = N[p+1/q](z)+ρN[p+1/q−1](z)
D[p/q](z) = D[p+1/q](z)+ρD[p+1/q−1](z)

;

3. Para o casoi = l =−1, j = k = 0, obtemos





τ = η = 0
λ = 1

e[p−1/q]
p+q +e[p/q−1]

p+q ρ = 0
.

Uma vez quee[p/q−1]
p+q 6= 0 por hiṕotese de normalidade, este caso produz a solução

{
N[p/q](z) = N[p−1/q](z)+ρN[p/q−1](z)
D[p/q](z) = D[p−1/q](z)+ρD[p/q−1](z)

comρ =−e[p−1/q]
p+q

e[p/q−1]
p+q

4. Com os valoresi =−1, j = l = 1, k = 0, obtemosη = 0, do coeficiente dePp+q na equaç̃ao
sobre a ordem de aproximação. Com este coeficiente nulo, obtemosτ = 0 das condiç̃oes sobre
os coeficientes dos denominadores, e com estes coeficientes nulos, as restantes equações s̃ao

{
λ+ρ = 0

b[p−1/q+1]
q λ+b[p/q+1]

q ρ = 1

Logo {
N[p/q](z) = λN[p−1/q+1](z)−λN[p/q+1](z)
D[p/q](z) = λD[p−1/q+1](z)−λD[p/q+1](z)

com

λ = (b[p−1/q+1]
q −b[p/q+1]

q )−1

excepto nos casos em queb[p−1/q+1]
q = b[p/q+1]

q . Mais à frente no coroĺario 4.2 da secç̃ao
seguinte, mostra-se que esta condiçãoé imposśıvel.

Estes tr̂es casos, encontram-se apresentados na proposição 4.2 da secção seguinte. Uma vez
que os aproximantes envolvidos ocupam as mesmas posições relativas na tabela FP, as três f́ormulas

podem designar-se genericamente por
∗

∗ ∗ .
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4.2.2 Relaç̃oes
∗

∗ ∗

A proposiç̃ao seguinte e os seus corolários representam os três casos possı́veis de relaç̃oes de
recorr̂encia a tr̂es termos na tabela FP, obtidos na secção anterior. Com os corolários que se seguem,
como se veŕa, para o caso de tabelas normais, estas três relaç̃oes podem reduzir-se a umaúnica
relaç̃ao.

Proposiç̃ao 4.2 Sejamp,q≥ 1, tais que, os aproximantes[p−1/q]Pf (z) e [p/q−1]Pf (z) satisfazem
as condiç̃oes de normalidade (4.1), então

{
N[p/q](z) = N[p−1/q](z)+λN[p/q−1](z)
D[p/q](z) = D[p−1/q](z)+λD[p/q−1](z)

•
• ∗

com
λ =−e[p−1/q]

p+q /e[p/q−1]
p+q ,

define o aproximante[p/q]Pf (z) = N[p/q](z)/D[p/q](z). Além disso,[p/q]Pf (z) satisfaz as condiç̃oes de

normalidade ssee[p−1/q]
p+q+1 +λe[p/q−1]

p+q+1 6= 0.

Demonstraç̃ao. A hipótese de normalidade dos aproximantes[p−1/q]Pf (z) e [p/q−1]Pf (z) é sufici-

ente para garantir queλ est́a bem definido ée ñao nulo, logo queN[p/q](z) tem graup e queD[p/q](z)
tem grauq. A condiç̃aob[p/q]

q = 1 resulta deb[p/q]
q = 1 por construç̃ao do aproximante eb[p−1/q]

q = 1
por hiṕotese de normalidade. Falta demonstrar a condição sobre a ordem de aproximação, que resulta
de

D[p/q] f −N[p/q] = D[p−1/q] f −N[p−1/q] +λ(D[p/q−1] f −N[p/q−1])

= ∑
i≥p+q

e[p−1/q]
i Pi +λ ∑

i≥p+q

e[p/q−1]
i Pi

= ∑
i≥p+q+1

(e[p−1/q]
i +λe[p/q−1]

i )Pi

o que demonstra o resultado.

O resultado desta proposição, apresentado como o caso 3. na secção anterior, pode referir-se por
ser do tipo

•
• ∗

por relacionar elementos da tabela com estas posições relativas, permitindo calcular o elemento∗ a
partir dos elementos•. As fórmulas encontram-se explı́citas no seguinte corolário.

Corolário 4.1 Nas condiç̃oes de normalidade da tabela de Frobenius-Padé, os coeficientes dos
aproximantes e do erro satisfazem a relação





a[p/q]
p = λa[p/q−1]

p

a[p/q]
i = a[p−1/q]

i +λa[p/q−1]
i , i = 0, . . . , p−1

b[p/q]
q−1 = b[p−1/q]

q−1 +λ
b[p/q]

i = b[p−1/q]
i +λb[p/q−1]

i , i = 0, . . . ,q−2

e[p/q]
i = e[p−1/q]

i +λe[p/q−1]
i , i ≥ p+q+1
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com
λ =−e[p−1/q]

p+q /e[p/q−1]
p+q .

Deve notar-se que da fórmula parae[p/q]
i com i ≥ p+q+1, deve ler-se que qualquer algoritmo

baseado nestas relações deveŕa proceder comi = p+ q+ 1, . . . ,Lp,q, sendoLp,q determinado, quer
pelos dados, quer pelas necessidades dos cálculos subsequentes. Concretizando: o valor deLp,q est́a

limitado pelo conjunto de coeficientese[p−1/q]
i ee[p/q−1]

i dispońıveis, e por iteraç̃ao, pelo conjunto de
coeficientes da série que podem calcular-se; a determinação deLp,q tamb́em teŕa em conta o conjunto
de coeficientes a calcular em cada passo, de forma a poder prosseguir por recorrência. A aplicaç̃ao
seguintée ilustrativa do que ficou exposto.

A utilização repetida do corolário anterior, permite calcular os elementos de uma região triangu-
lar da tabela

•
• ∗
∗ ∗

··· ...
∗

• ∗ ∗ ∗
• ∗ ∗ · · · ∗ ∗ ∗

(4.12)

a partir dos elementos da hipotenusa. O cálculo dos elementos desta anti-diagonal da tabela pode
fazer-se, a partir do conhecimento dos coeficientes do desenvolvimento em série da funç̃ao, at́e à
ordem2p+1 para calcular a sucessão[p−q/q]Pf (z), q = 0. . . p, utilizando o algoritmo apresentado
em [34] para o caso particular dos aproximantes Padé-Legendre, mas cuja generalização a outros
aproximantes de Padé ortogonaisé imediata. Como se verifica nas fórmulas acima, o ćalculo
do coeficienteλ envolve apenas o primeiro dos coeficientes das séries dos erros associadas aos
aproximantes[p−1/q]Pf (z) e [p/q−1]Pf (z) e o ćalculo do primeiro coeficiente da série do erroe[p/q]

p+q+1

envolvee[p−1/q]
p+q+1 e e[p/q−1]

p+q+1 , que j́a s̃ao os segundos coeficientes das séries respectivas. Concluı́mos
que para progredir na tabela utilizando estas fórmulas, para calcular os elementos de cada uma das
anti-diagonais[p+k−m/m]Pf (z), m= k, . . . , p, k = 0, . . . , p é necesśario, em cada passo, utilizar as

fórmulas dadas para calcular os2(p−k) coeficientese[p+k−m/m]
i , i = p+k+1, . . . ,3p−k. Tomamdo

k = 0, verifica-se que o aproximante[p/0]Pf (z) = ∑p
i=0 fiPi(z) teŕa de ser conhecido juntamente com

os primeiros2p coeficientes do erroe[p/0]
i = fi , i = p+1, . . . ,3p logo, para calcular todo o conjunto

dos aproximantes desta região triangular,́e necesśario conhecer os coeficientes da série at́e à ordem
3p.

As mesmas f́ormulas do coroĺario 4.1 permitem calcular os elementos na região rectangular

• • · · · •
• ∗ ∗ ∗
• ∗ ∗ ∗
...

...
...

• ∗ ∗ · · · ∗

a partir de dois lados. Para o cálculo desta primeira linha pode utilizar-se o algoritmo recursivo apre-
sentado em [35] e reproduzido na secção 2.3, e que permite calcular uma sucessão de aproximantes
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na mesma linha, utilizando uma relação de recorr̂encia entre os coeficientes dos denominadores
baseada na decomposiçãoLU das matrizes Frobenius-Padé. Uma alternativa, computacionalmente
mais ecońomica, apresenta-se na secção 4.3.1 deste capı́tulo. O ćalculo da coluna iniciaĺe imediato
se esta for a primeira coluna da tabela, constituı́da pela sucessão das somas parciais da série dada. Os
coment́arios e as conclusões, apresentadas acerca do cálculo da regĩao triangular da tabela, mantêm
validade para o ćalculo desta região.

Uma conseqûencia imediata do corolário anterior, e que vai ter aplicação na demonstração de
outros resultados ao longo das secções seguintes deste capı́tulo, consiste no seguinte:

Corolário 4.2 Nas condiç̃oes de normalidade da tabela de Frobenius-Padé, podemos definir uma
quantidadeΛ≡ Λ[p/q] que satisfaz

Λ =−e[p−1/q]
p+q /e[p/q−1]

p+q = a[p/q]
p /a[p/q−1]

p = b[p/q]
q−1 −b[p−1/q]

q−1 6= 0, p,q≥ 1 .

Com estas igualdades obtemos fórmulas

•
∗ • e

∗
• •

que permitem calcular a região triangular da tabela (4.12) a partir de um dos catetos, desde que os
aproximantes nessas posições sejam conhecidos juntamente com um número suficiente de coeficien-
tes das respectivas séries dos erros.

Corolário 4.3 Nas condiç̃oes de normalidade da tabela de Frobenius-Padé,




N[p/q−1] =
1
Λ

(
N[p/q]−N[p−1/q]

)

D[p/q−1] =
1
Λ

(
D[p/q]−D[p−1/q]

)
, Λ = b[p/q]

q−1 −b[p−1/q]
q−1 , p,q≥ 1

•
∗ •

e
{

N[p−1/q] = N[p/q]−ΛN[p/q−1]

D[p−1/q] = D[p/q]−ΛD[p/q−1], Λ = a[p/q]
p /a[p/q−1]

p , p,q≥ 1
∗

• •

Estas f́ormulas representam as relações 4. e 2. obtidas no contexto da secção anterior. Uma
conseqûencia imediata do corolário 4.2,é que as condiç̃oese[p/q]

p+q+1 6= 0 e a[p/q]
p 6= 0 para todos os

pares(p,q), inclúıdas nas condiç̃oes de normalidade da tabela, implicam queb[p/q]
q−1 6= b[p−1/q]

q−1 , para
todos os pares(p,q), queé a restriç̃ao de aplicabilidade em 4., e que assim se verifica constituir uma
condiç̃ao universal em tabelas normais.

Podemos concluir, com os resultados destes corolários, que as trêsúnicas relaç̃oes a tr̂es termos,
válidas sem restriç̃oes sobre os coeficientes, obtidas na secção precedente, constituem afinal um só
resultado, que pode utilizar-se para calcular qualquer um dos elementos envolvidosà custa dos outros

dois. Deve notar-se que apenas a relação
•

• ∗ constitui uma progressão na tabela, no sentido de

produzir um aproximante de ordem de aproximação superior aos aproximantes dados. As outras
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duas formas da relação apresentada configuram retrocessos na tabela, uma vez que fornecem um
aproximante a partir de um aproximante de ordem superior, sendo por isso, em termos de cálculo
dos elementos da tabela, de interesse limitado.

Qualquer uma destas três f́ormulas de progressão na tabela de Frobenius-Padé, tem a sua congénere
válida para o caso da tabela de Padé, como se mostra em [5, pág. 140 e 145].

A obtenç̃ao de outras relações na tabela pode fazer-se introduzindo mais um termo no segundo
membro das equações, introduzindo assim as relações de recorrência a quatro termos.

4.3 Relaç̃oes de recorr̂encia a quatro termos

Com o objectivo de encontrar fórmulas, que permitam obter outras relações de recorrência
nos coeficientes dos elementos da tabela de Frobenius-Padé, podemos introduzir mais parâmetros,
introduzindo mais um termo nas relações do tipo (4.7). Nesta secção apresentam-se alguns resultados
envolvendo relaç̃oes do tipo

{
N[p/q] = (λ+ηz)N[p+i/q+ j] +(ρ+ τz)N[p+k/q+l ] +(θ+ωz)N[p+m/q+n]

D[p/q] = (λ+ηz)D[p+i/q+ j] +(ρ+ τz)D[p+k/q+l ] +(θ+ωz)D[p+m/q+n] (4.13)

para todos os valores dep e deq tais que os aproximantes envolvidos existam e parai, j, k, l , m e n
inteiros fixos.

As fórmulas seguintes podem considerar-se como uma generalização das f́ormulas de ćalculo
recursivo dos aproximantes de Padé. De facto, se em cada uma das proposições seguintes, substituir-
mos os AFP pelos aproximantes de Padé, substituindo os polińomios ortogonaisPi pelas pot̂encias
zi , obtemos em cada caso, uma das fórmulas de ćalculo recursivo dos aproximantes de Padé apresen-
tadas em [5] e [7].

Em todos os resultados seguintesé suposto que os aproximantes envolvidos existem e que a
tabela de Frobenius-Padé é normal. Logo, para cada par(p,q) são satisfeitas as condições (4.1).

Os valoresαi , βi eγi , nas f́ormulas seguintes, constituem os coeficientes da relação de recorr̂encia
dos polińomios ortogonais (4.3), introduzidos por via das fórmulas da proposição 4.1.

Uma vez que as fórmulas apresentadas envolvem, com as mesmas expressões, numeradores e
denominadores de aproximantes adjacentes as duas fórmulas (4.13) substituem-se por umaúnica

S[p/q](z) = (λ+ηz)S[p+i/q+ j](z)+(ρ+ τz)S[p+k/q+l ](z)+(θ+ωz)S[p+m/q+n](z)

comS[p/q](z) a significar simult̂aneamenteN[p/q](z) eD[p/q](z).

Começando com valores dej, l , n negativos, obtemos relações de progressão da esquerda para a
direita na tabela Frobenius-Padé.

4.3.1 Progress̃ao da esquerda para a direita na tabela

O resultado seguintée do tipo (4.13), comq substitúıdo porq+1 para simplificar as notações.
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Proposiç̃ao 4.3 Sejamp≥ 1 e q≥ 0, tais que, os aproximantes[p− 1/q]Pf , [p/q]Pf e [p+ 1/q]Pf
satisfazem as condições de normalidade (4.1), então

S[p/q+1] = λS[p−1/q] +(η+ τz)S[p/q] +ρS[p+1/q]
•
• ∗
•

com 



τ = 1/αq

ρ =−αp
a[p/q]

p

a[p+1/q]
p+1

τ

λ =−γp+q+1
e[p/q]

p+q+1

e[p−1/q]
p+q

τ

η =− 1
e[p/q]

p+q+1

(d[p/q]
p+q+1τ+e[p−1/q]

p+q+1 λ)

define o aproximante[p/q]Pf .

Demonstraç̃ao. Das propriedades dos polinómios ortogonais, temos queαq 6= 0 logo τ est́a bem

definido. Atendendòas condiç̃oes de normalidade, temos quea[p+1/q]
p+1 6= 0, e[p−1/q]

p+q 6= 0 ee[p/q]
p+q+1 6= 0,

o que permite concluir queρ, λ e η tamb́em est̃ao bem definidos. Substituindo na fórmula acimaS

por D, verifica-se queb[p/q+1]
q+1 = τh[p/q]

q+1 , e utilizando (4.5) temosh[p/q]
q+1 = αqb[p/q]

q , logo b[p/q+1]
q+1 =

b[p/q]
q = 1, por hiṕotese de normalidade. Analogamente, substituindoSporN, obtemos

g[p/q]
p+1 τ+a[p+1/q]

p+1 ρ = αpa[p/q]
p τ+a[p+1/q]

p+1 ρ = 0,

logo N[p/q+1] tem graup. Para verificar que a condição sobre a ordem de aproximação é satisfeita,
utilizando a f́ormula dada, podemos escrever

{
D[p/q+1] f = λD[p−1/q] f +(η+ τz)D[p/q] f +ρD[p+1/q] f
N[p/q+1] = λN[p−1/q] +(η+ τz)N[p/q] +ρN[p+1/q] .

Subtraindo membro a membro e utilizando a definição da ordem de aproximação, de cada um dos
aproximantes do segundo membro, temos

D[p/q+1] f −N[p/q+1] = λ ∑
i≥p+q

e[p−1/q]
i Pi +η ∑

i≥p+q+1

e[p/q]
i Pi + τ ∑

i≥p+q

d[p/q]
i Pi +ρ ∑

i≥p+q+2

e[p+1/q]
i Pi

com d[p/q]
i dado por (4.4). Para terminar a demonstração, falta mostrar que o segundo membro

desta equaç̃ao, constitui uma śerie de ordemp+q+2, para o quée suficiente mostrar queτ, λ e η
satisfazem as equações {

e[p−1/q]
p+q λ+d[p/q]

p+q τ = 0

e[p−1/q]
p+q+1 λ+e[p/q]

p+q+1η+d[p/q]
p+q+1τ = 0

o queé imediato, uma vez que, de (4.4)d[p/q]
p+q = γp+q+1e[p/q]

p+q+1.

O cálculo dos coeficientesρ, λ e η para esta relação de recorr̂encia, bem como para todas as
outras a seguir neste capı́tulo, leva-nos a ter de supor que, dos aproximantes que figuram no segundo
membro, s̃ao conhecidos, juntamente com os coeficientes do numerador e do denominador, o número
de coeficientese[p/q]

i das respectivas séries do erro, suficiente para calcular todas as quantidades
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envolvidas. Este problemáe retomado, mais̀a frente, quando do desenvolvimento de algoritmos
baseados nestas fórmulas. Por agora, vamos designar porLp,q o ı́ndice ḿaximo do conjunto de

coeficientese[p/q]
i a calcular, deixando para mais tarde a determinação do seu valor.

O resultado da proposição anterioŕe do tipo

•
• ∗
•

permitindo progredir na tabela de Frobenius-Padé no sentido da esquerda para a direita. As fórmulas
encontram-se explı́citas no seguinte corolário.

Corolário 4.4 Nas condiç̃oes de normalidade da tabela de Frobenius-Padé, os coeficientes dos
aproximantes e do erro satisfazem a relação





a[p/q+1]
p = ηa[p/q]

p + τg[p/q]
p +ρa[p+1/q]

p

a[p/q+1]
i = λa[p−1/q]

i +ηa[p/q]
i + τg[p/q]

i +ρa[p+1/q]
i , i = 0, . . . , p−1

b[p/q+1]
q = λ+η+ τh[p/q]

q +ρ
b[p/q+1]

i = λb[p−1/q]
i +ηb[p/q]

i + τh[p/q]
i +ρb[p+1/q]

i , i = 0, . . . ,q−1

e[p/q+1]
i = λe[p−1/q]

i +ηe[p/q]
i + τd[p/q]

i +ρe[p+1/q]
i , i = p+q+2, . . . ,Lp,q+1

com 



g[p/q]
i = αi−1a[p/q]

i−1 +βia
[p/q]
i + γi+1a[p/q]

i+1 , i = 0, . . . , p

h[p/q]
i = αi−1b[p/q]

i−1 +βib
[p/q]
i + γi+1b[p/q]

i+1 , i = 0, . . . ,q

d[p/q]
i = αi−1e[p/q]

i−1 +βie
[p/q]
i + γi+1e[p/q]

i+1 , i = p+q+2, . . . ,Lp,q+1

.

A utilização repetida desta relação de recorr̂encia, permite calcular os elementos da região da
tabela

•
• ∗
• ∗
• ∗ · · · ∗
... ∗ ∗
• ∗ · · · ∗
• ∗
• ∗
•

a partir dos elementos da primeira coluna. A possibilidade de progressão do algoritmo nas colunas da
tabela at́e à colunaq+1, depende do ńumero de coeficientese[p−1/q]

i , e[p/q]
i e e[p+1/q]

i , calculados na
colunaq, istoé, depende dos valoresLp−1,q, Lp,q eLp+1,q. Este estudo será realizado posteriormente
neste caṕıtulo, juntamente com as fórmulas de progressão dadas pelas proposições seguintes.

Substituindo, no enunciado da proposição, os aproximantes de Frobenius-Padé [p/q]Pf (z) pelos
aproximantes de Padé [p/q] f (z), com a consequente substituição de (4.3) porz∗zi = zi+1, obtemos o
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resultado da proposição comαi = 1, βi = γi = 0, i ≥ 0, logoλ = η = 0, τ = 1, ρ =−a[p/q]
p /a[p+1/q]

p+1
ou

[p/q+1] f (z) =
a[p/q]

p N[p+1/q](z)−a[p+1/q]
p+1 zN[p/q](z)

a[p/q]
p D[p+1/q](z)−a[p+1/q]

p+1 zD[p/q](z)

• ∗
•

que correspondèa relaç̃ao (3.11) de [5].

Com os mesmos dados da proposição anterior,́e posśıvel calcular outros aproximantes, como
se mostra nas proposições seguintes. Por serem semelhantesà da proposiç̃ao anterior, os resultados
apresentam-se sem demonstração.

Proposiç̃ao 4.4 Para p≥ 1 eq≥ 0, tem-se

S[p−1/q+1] = λS[p+1/q] +(η+ τz)S[p/q] +ρS[p−1/q]
• ∗
•
•

com 



τ = 1/αq

λ =−αp

αq

a[p/q]
p

a[p+1/q]
p+1

η = αp

αq

a[p+1/q]
p

a[p+1/q]
p+1

− αp−1

αq

a[p/q]
p−1

a[p/q]
p

− βp

αq

ρ =− γp+q+1

αq

e[p/q]
p+q+1

e[p−1/q]
p+q

Corolário 4.5 Nas condiç̃oes de normalidade da tabela de Frobenius-Padé, os coeficientes dos
aproximantes e do erro satisfazem a relação





a[p−1/q+1]
i = λa[p+1/q]

i +ηa[p/q]
i + τg[p/q]

i +ρa[p−1/q]
i , i = 0, . . . , p−1

b[p−1/q+1]
q = λ+η+ 1

αq
(αq−1b[p/q]

q−1 +βq)+ρ

b[p−1/q+1]
i = λb[p+1/q]

i +ηb[p/q]
i + τh[p/q]

i +ρb[p−1/q]
i , i = 0, . . . ,q−1

e[p−1/q+1]
p+q+1 = ηe[p/q]

p+q+1 + τd[p/q]
p+q+1 +ρe[p−1/q]

p+q+1

e[p−1/q+1]
i = λe[p+1/q]

i +ηe[p/q]
i + τd[p/q]

i +ρe[p−1/q]
i , i = p+q+2, . . . ,Lp−1,q+1

Proposiç̃ao 4.5 Para p≥ 1 eq≥ 0, tem-se

S[p+1/q+1] = λS[p−1/q] +(η+ τz)S[p/q] +ρS[p+1/q]
•
•
• ∗

com 



τ = 1/αq

λ =− γp+q+1

αq

e[p/q]
p+q+1

e[p−1/q]
p+q

η = γp+q+1

αq

e[p−1/q]
p+q+1

e[p−1/q]
p+q

− γp+q+2

αq

e[p/q]
p+q+2

e[p/q]
p+q+1

− βp+q+1

αq

ρ =− 1
e[p+1/q]

p+q+2

(e[p−1/q]
p+q+2 λ+e[p/q]

p+q+2η+ 1
αq

d[p/q]
p+q+2)
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Corolário 4.6 Nas condiç̃oes de normalidade da tabela de Frobenius-Padé, os coeficientes dos
aproximantes e do erro satisfazem a relação





a[p+1/q+1]
p+1 = αp

αq
a[p/q]

p +ρa[p+1/q]
p+1

a[p+1/q+1]
p = ηa[p/q]

p + 1
αq

(αp−1a[p/q]
p−1 +βpa[p/q]

p )+ρa[p+1/q]
p

a[p+1/q+1]
i = λa[p+1/q]

i +ηa[p/q]
i + 1

αq
g[p/q]

i +ρa[p−1/q]
i , i = 0, . . . , p−1

b[p+1/q+1]
q = λ+η+ 1

αq
(αq−1b[p/q]

q−1 +βq)+ρ

b[p+1/q+1]
i = λb[p+1/q]

i +ηb[p/q]
i + 1

αq
h[p/q]

i +ρb[p−1/q]
i , i = 0, . . . ,q−1

e[p+1/q+1]
i = λe[p+1/q]

i +ηe[p/q]
i + 1

αq
d[p/q]

i +ρe[p−1/q]
i , i = p+q+3, . . . ,Lp+1,q+1

Com as f́ormulas resultantes das relações
•
• ∗
•

,
• ∗
•
•

e
•
•
• ∗

já é posśıvel, no caso normal,

calcular toda a tabela de Frobenius-Padé a partir dos elementos da primeira coluna. A implementação
destas f́ormulas num algoritmo de cálculo dos aproximantes tem de ter em conta qual o conjunto
de coeficientese[p/q]

i , i = p+ q+ 1, . . . ,Lp,q, necesśarios em cada passo para permitir calcular os

coeficientes envolvidos no passo seguinte. Por exemplo, nas fórmulas
•
•
• ∗

verificamos que para

calcular os coeficientes do numerador e do denominador de[p+ 1/q+ 1]Pf (z) são necesśarios os

valores dos coeficientese[p−1/q]
p+q , e[p−1/q]

p+q+1 e e[p−1/q]
p+q+2 do aproximante[p− 1/q]Pf (z), os valores dos

coeficientese[p/q]
p+q+1, e[p/q]

p+q+2 e e[p/q]
p+q+3 (esteúltimo interv́em no ćalculo ded[p/q]

p+q+2) do aproximante

[p/q]Pf (z) e apenas o valor do coeficientee[p+1/q]
p+q+2 do aproximante[p+1/q]Pf (z). Estendendo a análise

às f́ormulas
•
• ∗
•

e
• ∗
•
•

verifica-se que estes sete coeficientes são suficientes para calcular os

coeficientes dos numeradores e dos denominadores de[p/q+1]Pf (z) e de[p−1/q+1]Pf (z). Isto é,
verifica-se que para o cálculo dos coeficientes dos numeradores e dos denominadoresé necesśario
conhecer os três primeiros coeficientes da série do erro dos aproximantes[p−1/q]Pf (z) e [p/q]Pf (z)
e apenas o primeiro do aproximante[p+ 1/q]Pf (z). Por outro lado, se se pretender que o cálculo
dos aproximantes[p− 1/q]Pf (z), [p/q]Pf (z) e [p+ 1/q]Pf (z) recorra das mesmas fórmulas, verifica-

se que para calcular cada um dos valorese[p−1/q]
i , e[p/q]

i e e[p+1/q]
i é necesśario conhecere[p−1/q−1]

i ,

e[p/q−1]
i−1 , e[p/q−1]

i , e[p/q−1]
i+1 e e[p+1/q−1]

i . Considerando que se pretende calcular os coeficientes dos
aproximantes das linhasp− 1, p e p+ 1 at́e à colunaq+ 1, na tabela seguinte indica-se oı́ndice
máximoLm,n do conjunto de coeficientese[m/n]

i de cada aproximante, necessário ao prosseguimento
dos ćalculos:

m Lm,0 · · · Lm,q−2 Lm,q−1 Lm,q

p−1 p+2q+2 p+q+4 p+q+3 p+q+2
p p+2q+3 p+q+5 p+q+4 p+q+3

p+1 p+2q+2 p+q+4 p+q+3 p+q+2

Pode concluir-se que para o arranque do algoritmo a partir da primeira coluna, constituı́da pela
sucess̃ao das somas parciais,é necesśario conhecer os coeficientese[p/0]

i = fi at́e à ordemp+2q+3,
valor este coincidente com o número de coeficientes da série necesśario para calcular o aproximante
[p+1/q+1]Pf (z) com outros algoritmos, ver [34] e [35].
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Procuremos f́ormulas que permitam percorrer outros caminhos na tabela FP.

Proposiç̃ao 4.6 Sejamp≥ 0 e q≥ 1, tais que,[p+ 1/q− 1]Pf , [p/q− 1]Pf e [p/q]Pf satisfazem as
condiç̃oes de normalidade, então

S[p/q+1] = λS[p+1/q−1] +ηS[p/q−1] +(ρ+ τz)S[p/q] • • ∗
•

com 



τ = 1/αq

λ =−αp
a[p/q]

p

a[p+1/q−1]
p+1

τ

η =−γp+q+1
e[p/q]

p+q+1

e[p/q−1]
p+q

τ

ρ =− 1
e[p/q]

p+q+1

(e[p+1/q−1]
p+q+1 λ+e[p/q−1]

p+q+1 η+d[p/q]
p+q+1τ)

.

define o aproximante[p/q+1]Pf (z).

Demonstraç̃ao. A verificaç̃ao de que a normalização dos aproximantes[p+ 1/q−1]Pf , [p/q−1]Pf
e [p/q]Pf é suficiente para garantir queτ, λ, η e ρ est̃ao bem definidaśe imediata. As condiç̃oes
sobre os graus do numerador e do denominador de[p/q+ 1]Pf e sobre a ordem de aproximação,
traduzem-se por 




a[p+1/q−1]
p+1 λ+g[p/q]

p+1 τ = 0

h[p/q]
q+1 τ = 1

e[p/q−1]
p+q η+d[p/q]

p+q τ = 0

e[p+1/q−1]
p+q+1 λ+e[p/q−1]

p+q+1 η+e[p/q]
p+q+1ρ+d[p/q]

p+q+1τ = 0

A verificaç̃ao de que os valores dados constituem a solução do sistema,́e imediata utilizando as
fórmulas (4.5) e (4.6)

Corolário 4.7 Nas condiç̃oes de normalidade da tabela de Frobenius-Padé,





a[p/q+1]
i = λa[p+1/q−1]

i +ηa[p/q−1]
i +ρa[p/q]

i + τg[p/q]
i , i = 0, . . . , p

b[p/q+1]
q = ρ+ τh[p/q]

q

b[p/q+1]
q−1 = λ+η+ρb[p/q]

q−1 + τh[p/q]
q−1

b[p/q+1]
i = λb[p+1/q−1]

i +ηb[p/q−1]
i +ρb[p/q]

i + τh[p/q]
i , i = 0, . . . ,q−2

e[p/q+1]
i = λe[p+1/q−1]

i +ηe[p/q−1]
i +ρe[p/q]

i + τd[p/q]
i , i = p+q+2, . . . ,Lp,q+1

comg[p/q]
i , h[p/q]

i ed[p/q]
i dados pelas mesmas expressões do coroĺario 4.4.

Proposiç̃ao 4.7 Sejamp≥ 0 eq≥ 1 tais que[p/q−1]Pf , [p/q]Pf e [p+1/q]Pf satisfazem as condições
de normalidade, então

S[p/q+1] = λS[p/q−1] +(ρ+ τz)S[p/q] +ηS[p+1/q] • • ∗
•
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com 



τ = 1/αq

η =−αp

αq

a[p/q]
p

a[p+1/q]
p+1

λ =− γp+q+1

αq

e[p/q]
p+q+1

e[p/q−1]
p+q

ρ = 1
αq

(
e[p/q−1]

p+q+1

e[p/q−1]
p+q

γp+q+1− d[p/q]
p+q+1

e[p/q]
p+q+1

)

define o aproximante[p/q+1]Pf (z).

Demonstraç̃ao. O resultado fica demonstrado, com os mesmos argumentos da proposição an-
terior, depois de verificado que as condições sobre os graus do numerador e do denominador, a
normalizaç̃ao do aproximante e a ordem de aproximação, se traduzem por





g[p/q]
p+1 τ+a[p+1/q]

p+1 η = 0

h[p/q]
q+1 τ = 1

e[p/q−1]
p+q λ+d[p/q]

p+q τ = 0

e[p/q−1]
p+q+1 λ+e[p/q]

p+q+1ρ+d[p/q]
p+q+1τ = 0

Corolário 4.8 Nas condiç̃oes de normalidade da tabela de Frobenius-Padé,




a[p/q+1]
i = λa[p/q−1]

i +ρa[p/q]
i + τg[p/q]

i +ηa[p+1/q]
i , i = 0, . . . , p

b[p/q+1]
q = ρ+ τh[p/q]

q +η
b[p/q+1]

i = λb[p/q−1]
i +ρb[p/q]

i + τh[p/q]
i +ηb[p+1/q]

i , i = 0, . . . ,q−1

e[p/q+1]
i = λe[p/q−1]

i +ρe[p/q]
i + τd[p/q]

i +ηe[p+1/q]
i , i = p+q+2, . . . ,Lp,q+1

.

A utilização combinada das fórmulas

• • ∗
• e

• • ∗
•

permite obter uma fórmula de progressão em linha.

Proposiç̃ao 4.8 Sejamp≥ 0 eq≥ 2 tais que[p/q−2]Pf , [p/q−1]Pf e [p/q]Pf satisfazem as condições
de normalidade, então o aproximante[p/q+1]Pf pode definir-se por

S[p/q+1] = λS[p/q−2] +(η+ τz)S[p/q−1] +(ρ+θz)S[p/q] • • • ∗
com 




θ = 1/αq

τ =− 1
αq

Λ

λ = γp+q

αq

e[p/q−1]
p+q

e[p/q−2]
p+q−1

Λ

η = Λ
αq

(d[p/q−1]
p+q

e[p/q−1]
p+q

− γp+q
e[p/q−2]

p+q

e[p/q−2]
p+q−1

)− γp+q+1

αq

e[p/q]
p+q+1

e[p/q−1]
p+q

ρ =− 1
e[p/q]

p+q+1

(e[p/q−2]
p+q+1 λ+e[p/q−1]

p+q+1 η+d[p/q−1]
p+q+1 τ+d[p/q]

p+q+1θ)

ondeΛ = a[p/q]
p /a[p/q−1]

p representa a mesma quantidade definida no corolário 4.2.
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Demonstraç̃ao. Sendoθ 6= 0, é imediato que o segundo membro da equação, comSsubstituido por
D, representa um polińomio de grauq+1. Comob[p/q]

q = 1 por hiṕotese, ent̃ao o coeficiente principal

de zD[p/q] é αq, o queé suficiente para mostrar queb[p/q+1]
q+1 = 1. Para que a equação produza um

numerador de graup é suficiente que

τg[p/q−1]
p+1 +θg[p/q]

p+1 = 0

As condiç̃oes a impor para satisfazer a ordem de aproximação p+q+2 para[p/q+1] são




λe[p/q−2]
p+q−1 + τd[p/q−1]

p+q−1 = 0

λe[p/q−2]
p+q +ηe[p/q−1]

p+q + τd[p/q−1]
p+q +θd[p/q]

p+q = 0

λe[p/q−2]
p+q+1 +ηe[p/q−1]

p+q+1 + τd[p/q−1]
p+q+1 +ρe[p/q]

p+q+1 +θd[p/q]
p+q+1 = 0

Com a utilizaç̃ao do resultado da proposição 4.1,é imediato verificar que os coeficientes dados
constituem a soluç̃ao destas quatro equações simult̂aneas.

Corolário 4.9 Nas condiç̃oes de normalidade da tabela de Frobenius-Padé,





a[p/q+1]
i = λa[p/q−2]

i +ηa[p/q−1]
i − Λ

αq
g[p/q−1]

i +ρa[p/q]
i + 1

αq
g[p/q]

i , i = 0, . . . , p

b[p/q+1]
q =−αq−1

αq
Λ+ρ+ 1

αq
(αq−1b[p/q]

q−1 +βq)

b[p/q+1]
q−1 = η− Λ

αq
h[p/q−1]

q−1 +ρb[p/q]
q−1 + 1

αq
h[p/q]

q−1

b[p/q+1]
i = λb[p/q−2]

i +ηb[p/q−1]
i − Λ

αq
h[p/q−1]

i +ρb[p/q]
i + 1

αq
h[p/q]

i , i = 0, . . . ,q−2

e[p/q+1]
i = λe[p/q−2]

i +ηe[p/q−1]
i − Λ

αq
d[p/q−1]

i +ρe[p/q]
i + 1

αq
d[p/q]

i , i = p+q+2, . . . ,Lp,q+1

Este resultado permite estabelecer um algoritmo de cálculo dos aproximantes Frobenius-Padé,
progredindo nas colunas da tabela, baseado na relação de recorr̂encia entre elementos da mesma
linha.

Algoritmo • • • ∗

Para construir um algoritmo baseado nas fórmulas do coroĺario 4.9, falta atender aos valores
iniciais, istoé, determinar os valoresa[p/q]

i , b[p/q]
i ee[p/q]

i comq= 1 eq= 2, uma vez quea[p/0]
i = fi ,

i = 0, . . . , p são os coeficientes do desenvolvimento em série da funç̃ao, supostamente dados,b[p/0]
0 =

1 e e[p/0]
i = fi , i ≥ p+1 por definiç̃ao. Com vista ao ćalculo das componentes de[p/1]Pf (z) atrav́es

de uma f́ormula do tipo

S[p/1] = λS[p/−2] +(η+ τz)S[p/−1] +(ρ+θz)S[p/0]

podemos introduzir as definições artificiais[p/−1]Pf (z) = ∑p+1
i=0 fiPi(z) e [p/−2]Pf (z) = ∑p+2

i=0 fiPi(z),
para satisfazer as condições de ordem de aproximação D[p/−2](z) f (z)−N[p/−2](z) = O(Pp+3) e
D[p/−1](z) f (z)−N[p/−1](z) = O(Pp+2). Para que o segundo membro da igualdade acima, defina
um numerador de graup, é necesśario que

{
λa[p/−2]

p+2 + τg[p/−1]
p+2 = 0

λa[p/−2]
p+1 +ηa[p/−1]

p+1 + τg[p/−1]
p+1 +θg[p/0]

p+1 = 0
,
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para normalizar[p/1]Pf (z) comb[p/1]
1 = 1, é necesśario que

τ+θ = 1/α0

e a condiç̃ao sobre a ordem de aproximação imp̃oem que
{

θ = 0

τd[p/−1]
p+1 +ρe[p/0]

p+1 = 0
.

Após substituiç̃oes, sefp+1 6= 0 e fp+2 6= 0, estas cinco equações lineares s̃ao equivalentes a





θ = 0
τ = 1

α0

λ =−αp+1

α0

fp+1

fp+2

ρ =− γp+2

α0

fp+2

fp+1

η = αp+1

α0

fp+1

fp+2
− αp

α0

fp

fp+1
− βp+1

α0

,

e com estes coeficientes calculados, podemos calcular os coeficientes dos elementos componentes
de[p/1]Pf (z)





a[p/1]
0 = b[p/1]

0 f0 + γ1
α0

f1

a[p/1]
i = (λ+η+ρ) fi + τ(αi−1 fi−1 +βi fi + γi+1 fi+1), i = 1, . . . , p

b[p/1]
0 =− 1

α0 fp+1
(αp fp +(βp+1−β0) fp+1 + γp+2 fp+2)

e[p/1]
p+2 = (η+ρ) fp+2 + τ(βp+2 fp+2 + γp+3 fp+3)

e[p/1]
i = (λ+η+ρ) fi + τ(αi−1 fi−1 +βi fi + γi+1 fi+1), i = p+3, . . . ,Lp,1

.

Para calcular[p/2]Pf (z) podemos proceder analogamente com uma fórmula do tipo

S[p/2] = λS[p/−1] +(η+ τz)S[p/0] +(ρ+θz)S[p/1]

e impor as mesmas condições do caso anterior. Resolvendo as equações obtidas, encontramos




τ = 0
θ = 1

α1

λ =−αp

α1

a[p/1]
p

fp+1

η =− γp+2

α1

e[p/1]
p+2

fp+1

ρ =− 1
α1e[p/1]

p+2

( fp+2

fp+1
(αpa[p/1]

p + γp+2e[p/1]
p+2 )+βp+2e[p/1]

p+2 + γp+3e[p/1]
p+3 )

e para os coeficientes dos elementos componentes de[p/2]Pf obtemos





a[p/2]
0 = (λ+η) f0 +ρa[p/1]

0 +θ(β0a[p/1]
0 + γ1a[p/1]

1 )
a[p/2]

i = (λ+η) fi +ρa[p/1]
i +θ(αi−1a[p/1]

i−1 +βia
[p/1]
i + γi+1a[p/1]

i+1 ), i = 1, . . . , p

b[p/2]
0 = (λ+η)+ρb[p/1]

0 +θ(β0b[p/1]
0 + γ1)

b[p/2]
1 = ρ+θ(α0b[p/1]

0 +β1)
e[p/2]

i = (λ+η) fi +ρe[p/1]
i +θ(αi−1e[p/1]

i−1 +βie
[p/1]
i + γi+1e[p/1]

i+1 ), i = p+3, . . . ,Lp,2
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o que completa o conjunto de fórmulas necessárias para construir o algoritmo.

Este algoritmo ñao pode arrancar sefp+1 = 0 ou se fp+2 = 0, casos em que[p+ 1/0]Pf (z) não
satisfaz as condiç̃oes de normalidade, e quebra no passoq+ 1 se as condiç̃oes de normalidade não
se verificam para o aproximante[p/q]Pf (z), isto é, see[p/q]

p+q+1 = 0 ou sea[p/q−1]
p = 0.

Para finalizar, falta averiguar quais as quantidades auxiliarese[p/q]
i e d[p/q]

i necesśarias, ou quais
os valores dośındicesLp,q, para completar o cálculo dos coeficientes dos numeradores e dos de-
nominadores dos aproximantes[p/q]Pf (z), q = 1, . . . ,J, para um dado valor deJ. Uma vez que o

cálculo de cada valore[p/q]
i envolve os valores dos elementose[p/q−1]

i±1 , e[p/q−2]
i±1 e e[p/q−3]

i , e que o

cálculo das componentes de[p/q+1]Pf (z) envolve valores dee[p/q]
i at́e e[p/q]

p+q+2, ent̃ao para o ćalculo

de [p/J]Pf (z) é necesśario calculare[p/J−1]
p+J+1 e, por recorr̂encia, e[p/1]

p+2J−1. Logo, em cada coluna

[p/q]Pf (z), necessitamos dos valorese[p/q]
i , i = p+ q+ 1, . . . ,Lp,q = p+ 2J− q. Por ańalise das

express̃oes anteriores, concluı́mos que necessitamos dos coeficientesfi , i = 0, . . . ,Lp,0 = p+ 2J,
para completar o ćalculo dos aproximantes[p/q]Pf (z), q = 1, . . . ,J, isto é o mesmo conjunto de
coeficientes necessário para calcular[p/J]Pf (z) resolvendo o sistema de equações lineares associado
aos coeficientes.

Os procedimentos encontram-se esquematizados no algoritmo seguinte.

ALGORITMO • • • ∗

Dados: p, J,∈ N{ fi}p+2J
i=0

Calcula: [p/q]Pf (z) = N[p/q](z)
D[p/q](z) , q = 1, . . . ,J

Parâmetros: {αi , βi , γi}p+2J
i=0

Valores iniciais: aq,−1 = aq,p+1 = bq,q+1 = 0, q = 0, . . . ,J
bq,q = 1, q = 0, . . . ,J
eq,i = 0, i = p+1, . . . , p+q, q = 0, . . . ,J
a0,i = fi , i = 0, . . . , p
e0,i = fi , i = p+1, . . . , p+2J

Calcular:

% [p/1]Pf
b10 =− 1

α0 fp+1
(αp fp +(βp+1−β0) fp+1 + γp+2 fp+2)

a10 = b10 f0 + γ1
α0

f1
a1i = (b10− β0

α0
) fi + 1

α0
(αi−1 fi−1 +βi fi + γi+1 fi+1), i = 1, . . . , p

e1i = (b10+ β0
α0

) fi− 1
α0

(αi−1 fi−1 +βi fi + γi+1 fi+1), i = p+2, . . . , p+2J−1
See1,p+2 = 0 ent̃ao ṕara



82 CAPÍTULO 4. RELAÇÕES DE RECORR̂ENCIA NA TABELA FP

% [p/2]Pf
d1,i = αi−1e1,i−1 +βie1i + γi+1e1,i+1, i = p+2, . . . , p+2J−2
g1,i = αi−1a1,i−1 +βia1i + γi+1a1,i+1, i = 0, . . . , p
h10 = β0b10+ γ1

λ =−αp

α1

a1p

fp+1

η =− γp+2

α1

e1,p+2

fp+1

ρ = −1
e1,p+2

((λ+η) fp+2 + 1
α1

d1,p+2)
a20 = (λ+η) f0 +ρa10+ 1

α1
(β0a10+ γ1a11)

a2i = (λ+η) fi +ρa1i + 1
α1

g1,i , i = 1, . . . , p
b20 = (λ+η)+ρb10+ 1

α1
h10

b21 = ρ+ 1
α1

(α0b10+β1)
e2i = (λ+η) fi +ρe1i + 1

α1
d1,i , i = p+3, . . . , p+2J−2

See2,p+3 = 0 ent̃ao ṕara

Para q = 2, . . . ,J−1

% [p/q+1]Pf
dq,i = αi−1eq,i−1 +βieqi + γi+1eq,i+1, i = p+q+1, . . . , p+2J−q−1
gq,i = αi−1aq,i−1 +βiaqi + γi+1aq,i+1, i = 0, . . . , p
hq,i = αi−1bq,i−1 +βibqi + γi+1bq,i+1, i = 0, . . . ,q−1
Λ = aq,p

aq−1,p

λ = γp+q

αq

eq−1,p+q

eq−2,p+q−1
Λ

η = Λ
αq

(dq−1,p+q

eq−1,p+q
− γp+q

eq−2,p+q

eq−2,p+q−1
)− γp+q+1

αq

eq,p+q+1

eq−1,p+q

ρ = −1
eq,p+q+1

(eq−2,p+q+1λ+eq−1,p+q+1η+ 1
αq

(dq,p+q+1−Λdq−1,p+q+1))

aq+1,i = λaq−2,i +ηaq−1,i +ρaq,i + 1
αq

(gq,i−Λgq−1,i), i = 0, . . . , p

bq+1,q = ρ+ 1
αq

(αq−1(bq,q−1−Λ)+βq)
bq+1,q−1 = η+ρbq,q−1 + 1

αq
(hq,q−1−Λ(αq−2bq−1,q−2 +βq−1))

bq+1,i = λbq−2,i +ηbq−1,i +ρbq,i + 1
αq

(hq,i−Λhq−1,i), i = 0, . . . ,q−2

eq+1,i = λeq−2,i +ηeq−1,i +ρeq,i + 1
αq

(dq,i−Λdq−1,i), i = p+q+2, . . . , p+2J−q−1

Seeq+1,p+q+2 = 0 ent̃ao ṕara

Resultados: N[p/q] = ∑p
i=0aqiPi , q = 1, . . . ,J

D[p/q] = ∑q−1
i=0 bqiPi +Pq, q = 1, . . . ,J

D[p/q] f −N[p/q] = ∑p+2J−q
i=p+q+1eqiPi +O(Pp+2J−q+1), q = 1, . . . ,J−1

Para aĺem dos coeficientes das componentes dos aproximantes[p/q]Pf (z), q= 1, . . . ,J, este algo-

ritmo calcula os coeficientese[p/q]
i , i = p+q+1, . . . , p+2J−q, da śerieD[p/q](z) f (z)−N[p/q](z) =

E[p/q](z) = ∑i≥p+q+1e[p/q]
i Pi(z). Uma vez que, por construção de AFP,

f (z)− [p/q]Pf (z) =
E[p/q](z)
D[p/q](z)

ent̃ao, com os coeficientes calculados, podemos utilizar

∑p+2J−q
i=p+q+1e[p/q]

i Pi(z)

D[p/q](z)
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para aproximar o erro com que[p/q]Pf (z) aproximaf (z).

Contando o ńumero de operações aritḿeticas em cada passo do processo, concluı́mos que se po-
dem calcular os coeficientes dos aproximantes[p/q]Pf (z), q= 1, . . . ,J com aproximadamente12J2+
8(p+1)J multiplicaç̃oes. Comparando com o algoritmo 2.2, baseado no cálculo da decomposição
LU das matrizes Frobenius-Padé associadas aos aproximantes, apresentado em [35] e reproduzido
na secç̃ao 2.3, onde o mesmo conjunto de aproximantes se calcula comO(J3) multiplicaç̃oes, vemos
que o algoritmo aqui apresentado, sob este ponto de vista,é significativamente favorável.

O algoritmo foi programado emFortran, com aritḿetica de dupla precisão, e foi testado com
duas funç̃oes.

Resultados Nuḿericos

Nos testes nuḿericos apresentados, utilizam-se funções satisfazendo dois requisitos: os coefici-
entes do seu desenvolvimento em série de Fourier podem calcular-se, pelo menos teoricamente, até
uma ordem t̃ao longe quanto o necessário, com a precis̃ao de ćalculo da ḿaquina; a funç̃aoé descrita
por uma f́ormula anaĺıtica exacta, permitindo calcular o seu valor, pelo menos teoricamente, em
cada ponto do intervalo de aproximação, com a precis̃ao de ćalculo da ḿaquina. O primeiro destes
requisitos, permite calcular as sucessões de aproximantes, tão longe quanto se queira, sem restrições
sobre os graus dos numeradores e dos denominadores e, sobretudo, isolar os erros inerentes aos
processos de cálculo implementados com o algoritmo, dos erros nos dados ou seja, dos erros nos
coeficientes da série. O segundo requisito prende-se com a necessidade de analisar o algoritmo
comparando os resultados, tanto quanto possı́vel, com os valores exactos da função.

Exemplo 4.1 Relativamentèa faḿılia de polińomios da classe de LaguerreLα
n(z), referidos no

exemplo 2.5, ortogonais no intervaloz≥ 0 para α > −1 arbitrário, a funç̃ao f (z) = zm admite
o desenvolvimento em série [27]

f (z) = ∑
i≥0

(−1)i Γ(m+α+1)Γ(m+1)
Γ(n+α+1)Γ(m−n+1)

Lα
i (z), z> 0

Param>−(1+α)/2, é sabido que a śerie converge para todos os valores dex > 0 [27]. Por outro
lado, para valores−(1+ α) < m≤ −(3+ 2α)/4 esta śerie é divergente em todos os pontosz> 0
[36]. O algoritmo foi testado, comα = 0, para duas funç̃oes: comm=−1/4, temos que

f c(z) =
1
4
√

z
= ∑

i≥0

(−1)i Γ(3
4)2

i!Γ(3
4− i)

Li(z), z> 0

constitui uma śerie convergente, e que a série, comm=−3/4,

f d(z) =
1

4
√

z3
= ∑

i≥0

(−1)i Γ(1
4)2

i!Γ(1
4− i)

Li(z), z> 0

diverge em todos os pontos.

Sendo
zLi =−(i +1)Li−1 +(2i +1)Li− iL i+1
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a relaç̃ao de recorr̂encia dos polińomios de Laguerre, entãoαi =−(i +1), βi = 2i +1 e γi =−i são
os dados do algoritmo. Para o cálculo dos coeficientes das duas séries, utilizando as propriedades da
funçãoΓ podemos concluir que





Γ(3
4−n) =−(1

4 +n)Γ(−1
4−n)

Γ(1
4−n) =−(3

4 +n)Γ(−3
4−n)

o que permite calcular os coeficientes por recorrência





f c(z) = Γ(3
4)∑i≥0 f c

i Li(z), z> 0

f c
0 = 1, f c

i+1 = 4i+1
4(i+1) f c

i , i ≥ 0





f d(z) = Γ(1
4)∑i≥0 f d

i Li(z), z> 0

f d
0 = 1, f d

i+1 = 4i+3
4(i+1) f d

i , i ≥ 0

Para testar a qualidade dos aproximantes obtidos com este algoritmo, foram calculadas várias
linhas da tabela. Os aproximantes foram calculados em duas abcissasz= 1 e z= 16 e os valores
obtidos foram comparados com os valores exactosf c(1) = f d(1) = 1 e f c(16) = 1/2, f d(16) = 1/8.
Na tabela 4.1 representa-se, em cada posição (p,q), o número de d́ıgitos decimais do aproximante
[p/q]Lf (z) coincidentes com os valores exactos respectivos. Por razões de facilidade de leitura, apenas
são apresentados alguns dos valores de cada sucessão calculada.
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Tabela 4.1:− log10(| f (z)− [p/q]Lf (z)|) arredondado a inteiro, comf (z) = 1
4√z no casom=−0.25 e

f (z) = 1
4√z3

no casom=−0.75

Destes resultados pode destacar-se a qualidades das aproximações nos pontos observados, e
sobretudo o facto de a precisão obtida com estes aproximantes racionais não ser afectada pelo
caŕacter divergente da série para o casof (z) = 1

4√z3
.

Os mesmos aproximantes calculados, servem para ilustrar o comportamento da aproximação FP
num intervalo de valores. Nas figuras 4.1 e 4.2 representa-se, em escala logarı́tmica, as curvas do erro
relativo de aproximantes de duas das sucessões calculadas para cada uma das duas funções utilizadas
para teste, com o intervalo de aproximaçãoz> 0 restringido, para efeitos de representação gŕafica,
ao intervaloz∈ [0,20].



4.3. RELAÇÕES DE RECORR̂ENCIA A QUATRO TERMOS 85

0 5 10 15 20
z

1. · 10-12

1. · 10-9

1. · 10-6

0.001

1

q=2

q=4

q=0

q=8

q=16

q=24

p=4

0 5 10 15 20
z

1. · 10-12

1. · 10-9

1. · 10-6

0.001

1

q=2

q=4

q=0

q=8
q=16
q=24

p=8

Figura 4.1:|( f c(z)− [p/q]Lf (z))/ f c(z)| com f c(z) = 1
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Do conjunto das curvas apresentadas, destaca-se que os erros relativos oscilam, entre valores de
amplitudes que decrescem quer com o valor deq quer com o valor dep. No caso da śerie divergente,
os resultados discordantes, obtidos nos dois gráficos com aśultimas colunas apresentadas, parecem
indicar uma perturbação associada a alguma instabilidade numérica para valoresq > 16. No caso
da śerie convergente, a instabilidade numérica ñao se observa, pelo menos de forma a piorar os
resultados, até à colunaq = 24. A converĝencia dos resultados da AFP observada na figura 4.1 em
dois pontos, quer com a série convergentef c(x) quer com a śerie f d(x) que diverge em todos os
pontos, parece poder estender-se a todos os pontos do intervalo observado, como sugerem as figuras
4.1 e 4.2.

Exemplo 4.2 Tomando como exemplo a função, vulgarmente designada porfunção salto, de suporte
compacto e possuindo uma singularidade num ponto interior do intervalo[−1,1]:

f (z) =
{

0, −1≤ z< a
1, a < z≤ 1

A expans̃ao em śerie de polińomios de Legendre

f (z) =
1
2
(1−a)− 1

2 ∑
n≥1

[Pn+1(a)−Pn−1(a)]Pn(z), −1 < z< 1

converge paraf (z) em todos os pontos onde a função é cont́ınua e para1
2 = 1

2[ f (a+0)+ f (a−0)]
na abcissaz= a [27].

Este exemplo foi tratado em [34] com o valora = 0.1. Tomando o mesmo valor dea, temos
que f0 = 0.45 e fi = −1

2(Pi+1(0.1)−Pi−1(0.1)) são os dados eαi = i+1
2i+1, βi = 0 e γi = i

2i+1 são os
par̂ametros para o programa de cálculo dos aproximantes. Na figura 4.3 representa-se o erro absoluto
no intervalo de aproximação−1 < z< 1, para alguns elementos da tabela FP nas linhasp = 12 e
p = 24.

Destes resultados destaca-se o decréscimo do erro absoluto em cada ponto, com o valor deq em
cada uma das sucessões apresentadas. Nos testes numéricos efectuados, a variação do erro com o
valor dep nãoé t̃ao evidente. Para valores deq> 12observa-se que o ganho de precisão deixa de ser
aparente, ou até desaparece, provavelmente devido a acumulação de erros de arredondamento. Este
facto parece indicar que este algoritmo recursivoé mais robusto do que o utilizado em [34], onde a
instabilidade nuḿericaé referida nas colunasq > 6.

Na figura 4.4 apresenta-se destacado, o comportamento da aproximação racional perto da sin-
gularidade da funç̃ao, e compara-se com o comportamento da aproximação das somas parciais. O
caso apresentado corresponde ao aproximante[24/12]Lf (z), e é comparado com a soma da série
considerando48coeficientes, i.e. o mesmo número de coeficientes necessário para o ćalculo do apro-
ximante racional. No gráfico da esquerdáe not́orio o caracter oscilatório, ampliado na vizinhança da
singularidade, na aproximação das somas parciais. Este fenómeno, quée geral nas śeries de Fourier
de funç̃oes com pontos de descontinuı́dade,́e vulgarmente designado porfeńomeno de Gibbs. Neste
gráfico, sendo o erro muito pequeno na escala utilizada, em quase todos os pontos, a função e o
aproximante FP s̃ao quase indistinguiveis. A ampliação feita no gŕafico da direita, permite distinguir
as funç̃oes e podemos concluir que a perturbação, introduzida pela singularidade, na aproximação
da funç̃ao, é significativamente amortecida pela aproximação FP relativamentèa aproximaç̃ao das
somas parciais, sendo o fenómeno de Gibbs quase imperceptivel nesta escala.
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Figura 4.3:| f (z)− [p/q]Pf (z)|, f (z) é a funç̃ao salto coma = 0.1

Os coeficientese[p/q]
i avaliados no algoritmo, como quantidades auxiliares de cálculo, podem

utilizar-se para construir uma estimativa do erro na aproximação FP. Na figura 4.5 comparam-se os
erros na aproximação da funç̃ao

f (z)− [p/q]Pf (z)

com a estimativa do erro calculada pelo algoritmo,

∑p+2J−q
i=p+q+1e[p/q]

i Pi(z)

D[p/q](z)
.

Podemos observar na figura 4.5 que, no intervalo[−0.7,0.7], as curvas do erro absoluto calculado
| f (z)− [p/q]Pf (z)| seguem de perto as curvas do erro absoluto estimado. Para valores próximos dos
extremos do intervalo de aproximação, os valores da estimativa divergem dos valores do erro.

Conclus̃oes Os resultados dos testes apresentados sugerem que o algoritmoé suficientemente
robusto para calcular as aproximações racionais com grande precisão. As sucess̃oes de aproximantes
calculadas, produzem valores convergentes para os valores exactos. A acumulação de erros perturba
esta converĝencia, impedindo o incremento da aproximação nas colunasq > 16 nos exemplos com
polinómios de Laguerre eq > 12no exemplo de Legendre.

Para aĺem do incremento da precisão na generalidade dos pontos, relativamenteà aproximaç̃ao
das somas parciais, destaca-se dos resultados a vantagem da aproximação FP na vizinhança da
singularidade da série de Legendre. O designado fenómeno de Gibbs, traduzido pelo aumento da
amplitude das oscilações do erro, perto da descontinuidade da função [9], viśıvel neste exemplo,́e
significativamente amortecido pela aproximação racional.
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Figura 4.4: Funç̃ao salto, aproximante[24/12]Pf (z) e aproximaç̃ao das somas parciaisS48(z)
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Os testes revelam ainda a capacidade destes aproximantes de reproduzir, com grande precisão,
os valores de uma função a partir dos coeficientes de Fourier de uma série divergente.

No resto deste capı́tulo mostra-se quée posśıvel calcular por recorrência, outras sucessões de
aproximantes de Frobenius-Padé.

4.3.2 Relaç̃oes de descida na Tabela Frobenius-Padé

Na secç̃ao precedente, apresentam-se relações entre elementos adjacentes da tabela Frobenius-
Pad́e, que permitem progredir no sentido da esquerda para a direita. Os resultados seguintes apre-
sentam relaç̃oes no sentido descendente da tabela. Uma diferença importante entre os resultados da
secç̃ao precedente e os resultados seguintes reside no facto de que os resultados anteriores permitem
calcular os coeficientes de um aproximanteà custa dos coeficientes de três aproximantes adjacentes
sempre, como vimos, que estes satisfazem as condições de normalidade. Nas proposições seguintes
apresentam-se relações entre os elementos de aproximantes adjacentes da tabela de Frobenius-Padé
onde, para além das condiç̃oes de normalidade, a possibilidade de progressão na tabela está depen-
dente dos valores dos coeficientes dos aproximantes envolvidos.

Em todas as proposições que se seguem,é suposto que dos aproximantes que figuram no segundo
membro das equações, est̃ao calculados os coeficientes do numerador e do denominador, e dos
coeficientes das respectivas séries do erro supomos que estão calculados pelo menos aqueles que
intervêm nas f́ormulas dadas. Para o estabelecimento de algoritmos baseados nas fórmulas de
recorr̂encia estabelecidas nestas proposições, é necesśario estudar,̀a semelhança do exposto no
algoritmo da secç̃ao precedente, qual o conjunto mı́nimo das quantidadese[p/q]

i a calcular em cada
passo. Este estudo, bem como o estabelecimento do conjunto mı́nimo dos coeficientes da série que
são necesśarios para cada algoritmo, será feitoa posteriori, no final do caṕıtulo, para o algoritmo áı
estabelecido.

Proposiç̃ao 4.9 Sejamp,q≥ 1 tais que os aproximantes[p−1/q−1]Pf , [p−1/q]Pf e [p/q]Pf existem,
satisfazem as condições de normalidade e cujos coeficientes estão calculados, juntamente com os
primeiros coeficientes das respectivas séries do erro. Definindo

{
N[p+1/q] = λN[p−1/q−1] +(η+ τz)N[p−1/q] +(ρ− τz)N[p/q]

D[p+1/q] = λD[p−1/q−1] +(η+ τz)D[p−1/q] +(ρ− τz)D[p/q]

• •
•
∗

com 



τ =
e[p−1/q−1]

p+q−1

e[p−1/q]
p+q

λ =−γp+q

η =− 1
e[p−1/q]

p+q

(e[p−1/q−1]
p+q λ+(d[p−1/q]

p+q −d[p/q]
p+q )τ)

ρ =− 1
e[p/q]

p+q+1

(e[p−1/q−1]
p+q+1 λ+e[p−1/q]

p+q+1 η+(d[p−1/q]
p+q+1 −d[p/q]

p+q+1)τ)

e
∆ = η+ρ−αq−1Λτ

comΛ = b[p/q]
q−1 −b[p−1/q]

q−1 como no coroĺario 4.2. Se∆ 6= 0 ent̃ao

N[p+1/q](z)
D[p+1/q](z)

= [p+1/q]Pf (z)
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é o AFP tal queb[p+1/q]
q = ∆. Caso contŕario, a tabela Frobenius-Pad́e é ñao normal, sendo

N[p+1/q](z)
D[p+1/q](z)

= O(Pp+q+2)

com∂(N[p+1/q]) = p+1 e ∂(D[p+1/q])≤ q−1.

Demonstraç̃ao. Sendo normais os aproximantes[p−1/q−1]Pf (z) e [p−1/q]Pf (z), ent̃aoτ est́a bem

definido eé ñao nulo. Da f́ormula apresentada paraN[p+1/q] resulta quea[p+1/q]
p+1 =−αpa[p/q]

p τ, logo

∂(N[p+1/q]) = p+1. As condiç̃oes sobre a ordem de aproximação produzem

D[p+1/q] f −N[p+1/q] = λ ∑
i≥p+q−1

e[p−1/q−1]
i Pi +η ∑

i≥p+q

e[p−1/q]
i Pi + τ ∑

i≥p+q−1

d[p−1/q]
i Pi

+ρ ∑
i≥p+q+1

e[p/q]
i Pi− τ ∑

i≥p+q

d[p/q]
i Pi

= (λe[p−1/q−1]
p+q−1 + τd[p−1/q]

p+q−1 )Pp+q−1

+(λe[p−1/q−1]
p+q +ηe[p−1/q]

p+q + τ(d[p−1/q]
p+q −d[p/q]

p+q ))Pp+q

+ ∑
i≥p+q+1

(λe[p−1/q−1]
i +ηe[p−1/q]

i +ρe[p/q]
i + τ(d[p−1/q]

i −d[p/q]
i ))Pi

= O(Pp+q+2)

como se pode verificar, uma vez qued[p−1/q]
p+q−1 = γp+qe[p−1/q]

p+q . Finalmente, da expressão paraD[p+1/q]

resulta que∂(D[p+1/q])≤ q e que

b[p+1/q]
q = η+ρ+(h[p−1/q]

q −h[p/q]
q )τ = ∆

uma vez queh[p−1/q]
q = αq−1b[p−1/q]

q−1 + βq e queh[p/q]
q = αq−1b[p/q]

q−1 + βq. A conseqûencia de que a
condiç̃ao de normalidade depende do valor de∆ é imediata a partir da definição do aproximante, o
que termina a demonstração.

Desta proposiç̃ao resulta um corolário, cuja demonstração é imediata, permitindo calcular os
coeficientes do numerador, do denominador e do erro do aproximante[p+1/q]Pf (z).

Corolário 4.10 Nas condiç̃oes da proposiç̃ao anterior, os coeficientes dos aproximantes, satisfazem
a relaç̃ao





a[p+1/q]
p+1 =−αpτa[p/q]

p

a[p+1/q]
p = ρa[p/q]

p + τ(g[p−1/q]
p −g[p/q]

p )
a[p+1/q]

i = λa[p−1/q−1]
i +ηa[p−1/q]

i +ρa[p/q]
i + τ(g[p−1/q]

i −g[p/q]
i ), i = 0, . . . , p−1

b[p+1/q]
q = ∆

b[p+1/q]
i = λb[p−1/q−1]

i +ηb[p−1/q]
i +ρb[p/q]

i + τ(h[p−1/q]
i −h[p/q]

i ), i = 0, . . . ,q−1

e[p+1/q]
i = λe[p−1/q−1]

i +ηe[p−1/q]
i +ρe[p/q]

i + τ(d[p−1/q]
i −d[p/q]

i ), i = p+q+2, . . . ,Lp+1,q

ondeLp+1,q representa uma constante a determinar e os valoresgi , hi edi são dados pelas fórmulas
da proposiç̃ao 4.1.



4.3. RELAÇÕES DE RECORR̂ENCIA A QUATRO TERMOS 91

A determinaç̃ao do valorLp+1,q depende do ńumero de coeficientese[p−1/q−1]
i , e[p−1/q]

i e e[p/q]
i

calculados, istóe depende deLp−1,q−1, Lp−1,q e deLp,q e condiciona uma eventual progressão na
tabela, utilizando estas ou outras fórmulas dependentes dos coeficientes dos erros. Logo, o estudo
deste limite,é condicionado pelo algoritmo de progressão na tabela FP em que estas relações de
recorr̂encia possam vir a inserir-se.É necesśario notar que, tal como no algoritmo da secção anterior,
o número de coeficientes da série que est̃ao calculados também condiciona, como seria de esperar, o
valor deLp+1,q.

As proposiç̃oes seguintes representam outras fórmulas de progressão descendente na tabela FP.
No seu conjunto, as três f́ormulas seguintes permitem, a menos das restrições impostas a cada uma,
calcular toda a tabela a partir da primeira linha. Uma vez que os coeficientes dos errose[p/q]

i intervêm
nos segundos membros das equações,é necesśario inclúı-los no conjunto de dados necessários para
um algoritmo. Este facto impede, por exemplo, que se utilize o algoritmo, baseado na decomposição
LU das matrizes associadas aos coeficientes dos denominadores, para o cálculo das linhas da tabela,
proposto no caṕıtulo anterior, uma vez que aı́, tal como o algoritmo está apresentado, apenas se
calculam os coeficientes dos numeradores e dos denominadores. Em vez disso, dispondo de um
número suficiente de coeficientes da série, para o ćalculo da primeira linha da tabela, juntamente com
os primeiros coeficientes das respectivas séries dos erros, pode utilizar-se com sucesso o algoritmo
( • • • ∗ ) apresentado na secção anterior.

Por serem id̂enticasà demonstraç̃ao da proposiç̃ao anterior, as demonstrações das proposições
seguintes ñao se apresentam.

Proposiç̃ao 4.10 Sejamp≥ 0 e q≥ 1 tais que os aproximantes[p/q− 1]Pf , [p/q]Pf e [p/q+ 1]Pf
existem, satisfazem as condições de normalidade e cujos coeficientes estão calculados, juntamente
com os primeiros coeficientes das respectivas séries do erro. Definindo

{
N[p+1/q] = λN[p/q−1] +(η+z)N[p/q] +ρN[p/q+1]

D[p+1/q] = λD[p/q−1] +(η+z)D[p/q] +ρD[p/q+1]
• • •

∗
com 




ρ =−αq

λ =−γp+q+1
e[p/q]

p+q+1

e[p/q−1]
p+q

η =− 1
e[p/q]

p+q+1

(e[p/q−1]
p+q+1 λ+d[p/q]

p+q+1)

e
∆ = η+αq−1b[p/q]

q−1 −αqb[p/q+1]
q +βq.

Se∆ 6= 0 ent̃ao
N[p+1/q](z)
D[p+1/q](z)

= [p+1/q]Pf (z)

é o AFP tal queb[p+1/q]
q = ∆. Caso contŕario, a tabela Frobenius-Pad́e é ñao normal, sendo

N[p+1/q](z)
D[p+1/q](z)

= O(Pp+q+2)

com∂(N[p+1/q]) = p+1 e ∂(D[p+1/q])≤ q−1.
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Corolário 4.11 Nas condiç̃oes da proposiç̃ao anterior, os coeficientes dos aproximantes, satisfazem
a relaç̃ao





a[p+1/q]
p+1 = αpa[p/q]

p

a[p+1/q]
i = λa[p/q−1]

i +ηa[p/q]
i +g[p/q]

i +ρa[p/q+1]
i , i = 0, . . . , p

b[p+1/q]
q = ∆

b[p+1/q]
i = λb[p/q−1]

i +ηb[p/q]
i +h[p/q]

i +ρb[p/q+1]
i , i = 0, . . . ,q−1

e[p+1/q]
i = λe[p/q−1]

i +ηe[p/q]
i +d[p/q]

i +ρe[p/q+1]
i , i = p+q+2, . . . ,Lp+1,q

ondeLp+1,q representa uma constante a determinar e os valoresgi , hi edi são dados pelas fórmulas
da proposiç̃ao 4.1.

Nesta e nas proposições seguintes,é necesśario fazer os mesmos comentários acerca da constante
Lp+1,q feitos na proposiç̃ao anterior.

Proposiç̃ao 4.11 Sejamp≥ 0 e q≥ 1 tais que os aproximantes[p/q− 1]Pf , [p/q]Pf e [p/q+ 1]Pf
existem, satisfazem as condições de normalidade e cujos coeficientes estão calculados, juntamente
com os primeiros coeficientes das respectivas séries do erro. Definindo

{
N[p+1/q+1] = λN[p/q−1] +(η+z)N[p/q] +ρN[p/q+1]

D[p+1/q+1] = λD[p/q−1] +(η+z)D[p/q] +ρD[p/q+1]
• • •

∗
com 




λ =−γp+q+1
e[p/q]

p+q+1

e[p/q−1]
p+q

η =− 1
e[p/q]

p+q+1

(e[p/q−1]
p+q+1 λ+d[p/q]

p+q+1)

ρ =− 1
e[p/q+1]

p+q+2

(e[p/q−1]
p+q+2 λ+e[p/q]

p+q+2η+d[p/q]
p+q+2)

e
∆ = ρ+αq.

Se∆ 6= 0 ent̃ao
N[p+1/q+1]

D[p+1/q+1] = [p+1/q+1]Pf

é o AFP tal queb[p+1/q+1]
q+1 = ∆. Caso contŕario, a tabela Frobenius-Pad́e é ñao normal, sendo

N[p+1/q+1]

D[p+1/q+1] = O(Pp+q+3)

com∂(N[p+1/q+1]) = p+1 e ∂(D[p+1/q+1])≤ q.

Desta proposiç̃ao, à semelhança das proposições anteriores, resulta um corolário estabelecendo
relaç̃oes de recorrência entre coeficientesa[p/q]

i , b[p/q]
i e e[p/q]

i dos aproximantes envolvidos. Por ser
óbvia a deduç̃ao das f́ormulas, baseada na proposição acima e nas fórmulas da proposição 4.1, e por
ser imediata a demonstração, o coroĺario ñao se apresenta. Esta observação abrange igualmente as
proposiç̃oes seguintes.



4.3. RELAÇÕES DE RECORR̂ENCIA A QUATRO TERMOS 93

Proposiç̃ao 4.12 Sejamp≥ 0 e q≥ 1 tais que os aproximantes[p/q− 1]Pf , [p/q]Pf e [p/q+ 1]Pf
existem, satisfazem as condições de normalidade e cujos coeficientes estão calculados, juntamente
com os primeiros coeficientes das respectivas séries do erro. Definindo

{
N[p+1/q−1] = λN[p/q−1] +(η+z)N[p/q] +ρN[p/q+1]

D[p+1/q−1] = λD[p/q−1] +(η+z)D[p/q] +ρD[p/q+1]
• • •
∗

com 



ρ =−αq

λ =−γp+q+1
e[p/q]

p+q+1

e[p/q−1]
p+q

η = αqb[p/q+1]
q −αq−1b[p/q]

q−1 −βq

e
∆ = λ+αq−2b[p/q]

q−2 +(η+βq−1)b
[p/q]
q−1 −αqb[p/q+1]

q−1 + γq.

Se∆ 6= 0 ent̃ao
N[p+1/q−1]

D[p+1/q−1] = [p+1/q−1]Pf

é o AFP tal queb[p+1/q−1]
q−1 = ∆. Caso contŕario, a tabela Frobenius-Pad́e é ñao normal, sendo

N[p+1/q−1]

D[p+1/q−1] = O(Pp+q+1)

com∂(N[p+1/q−1]) = p+1 e ∂(D[p+1/q−1])≤ q−2.

À semelhança da relação • • • ∗ , estabelecendo uma recorrência entre quatro elementos
da mesma linha,́e posśıvel estabelecer uma recorrência entre quatro elementos da mesma coluna.

Proposiç̃ao 4.13 Sejamp≥ 2 e q≥ 0 tais que os aproximantes[p− 2/q]Pf , [p− 1/q]Pf e [p/q]Pf
existem, satisfazem as condições de normalidade e cujos coeficientes estão calculados, juntamente
com os primeiros coeficientes das respectivas séries do erro. Definindo

{
N[p+1/q] = λN[p−2/q] +(η+z)N[p−1/q] +(ρ−z)N[p/q]

D[p+1/q] = λD[p−2/q] +(η+z)D[p−1/q] +(ρ−z)D[p/q]

•
•
•
∗

com 



λ =−γp+q
e[p−1/q]

p+q

e[p−2/q]
p+q−1

η =− 1
e[p−1/q]

p+q

(λe[p−2/q]
p+q +d[p−1/q]

p+q −d[p/q]
p+q )

ρ =− 1
e[p/q]

p+q+1

(λe[p−2/q]
p+q+1 +ηe[p−1/q]

p+q+1 +d[p−1/q]
p+q+1 −d[p/q]

p+q+1)

e
∆ = λ+η+ρ−αq−1Λ

comΛ = b[p/q]
q−1 −b[p−1/q]

q−1 como no coroĺario 4.2. Se∆ 6= 0 ent̃ao

N[p+1/q]

D[p+1/q] = [p+1/q]Pf
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é o AFP tal queb[p+1/q]
q = ∆. Caso contŕario, a tabela Frobenius-Pad́e é ñao normal, sendo

N[p+1/q]

D[p+1/q] = O(Pp+q+2)

com∂(N[p+1/q]) = p+1 e ∂(D[p+1/q])≤ q−1.

A implementaç̃ao de um algoritmo baseado nestas fórmulas,́e semelhante ao efectuado na secção
anterior. É necesśario atender quer̀as inicializaç̃oes necessárias ao arranque do algoritmo, quer
ao ńumero de coeficientes da série dispońıveis para o ćalculo. Em cada iteração do algoritmo,́e
necesśario atender ao limite superior dosı́ndicesLp,q, dos coeficientes do erro a calcular. Por ser
tecnicamente semelhante ao exposto na secção anterior, nesta secção o algoritmo ñao se apresenta.

Uma diferença, nas fórmulas estabelecidas nesta secção, relativamentèa anterior, reside no facto
de os aproximantes aqui construı́dos ñao satisfazerem, em geral, a normalização b[p/q]

q = 1. Esta
normalizaç̃ao, para os dados das diversas proposições, est́a inclúıda nas hiṕoteses estabelecidas.
Este facto imp̃oem que, para poder incrementar estas relações para o ćalculo de uma sucessão de
aproximantes,́e necesśario normalizar os aproximantes, dividindo os coeficientes calculados pela
constante∆.

Na secç̃ao seguinte desenvolve-se um algoritmo de cálculo de aproximantes, numa susseção de
elementos pertencentes a duas diagonais adjacentes da tabela de Frobenius-Padé.

4.3.3 Relaç̃oes de progress̃ao nas diagonais da tabela

Os resultados seguintes permitem progredir emescadana tabela FP.

Proposiç̃ao 4.14 Sejamp,q≥ 1 tais que os aproximantes[p−1/q−1]Pf , [p/q−1]Pf e [p/q]Pf exis-
tem e satisfazem as condições de normalidade. Definindo

{
N[p+1/q] = λN[p−1/q−1] +(η+z)N[p/q−1] +ρN[p/q]

D[p+1/q] = λD[p−1/q−1] +(η+z)D[p/q−1] +ρD[p/q]

•
• •

∗
com 




λ =−γp+q
e[p/q−1]

p+q

e[p−1/q−1]
p+q−1

η =− 1
e[p/q−1]

p+q

(λe[p−1/q−1]
p+q +d[p/q−1]

p+q )

ρ =− 1
e[p/q]

p+q+1

(λe[p−1/q−1]
p+q+1 +ηe[p/q−1]

p+q+1 +d[p/q−1]
p+q+1 )

e
∆ = αq−1 +ρ.

Se∆ 6= 0 ent̃ao
N[p+1/q]

D[p+1/q] = [p+1/q]Pf

é o AFP tal queb[p+1/q]
q = ∆. Caso contŕario, a tabela Frobenius-Pad́e é ñao normal, sendo

D[p+1/q] f −N[p+1/q] = O(Pp+q+2)

com∂(N[p+1/q]) = p+1 e ∂(D[p+1/q])≤ q−1



4.3. RELAÇÕES DE RECORR̂ENCIA A QUATRO TERMOS 95

Proposiç̃ao 4.15 Sejamp≥ 0 e q≥ 1 tais que os aproximantes[p/q− 1]Pf , [p/q]Pf e [p+ 1/q]Pf
existem e satisfazem as condições de normalidade. Definindo

{
N[p+1/q+1] = λN[p/q−1] +(η+ τz)N[p/q] +ρN[p+1/q]

D[p+1/q+1] = λD[p/q−1] +(η+ τz)D[p/q] +ρD[p+1/q]
• •

• ∗

com 



τ = 1/αq

λ =− γp+q+1

αq

e[p/q]
p+q+1

e[p/q−1]
p+q

η =− 1
e[p/q]

p+q+1

(e[p/q−1]
p+q+1 λ+d[p/q]

p+q+1τ)

ρ =− 1
e[p+1/q]

p+q+2

(e[p/q−1]
p+q+2 λ+e[p/q]

p+q+2η+d[p/q]
p+q+2τ)

,

ent̃aoN[p+1/q+1]/D[p+1/q+1] = [p+1/q+1]Pf é o AFP normalizado comb[p+1/q+1]
q+1 = 1.

Utilizando intercaladamente as duas relações
•
• •

∗
e
• •

• ∗ , podemos calcular uma su-

cess̃ao de aproximantes dispostos em duas diagonais adjacentes. Sendo•0 = [p/0]Pf , •1 = [p+1/0]Pf
e •2 = [p+ 1/1]Pf , com as f́ormulas anteriores, podemos calcular a sucessão de aproximantes∗3 =
[p+ 2/1]Pf , ∗4 = [p+ 2/2]Pf , ∗5 = [p+ 3/2]Pf , ∗6 = [p+ 3/3]Pf , . . . ,∗2i−1 = [p+ i/i − 1]Pf ,∗2i =
[p+ i/i]Pf , . . ., com a seguinte disposição na tabela

•0

•1 •2

∗3 ∗4
... ...

∗2J−1 ∗2J

Os procedimentos encontram-se esquematizados no seguinte algoritmo

Algoritmo
•
• •

∗ ∗

Dados: p, J,∈ N, { fi}p+3J
i=0

Calcula:
{
[p+q/q−1]Pf , [p+q/q]Pf

}J

q=2

Parâmetros: {αi , βi , γi}p+3J
i=0
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Valores iniciais: aq,−1 = bq,−1 = eq,p+q = 0, q = 0, . . . ,2J
a2q,p+q+1 = b2q,q+1 = 0, b2q,q = 1, q = 0, . . . ,J
a2q−1,p+q+1 = b2q−1,q = 0, b2q−1,q−1 = 1, q = 1, . . . ,J
eq,i = 0, i = 0, . . . , p+q, q = 0, . . . ,2J
a0,i = fi , i = 0, . . . , p
a1,i = fi , i = 0, . . . , p+1
e0,i = fi , i = p+1, . . . , p+3J
e1,i = fi , i = p+2, . . . , p+3J

Calcular:

% [p+1/1]Pf
d0,i = αi−1 fi−1 +βi fi + γi+1 fi+1, i = p+2, . . . , p+3J−1
b2,0 = β0

α0
− 1

α0 fp+2
d0,p+2

a2,0 = b2,0 f0 + γ1
α0

f1
a2,i = (b2,0− β0

α0
) fi + 1

α0
(αi−1 fi−1 +βi fi + γi+1 fi+1), i = 1, . . . , p+1

e2,i = (b2,0− β0
α0

) fi + 1
α0

d0,i , i = p+3, . . . , p+3J−1
See2,p+3 = 0 ent̃ao ṕara

Para q = 2, . . . ,J

% [p+q/q−1]Pf
d2q−3,i = αi−1e2q−3,i−1 +βie2q−3,i + γi+1e2q−3,i+1, i = p+2q−2, . . . , p+3J−q
g2q−3,i = αi−1a2q−3,i−1 +βia2q−3,i + γi+1a2q−3,i+1, i = 0, . . . , p+q−1
h2q−3,i = αi−1b2q−3,i−1 +βib2q−3,i + γi+1b2q−3,i+1, i = 0, . . . ,q−2
λ1 =−γp+2q−2

e2q−3,p+2q−2

e2q−4,p+2q−3

η1 = γp+2q−2
e2q−4,p+2q−2

e2q−4,p+2q−3
− d2q−3,p+2q−2

e2q−3,p+2q−2

ρ1 = −1
e2q−2,p+2q−1

(e2q−4,p+2q−1λ1 +e2q−3,p+2q−1η1 +d2q−3,p+2q−1)
∆ = αq−2 +ρ1

Se∆ = 0 ent̃ao ṕara
a2q−1,p+q = αp+q−1a2q−3,p+q−1/∆
a2q−1,p+q−1 = (η1a2q−3,p+q−1 +g2q−3,p+q−1 +ρ1a2q−2,p+q−1)/∆
a2q−1,i = (λ1a2q−4,i +η1a2q−3,i +g2q−3,i +ρ1a2q−2,i)/∆, i = 0, . . . , p+q−2
b2q−1,i = (λ1b2q−4,i +η1b2q−3,i +h2q−3,i +ρ1b2q−2,i)/∆, i = 0, . . . ,q−2
e2q−1,i = (λ1e2q−4,i +η1e2q−3,i +d2q−3,i +ρ1e2q−2,i)/∆, i = p+2q, . . . , p+3J−q
See2q−1,p+2q = 0 ent̃ao ṕara
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% [p+q/q]Pf
d2q−2,i = αi−1e2q−2,i−1 +βie2q−2,i + γi+1e2q−2,i+1, i = p+2q−1, . . . , p+3J−q
g2q−2,i = αi−1a2q−2,i−1 +βia2q−2,i + γi+1a2q−2,i+1, i = 0, . . . , p+q−1
h2q−2,i = αi−1b2q−2,i−1 +βib2q−2,i + γi+1b2q−2,i+1, i = 0, . . . ,q−1
τ2 = 1/αq−1

λ2 =− γp+2q−1

αq−1

e2q−2,p+2q−1

e2q−3,p+2q−2

η2 = −1
e2q−2,p+2q−1

(e2q−3,p+2q−1λ2 +d2q−2,p+2q−1τ2)
ρ2 = −1

e2q−1,p+2q
(e2q−3,p+2qλ2 +e2q−2,p+2qη2 +d2q−2,p+2qτ2)

a2q,p+q = αp+q−1

αq−1
a2q−2,p+q−1 +ρ2a2q−1,p+q

a2q,i = λ2a2q−3,i +η2a2q−2,i + τ2g2q−2,i +ρ2a2q−1,i , i = 0, . . . , p+q−1
b2q,q−1 = η2 + τ2h2q−2,q−1 +ρ2

b2q,i = λ2b2q−3,i +η2b2q−2,i + τ2h2q−2,i +ρ2b2q−1,i , i = 0,q−2
e2q,i = λ2e2q−3,i +η2e2q−2,i + τ2d2q−2,i +ρ2e2q−1,i , i = p+2q+1, . . . , p+3J−q
See2q,p+2q+1 = 0 ent̃ao ṕara

Resultados:

Para q = 1, . . . ,J

N[p+q/q−1] = ∑p+q
i=0 a2q−1,iPi

D[p+q/q−1] = ∑q−2
i=0 b2q−1,iPi +Pq−1

N[p+q/q] = ∑p+q
i=0 a2q,iPi

D[p+q/q] = ∑q−1
i=0 b2q,iPi +Pq

D[p+q/q−1] f −N[p+q/q−1] = ∑p+3J−q
i=p+2q e2q−1,iPi +O(Pp+3J−q+1)

D[p+q/q] f −N[p+q/q] = ∑p+3J−q
i=p+2q+1e2q,iPi +O(Pp+3J−q+1)

Este algoritmo avalia os coeficientes dos aproximantes{[p+ q/q−1]Pf , [p+ q/q]Pf }, q = 1,J,
juntamente com os coeficientes de uma estimativa para o erro em cada aproximante, com cerca de
35J2 +(14p−11)J multiplicaç̃oes. A comparaç̃ao com outros algoritmos nãoé fácil, uma vez que
não se conhece outro algoritmo para o cálculo do mesmo conjunto de aproximantes. No entanto,
se aceitarmos a comparação com o volume de aritḿetica envolvido no ćalculo dos coeficientes de
[p+J/J]Pf , o último dos aproximantes calculado no algoritmo aqui proposto, envolvendo a resolução

de um sistema de equações lineares de dimensãoJ, teremos nesse caso1
3J(J2+J−1) multiplicaç̃oes

para a resoluç̃ao do sistema, se se utilizar o processo de eliminação de Gauss, ou11J2+(p−5)J+1
multiplicaç̃oes se atendermosà estrutura da matriz e utilizarmos o algoritmo rápido de eliminaç̃ao
de Gauss proposto em [35], e exposto no capı́tulo anterior. Acresce que, em ambos os casos
envolvendo a resolução do sistema,́e necesśario contar com a aritḿetica envolvida no ćalculo dos
(J + 1)2 coeficientes do sistema, mais os(J + p+ 1)(J + 1) coeficientes envolvidos no cálculo
dos numeradores, o que, seguindo o método proposto em [34], requer cerca de15

2 (J− 1)(p+ 1)
multiplicaç̃oes. Pode concluir-se que, sendo embora algoritmos com objectivos distintos, o algoritmo
apresentado neste capı́tulo, com um acŕescimo do esforço computacional de aproximadamente24J2

multiplicaç̃oes, quando comparado com o algoritmo baseado na resolução do sistema, calcula uma
sucess̃ao de aproximantes e fornece para cada um deles uma estimativa do erro na aproximação da
função.
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Resultados Nuḿericos

O algoritmo foi programado emFortran, utilizando aritḿetica de dupla precisão, e testado com
duas funç̃oes de que se conhece um desenvolvimento de Fourier com coeficientes exactos. Para cada
uma das funç̃oes tratadas, calcularam-se as sucessões de aproximantes correspondentes aos valores
de testep = 0 e p = 5. Em ambos os casos calcularam-se os primeiro40 aproximantes da sucessão,
isto é at́e ao elemento[p+20/20]Pf (z).

A primeira funç̃ao retoma o exemplo 3.2, tratado no capı́tulo anterior, com o algoritmo rápido
de decomposiç̃ao LU , baseado na estrutura de desvio de caracterı́stica das matrizes associadas ao
cálculo dos coeficientes dos denominadores.

Exemplo 4.3 Partindo da funç̃ao geradora dos polińomios de Legendre [24], definidos com a mesma
normalizaç̃ao do exemplo 2.1,

f (z) =
1√

1−2az+a2
= ∑

n≥0

anPn(z)

temos que

{αi =
i +1
2i +1

, βi = 0, γi =
i

2i +1
}p+3J

i=0

são os par̂ametros e
{ fi = ai}p+3J

i=0

juntamente comp e comJ são os dados do programa.

Este exemplo aparece também tratado em [34]. Tomando o mesmo valor do parâmetroa = 0.8
áı considerado, logo com

f (z) =
1√

1.64−1.6z
, −1 < z< 1

os gŕaficos da figura 4.6 representam, em escala logarı́tmica, as curvas do erro absoluto| f (z)−
[m/n]Pf (z)|, para uma amostra dos aproximantes[m/n]Pf (z) calculados.

As curvas do erro sugerem que o comportamento dos aproximantesé perturbado pela singula-
ridade da funç̃ao z= 1.64/1.6 = 1.025. Em [34] os aproximantes são testados em dois pontos do
intervalo de aproximaç̃ao: um perto do extremo do intervalo e da singularidade,z = 0.9; o outro
pertencente a uma regiãobem comportada, z=−0.5. A tabela 4.2 mostra, para cada posição(p,q),
o número de d́ıgitos decimais exactos na aproximação [p/q]Pf (z), isto é− log10(| f (z)− [m/n]Pf (z)|)
arredondado a inteiro, para estes dois valores dez.

Tanto quanto se pode comparar, estes resultados coincidem em precisão com os resultados
apresentados em [34], para o cálculo de outra sucessão de elementos da tabela FP. Por exemplo,
os aproximantes[10/5]Pf (z) e [12/6]Pf (z) coincidem nos dois conjuntos de resultados com, respecti-
vamente,7 e com8 d́ıgitos decimais exactos na abcissaz= 0.9.

Nos gŕaficos da figura 4.6 e na tabela 4.2, pode observar-se um aumento na precisão ao longo das
diagonais, at́e que, cerca da coluna8, isto é com16 aproximantes calculados, devidoà acumulaç̃ao
de erros nos ćalculos, os erros globais começam a aumentar.
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Figura 4.6: | f (z)− [m/n]Pf (z)|, com f (z) = 1√
1.64−1.6z

. O valor dep indicado corresponde ao do

aproximante[p/0]Pf utilizado no arranque do algoritmo.
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Tabela 4.2:− log10(| f (z)− [m/n]Pf (z)|) arredondado a inteiro, comf (z) = 1√
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.
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Com o objectivo de analisar a propagação de erros no algoritmo, este foi programado emFortran
com aritḿetica de ponto flutuante em precisão dupla e emMathematicacom aritḿetica racional
exacta. Os resultados dos dois programas foram comparados, em termos de erros relativos, no
cálculo dos coeficientes dos aproximantes. Na figura 4.3 representa-se, para cada uma das su-
cess̃oes de aproximantes calculados, o número ḿınimo de algarismos significativos exactos, isto

é− log10(‖{|s
[p/q]
i −s̃[p/q]

i

s[p/q]
i

|}k
i=0‖∞) arredondado a inteiro, observados nos valores dos coeficientes dos

numeradores, com̃s[p/q]
i = ã[p/q]

i e k = p e dos denominadores, com̃s[p/q]
i = b̃[p/q]

i e k = q− 1,

calculados em dupla precisão, relativamente aos valores exactoss[p/q]
i calculados com aritḿetica

racional.

0 5 10 15 20
q

0

5

10

15

20

25

p

Numeradores

16
15
14
13
11

8
6
5
4
2
0
-1
-1
-1

0
-2
-1
-2
-2
-2

16
14
14
11
10

7
5
4
3
1
-1

0
-1
-1
-1
-1
-1
-1
-2
-1

15
15
11

9
7
6
4
3
1
0
0
-1
-1
-1
-1
-1
-2
-2
-2
-1

15
11

9
7
6
4
3
1
-2
-1
-2
-1
-1
-2
-2
-2
-2
-2
-1
-1

0 5 10 15 20
q

0

5

10

15

20

25

p

Denominadores

15
15
13
11

8
6
5
4
2
0
-1
-1
-1

0
-2
-1
-1
-1
-1

16
15
14
11
10

7
5
4
3
1
-1

0
-1
-1
-1
-1
-2
-2
-1
-1

16
13
10

9
6
5
3
1
0
0
-1
-1
-1
-2
-2
-1
-2
-1
-1

16
13
10

8
9
5
4
2
-2
-1
-2
-2
-1
-2
-1
-2
-1
-2
-1
-1

Tabela 4.3: Algarismos significativos exactos:− log10(‖{|s
[p/q]
i −s̃[p/q]

i

s[p/q]
i

|}k
i=0‖∞), arredondado a inteiro,

com s[p/q]
i = a[p/q]

i e k = p para os numeradores, e coms[p/q]
i = b[p/q]

i e k = q− 1 para os
denominadores.

Nos casos observados, podemos verificar um aumento significativo dos erros relativos ao longo
das sucess̃oes de coeficientes calculados. A partir da colunaq = 8, os erros podem considerar-se
at́e muito grandes. Este resultado contrasta com a boa aproximação obtida com estes aproximantes,
o que parece indicar que o método da aproximação Frobenius-Padé é suficientemente robusto para
minimizar a propagaç̃ao dos erros no cálculo dos seus coeficientes. Analisando o algoritmo, verifica-
se que as operações mais sensı́veis, em termos de propagação de erros, consistem no cálculo das
quantidadesλ, η, ρ e τ. Este facto justifica-se porque estas operações envolvem quocientes em que
os coeficientes dos errosei , geralmente quantidades pequenas em valor absoluto, pelo menos a partir
de certa ordem, figuram em denominador. Sejamãi , b̃i e ẽi os coeficientes calculados com os valores
aproximados̃λ, η̃, ρ̃ e τ̃. O aproximante calculado

[̃p/q]Pf =
Ñ[p/q]

D̃[p/q]
=

∑p
i=0 ãiPi

∑q−1
i=0 b̃iPi +Pq
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satisfaz uma condição de aproximaç̃ao, perturbada pelos mesmos erros cometidos no cálculo dos
coeficientes, istóe

D̃[p/q] f − Ñ[p/q] = ∑
i≥0

ẽiPi

com ẽi ≈ 0, i ≤ p+ q. O ćalculo dos coeficientes̃ei , que podem designar-se por resı́duos, pode
fazer-se recorrendo aos coeficienteshi, j introduzidos no caṕıtulo 2, utilizando as f́ormulas

G[p/q]b̃+g[p/q]− ã = (ẽ0, . . . , ẽp)T

e
H [p/q]b̃+h[p/q] = (ẽp+1, . . . , ẽp+q)T

com as definiç̃oes (2.6). Na tabela 4.4 apresenta-se, em cada posição (p,q), o valor ḿınimo do
número de casas decimais nulas nas componentes dos respectivos vectores dos resı́duos, istoé os
valores− log10(‖(ẽ0, . . . , ẽp)‖∞) e− log10(‖(ẽp+1, . . . , ẽp+q)‖∞) arredondados a inteiro.
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Tabela 4.4:− log10(‖ẽi‖∞)

Os valores mostram que as componentes dos vectores dos resı́duos crescem mais lentamente do
que as componentes dos vectores dos erros no cálculo dos coeficientes.

Tal como na secç̃ao 4.3.1, tamb́em aqui importa comparar os valores do erro na aproximação da

função f (z)− [p/q]Pf (z) com a estimativa do erro
∑p+3J−q

i=p+q+1 e[p/q]
i Pi(z)

D[p/q](z) calculada com este algoritmo. Na

figura 4.7 representa-se, para cada uma das sucessões calculadas, o valor ḿaximo do erro calculado
(+) para as duas diagonais, e o valor máximo do erro estimado (•).

Da figura destaca-se que a estimativa do erro segue de perto os valores do erro calculado, nos
primeiros16aproximantes calculados, istoé at́e à colunaq = 8. Nas colunas seguintes, coincidindo
com o valor deq onde os erros de aproximação param de diminuir, os valores do erro absoluto
máximo calculado divergem dos valores do erro absoluto máximo estimado.
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Figura 4.7: max−1≤z≤1 | f (z) − [p + q/q]Pf (z)| e max−1≤z≤1 | f (z) − [p + q/q − 1]Pf (z)| (+),

max−1≤z≤1 |∑
p+3J−q
i=p+2q+1 e[p+q/q]

i Pi(z)
D[p+q/q](z) | emax−1≤z≤1 |∑

p+3J−q
i=p+2q e[p+q/q−1]

i Pi(z)
D[p+q/q−1](z) | (•), comJ = 20

4.4 Conclus̃oes

Neste caṕıtulo demonstrou-se a existência de relaç̃oes entre os coeficientes das componentes,
isto é dos numeradores, dos denominadores e dos erros, de elementos da tabela de Frobenius-Padé.
As demonstraç̃oes apresentadas são constructivas, no sentido em que fornecem fórmulas de ćalculo
dos coeficientes destas relações.

Ficou demonstrado que tais relações, isoladamente ou combinadas entre si, podem utilizar-se
para o ćalculo dos coeficientes dos aproximantes por recorrência. Esta possibilidade ilustrou-se,
com a implementaç̃ao em dois algoritmos, do cálculo de uma sucessão de aproximantes. Para a
construç̃ao dos algoritmos, foi determinado o número ḿınimo de coeficientes da série, necesśarios
para o ćalculo daquelas sucessões de aproximantes. Verificou-se que este número coincide com o
encontrado para outros algoritmos.

Os algoritmos apresentados foram programados em Fortran, e testados com exemplos de séries
com diversos comportamentos, convergentes e divergentes. Os resultados indicam, para além das
boas qualidades dos aproximantes de Frobenius-Padé, a capacidade dos algoritmos para as repro-
duzir. Os algoritmos mostram-se suficientemente estáveis para calcular uma sucessão de valores
com precis̃ao crescente, por regra, até valores pŕoximos da precis̃ao dupla utilizada no ćalculo dos
coeficientes.

Verificou-se, com um exemplo, a possibilidade de obter uma sucessão de aproximantes conver-
gentes, calculados a partir dos coeficientes de Fourier de um desenvolvimento em série divergente.
No exemplo apresentado, referido na literatura como divergente em todos os pontos, obtêm-se
resultados que ñao s̃ao significativamente piores, em termos do erro relativo máximo observado num
intervalo de valores, relativamente a outro exemplo utilizado com uma série de Fourier convergente.

Com recurso a um exemplo, de um desenvolvimento em série de uma funç̃ao descontı́nua num
ponto, verificou-se que os aproximantes racionais de Frobenius-Padé podem atenuar de forma sig-
nificativa o designadofeńomeno de Gibbs. Este feńomeno, presente na aproximação das somas
parciais de śeries de Fourier,́e traduzido pela existência de oscilaç̃oes acentuadas na vizinhança das
singularidades da função. No exemplo estudado, a aproximação racional, ñao apresenta oscilações
do erro que sejam perceptı́veis, na mesma escala, das oscilações observadas com a aproximação das
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somas parciais, utilizando o mesmo número de coeficientes da série.

O último algoritmo apresentado foi programado num sistema de aritmética de precis̃ao finita,
em Fortran tal como os algoritmos anteriores, e num sistema de aritmética exacta, no caso em
Mathematica. Os coeficientes dos aproximantes, calculados com os dois sistemas, foram comparados
em termos de erro relativo. Dos resultados obtidos, destaca-se que os erros relativos crescem
de forma significativa ao longo das sucessões calculadas. Este resultado, contrastando com os
bons resultados obtidos na aproximação das funç̃oes, revela que os aproximantes de Frobenius-
Pad́e aproximam a funç̃ao com uma precisão maior do que a precisão obtida no ćalculo dos seus
coeficientes.

Os algoritmos programados revelaram ainda, a capacidade de produzir estimativas para os erros
na aproximaç̃ao da funç̃ao que, em certos casos, se mostraram bastante próximas dos erros calcula-
dos. Estas estimativas dos erros, são calculadas utilizando quantidades auxiliares, intervenientes nos
algoritmos, ñao representando por isso, qualquer esforço adicional de cálculo.
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Caṕıtulo 5

Generalizaç̃ao a śeries de Polińomios
d-Ortogonais

A aproximaç̃ao de Frobenius-Padé, istoé a generalizaç̃ao do conceito de aproximação de Pad́e
ao caso de śeries de Fourier, apresenta-se, na introdução deste trabalho, como o objecto primordial
desta tese. A pesquisa de novos resultados, conducentesà elaboraç̃ao de algoritmos de cálculo dos
coeficientes destes aproximantes,é o objectivo que percorre os capı́tulos anteriores. Pretendeu-se,
no último caṕıtulo desta tese, reflectir sobre as possibilidades de generalização dos resultados dos
caṕıtulos precedentes.

Nesteúltimo caṕıtulo verifica-se que parte dos resultados e dos algoritmos anteriores pode
generalizar-se a outros conceitos de aproximantes ou a outros tipos de séries. A noç̃ao de biorto-
gonalidadée considerada como uma generalização da definiç̃ao de ortogonalidade para polinómios.
No mesmo sentido, uma série de polińomios bi-ortogonais, constitui uma generalização das śeries
de Fourier, consideradas nos capı́tulos anteriores. Do caso geral dos polinómios bi-ortogonais,
destacam-se os polinómiosd-ortogonais, pelo facto de satisfazerem uma relação de recorr̂encia de
ordemd+1.

Neste caṕıtulo, apresenta-se como natural a generalização dos resultados dos capı́tulos anteriores,
a śeries de polińomiosd-ortogonais. Na primeira secção, introduzem-se novos resultados relativos
aos coeficientes do desenvolvimento em série de polińomiosd-ortogonais de uma função. A noç̃ao
de aproximaç̃ao de Frobenius-Padé é generalizada a estas séries, e introduzem-se novas definições
relacionadas com esta generalização. Nas secç̃oes seguintes, introduzem-se novos resultados relati-
vos a estes aproximantes e apresentam-se diversos algoritmos de cálculo dos seus coeficientes.

Na secç̃ao 5.2é introduzido um resultado novo, relacionando os coeficientes de uma série de
polinómiosd-ortogonaisf (z) com os coeficientes da sériez f(z).

Para as matrizes associadas ao cálculo dos aproximantes generalizados, verifica-se que satisfa-
zem uma equação de desvio de caracterı́stica. Na secç̃ao 5.3, explorando esta estrutura de desvio
de caracterı́stica, mostra-se quée posśıvel calcular uma factorização LU das matrizes emO(dq2)
operaç̃oes aritḿeticas elementares.

Na secç̃ao seguinte, estabelecem-se diversas relações de recorrência envolvendo as componentes,
i.e. numerador, denominador e erro, ded + 3 aproximantes de ordem consecutiva. Estas relações
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permitem estabelecer diversos percursos na tabela de Frobenius-Padé generalizada. Estudadas as
respectivas inicializaç̃oes, as relaç̃oes de recorrência obtidas, podem implementar-se em algoritmos
de ćalculo recursivo dos coeficientes dos aproximantes.

Afim de ilustrar a implementação dos algoritmos, e com o intuito de observar propriedades
dos aproximantes calculados, programou-se um algoritmo de cálculo recursivo de uma sucessão
de aproximantes. Com os resultados obtidos, pode concluir-se que o algoritmoé robusto e estável,
permitindo calcular os coeficientes dos aproximantes com precisão suficiente para reproduzir os
valores da funç̃ao.

Na última secç̃ao deste capı́tulo, introduz-se um algoritmo de tipo Kronecker, para calcular
sucess̃oes de aproximantes nas anti-diagonais da tabela.À semelhança dos anteriores, este algoritmo
produz aproximantes capazes de reproduzir os valores da função com grande precisão.

5.1 Notaç̃oes e Definiç̃oes

Um resultado chave, em parte das demonstrações dos resultados dos capı́tulos anteriores, consiste
na relaç̃ao entre os coeficientes de Fourier de duas séries formaisf (z) eg(z) relacionadas porg(z) =
z f(z), enunciado e demonstrado na proposição 2.1. A demonstração desta proposição decorre da
relaç̃ao de recorr̂encia de ordem dois, caracterı́stica dos polińomios ortogonais. Uma questão natural,
que surge como consequência desta reflexão, é saber qũao particularé este resultado. A questão
consiste em averiguar se, para uma famı́lia de polińomios satisfazendo uma relação de recorr̂encia
mais geral, será posśıvel obter resultados que generalizem esta proposição.

Esta inquietaç̃ao, conduz naturalmente, a uma famı́lia de polińomios satisfazendo uma relação
de recorr̂encia de ordem superior a dois. Nasúltimas d́ecadas, sugiu na literatura [33] e [37], uma
generalizaç̃ao da noç̃ao de ortogonalidade, conduzindo aos chamados polinómiosd-ortogonais, que
satisfazem condiç̃oes de ortogonalidade repartidas pord formas ou funcionais e que verificam uma
relaç̃ao de recorr̂encia de ordemd+1. Constituindo um caso particular de biortogonalidade, relativa-
mente a estes polinómios, existem alguns resultados generalizando propriedades das séries de Fourier
[6]. Estas observações, constituem a motivação para considerar funções definidas formalmente pela
soma de śeries de polińomiosd-ortogonais, e de definir relativamente a estas séries, aproximantes de
Frobenius-Pad́e, tal como se faz para séries ortogonais.

5.1.1 Polińomiosd-ortogonais

SejaP o espaço vectorial dos polinómios com coeficientes emC e P ′ o seu espaço dual, i.e. o
espaço vectorial das funcionais lineares actuando emP . O efeito deu∈ P ′ em f ∈ P , representa-
se por< u, f >. Com esta notaç̃ao, introduz-se a definição de ortogonalidade de dimensão d ou
d-ortogonalidade.

Definição 5.1 (Maroni [33], Van Iseghem [37])A faḿılia de polińomios{Pn}n≥0 diz-sed-ortogonal
(d ∈ N) com respeitòasd funcionais linearesu0, . . . ,ud−1 sse

{
< uα−1,PmPn >= 0, n≥md+α, m≥ 0,
< uα−1,PmPmd+α−1 >6= 0, m≥ 0,
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para cada inteiroα = 1, . . . ,d.

Para o caso particulard = 1, esta definiç̃ao resulta na definição de ortogonalidade

{
< u,PmPn >= µmδm,n, n,m≥ 0,
µm 6= 0, m≥ 0,

Esta noç̃ao ded-ortogonalidadée referida em [6] e [13], como constituindo um caso particular
de biortogonalidade. A noção de biortogonalidade [15], [6] ou, equivalentemente, de sucessão dual
[31], [32], correspondèa exist̂encia de uma sucessão{Pn}n≥0 de polińomios emP e de uma sucessão
de funcionais lineares, ou de formas,{un}n≥0 emP ′ tais que

< un,Pm >= δm,n, n,m≥ 0,

Um resultado fundamental, queé a chave da generalização de resultados efectuada nas secções
seguintes, e que constitui uma propriedade de caracterização dos polińomiosd-ortogonais, consiste
na exist̂encia de uma relação de recorr̂encia envolvendod+2 polinómios de graus consecutivos.

Teorema 5.1 (Maroni [31], Van Iseghem [37])A sucess̃ao de polińomios{Pn}n≥0 constitui uma
sucess̃ao de polińomiosd-ortogonais (d-OPS), comd ∈ N, se e śo se existemd + 1 sucess̃oes de
coeficientes{βn}n≥0 e

{
γr

n+1

}
n≥0 , r = 0, . . . ,d− 1, comγ0

n+1 6= 0, n≥ 0, tal que os polińomios
Pn(z) satisfazem a relaç̃ao de recorr̂encia de ordemd+1





Pn+1(z) = (z−βn)Pn(z)−∑d−1
ν=0 γd−1−ν

n−ν Pn−1−ν(z), n≥ 0
P0(z) = 1
P−n(z) = 0, n = 1, . . . ,d

(5.1)

5.1.2 Śerie de polinómiosd-ortogonais

O resultado seguinte, fornece uma fórmula de ćalculo dos coeficientes{ fi}i≥0, do desenvol-
vimento em śerie formal de polińomios d-ortogonais, de uma dada função f . Além disso, de-
monstrando propriedades de projecção das somas parciais da série, permite interpretar uma série
d-ortogonal, como uma generalização das śeries de Fourier.

Proposiç̃ao 5.1 ([14]) Sendof (z) uma funç̃ao definida num certo doḿınio do plano complexo, e
{Pn}n≥0 uma d-OPS, defina-se formalmente

f ∗0 =< u0, f (z)P0(z) >

f ∗md+α−1 =
1

Zα
md+α−1,m


< uα−1, f (z)Pm(z) >−

md+α−2

∑
i=dm−α

d e
f ∗i Zα

i,m


 , m≥ 0, α = 1, . . . ,d

onde

Zα
n,m =

{
< uα−1,Pm(z)Pn(z) >, n,m≥ 0,
0, m≤ 0, oun≤ 0,

, α = 1, . . . ,d
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e o śımbolodxe representa o menor inteiro não inferior ax. SejaSn(z) um polińomio

Sn(z) =
n−1

∑
i=0

fiPi(z)

eRn(z) = f (z)−Sn(z) o ’reśıduo’ correspondente. Então

1. < uα−1,Rn(z)Pm(z) >= 0, n≥md+α, m≥ 0, α = 1, . . . ,d ssefi = f ∗i , i = 0, . . . ,n−1

2. < uα−1,R∗md+α−1(z)Pm(z) >= f ∗md+α−1Zα
md+α−1,m 6= 0 sse f∗md+α−1 6= 0, com

R∗n(z) = f (z)−∑n−1
i=0 f ∗i Pi(z)

3. Se
f (z) = ∑

i≥0

fiPi(z),z∈D f , (5.2)

ent̃ao fi = f ∗i , i ≥ 0

Antes de iniciar a demonstração,é necesśario introduzir dois resultados preliminares, envolvendo
as quantidadesZα

n,m. Com o primeiro desses resultados concluimos que, se os coeficientes{βi}i≥0 e{
γr

i+1

}
i≥0 , r = 0, . . . ,d−1 são conhecidos, as quantidadesZα

n,m podem calcular-se por recorrência
no ı́ndice das colunas, conforme a proposição seguinte.

Proposiç̃ao 5.2 [14] Para α = 1, . . . ,d,

Zα
n,m+1 = Zα

n+1,m+(βn−βm)Zα
n,m+

d−1

∑
ν=0

γd−1−ν
n−ν Zα

n−ν−1,m−
d−1

∑
ν=0

γd−1−ν
m−ν Zα

n,m−ν−1, n,m≥ 0

e

Zα
n,m = 0, n,m=−d, . . . ,−1,

Zα
n,0 = δn,α−1, n≥ 0

Demonstraç̃ao. [14] A partir da relaç̃ao de recorr̂encia (5.1), multiplicando ambos os membros por
Pm, obtemos

zPnPm = Pn+1Pm+βnPnPm+
d−1

∑
ν=0

γd−1−ν
n−ν Pn−ν−1Pm.

Aplicando a mesma relação azPm

PnPm+1 +βmPnPm+
d−1

∑
ν=0

γd−1−ν
m−ν PnPm−ν−1 = Pn+1Pm+βnPnPm+

d−1

∑
ν=0

γd−1−ν
n−ν Pn−ν−1Pm

e por aplicaç̃ao deuα−1 a ambos os membros, resulta

Zα
n,m+1 +βmZα

n,m+
d−1

∑
ν=0

γd−1−ν
m−ν Zα

n,m−ν−1 = Zα
n+1,m+βnZα

n,m+
d−1

∑
ν=0

γd−1−ν
n−ν Zα

n−ν−1,m, n,m≥ 0

o que demonstra a primeira igualdade. As outras duas, resultam das condições iniciais em (5.1).

O segundo resultado, permite reduzir o esforço de cálculo nos elementosZα
n,m.
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Proposiç̃ao 5.3 [14] Para α = 1, . . . ,d

1. Zα
n,m = Zα

m,n, n,m≥ 0

2. Zα
md+α−1,m 6= 0, m≥ 0

3. Zα
n,m = 0, n≥md+α

4. Zα
n,m = 0, n≤ m−α

d

Demonstraç̃ao. [14] A primeira propriedade, de simetria relativamente aosı́ndicesm e n, resulta
trivialmente da definiç̃ao deZα

n,m; a segunda e a terceira resultam da definição ded-ortogonalidade;
para aúltima, utilizando 1. e 3., temos

Zα
n,m = Zα

m,n = 0, m≥ nd+α

Com o aux́ılio destes resultados, estamos em condições de demonstrar a proposição 5.1.

Demonstraç̃ao da Proposiç̃ao 5.1.[14]

1. Aplicandouα−1 aRn(z)Pm(z), temos

< uα−1,Rn(z)Pm(z) > =< uα−1, f (z)Pm(z) >−< uα−1,Sn(z)Pm(z) >

=< uα−1, f (z)Pm(z) >−
n−1

∑
i=0

fi < uα−1,Pi(z)Pm(z) >,

logo,< uα−1,Rn(z)Pm(z) >= 0, n≥md+α sse

< uα−1, f (z)Pm(z) >=
n−1

∑
i=0

fiZ
α
i,m, n≥md+α

ou, atendendo a 3. e 4. da proposição anterior,

< uα−1, f (z)Pm(z) >=
md+α−2

∑
i=dm−α

d e
fiZ

α
i,m+ fmd+α−1Zα

md+α−1,m, m≤ n−α
d

, α = 1, . . . ,d

que constitui um sistema triangular de equações lineares, regular pelo resultado 2. da proposição
anterior, cuja soluç̃aoé fi = f ∗i , i = 0, . . . ,md+α−1.

2. Com o mesmo processo anterior, temos que

< uα−1,R
∗
md+α−1(z)Pm(z) >=< uα−1, f (z)Pm(z) >−

md+α−2

∑
i=0

f ∗i Zα
i,m.

Utilizando o resultado 1. desta proposição e o resultado 2. da proposição anterior, fica
demonstrado ente ponto.
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3. Multiplicando ambos os membros de (5.2) porPm(z), aplicandouα−1 e utilizando a proposiç̃ao
anterior, obtemos

< uα−1, f (z)Pm(z) >=
md+α−1

∑
i=dm−α

d e
fiZ

α
i,m, m≥ 0, α = 1, . . . ,d

o que permite demonstrar, por indução sobrei, que fi = f ∗i , i ≥ 0.

5.1.3 Aproximaç̃ao de Frobenius-Pad́ed-ortogonal

A definição de aproximaç̃ao Frobenius-Padé, tratada nos capı́tulos anteriores para séries de
polinómios ortogonais, pode adoptar-se para as séries de polińomios d-ortogonais. Sejaf uma
função dada pela sucessão dos coeficientes do seu desenvolvimento em série formal

f (z) = ∑
i≥0

fiPi(z) (5.3)

onde{Pi} constitui umad-OPS. Para estas funções, definem-se os aproximantes racionais:

Definição 5.2 Para cada par de valoresp,q ∈ N, define-se o aproximante de Frobenius-Padé d-
ortogonal (d-AFP) de ordem[p/q] de f (z), como a funç̃ao racional

d[p/q]Pf (z) =
N[p/q](z)
D[p/q](z)

tal queN(z) ∈ Pp, D(z) ∈ Pq e

D[p/q](z) f (z)−N[p/q](z) = O(Pp+q+1) (5.4)

À semelhança do que se faz com a aproximação de Pad́e para śeries de pot̂encias e com a
aproximaç̃ao Frobenius-Padé para śeries de polińomios ortogonais, também osd-AFP para śeries de
polinómiosd-ortogonais se podem representar numa tabela de dupla entrada, designada por tabela
Frobenius-Pad́e d-ortogonal (d-TFP), comp a servir déındice das linhas eq a servir déındice das
colunas.

Definição 5.3 A tabela Frobenius-Pad́ed-ortogonal diz-se normal se para cadad[p/q]Pf , o numera-
dor tem grau exactamentep, o denominador tem grau exactamenteq e o desenvolvimento em série
do erro (5.4) tem ordem exactamentep+q+1. Isto é, para cadad[p/q]Pf (z) = N[p/q](z)/D[p/q](z),
se 




N[p/q] = ∑p
i=0a[p/q]

i Pi ,

D[p/q] = ∑q
i=0b[p/q]

i Pi ,

D[p/q] f −N[p/q] = ∑i≥p+q+1e[p/q]
i Pi ,

ent̃aoa[p/q]
p 6= 0, b[p/q]

q 6= 0 ee[p/q]
p+q+1 6= 0.

Das definiç̃oes anteriores resulta queN[p/q](z) e D[p/q](z) definemd[p/q]Pf (z) a menos de uma
constante multiplicativa comum não nula, o que permite introduzir uma constante de normalização
na definiç̃ao. At́e final deste capı́tulo, designa-se pord-AFP normalizado um aproximante Frobenius-
Pad́ed-ortogonal tal queb[p/q]

q = 1.
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5.2 Cálculo dos coeficientes dos aproximantesd[p/q]Pf (z)

Com uma definiç̃ao ańaloga e trabalhando com polinómios satisfazendo uma relação de re-
corr̂encia de ordemd + 1 do mesmo tipo,́e de esperar que o cálculo dos coeficientes dos apro-
ximantesd[p/q]Pf (z) possa fazer-se por processos análogos aos do ćalculo dos coeficientes dos
aproximantes[p/q]Pf (z).

Começando pelo estabelecimento das fórmulas que relacionam os coeficientes do desenvolvi-
mento em śerie de polińomiosd-ortogonais de uma dada função com os coeficientes do produto da
função por um mońomio; a proposiç̃ao seguinte, revela um resultado que para o caso particulard = 1
dos polińomios ortogonais, se reduz ao resultado da proposição 2.2.

Proposiç̃ao 5.4 Seja{Pi}i≥0 a faḿılia de polińomiosd-ortogonais que satisfaz a relação de re-
corrência (5.1). Se, formalmente

f (z) = ∑
i≥0

fiPi(z)

e
g(z) = z f(z) = ∑

i≥0

giPi(z)

ent̃ao 



g0 = β0 f0 +
d−1
∑

ν=0
γd−1−ν

1 f1+ν

gi = fi−1 +βi fi +
d−1
∑

ν=0
γd−1−ν

i+1 fi+1+ν, i ≥ 1
(5.5)

Demonstraç̃ao. Substituindo em
g(z) = ∑

i≥0

fizPi(z)

a express̃ao parazPi(z) dada por (5.1), obtemos

g(z) = ∑
i≥1

fi−1Pi(z)+ ∑
i≥0

βi fiPi(z)+
d−1

∑
ν=0

∑
i≥0

γd−1−ν
i+1 fi+1+νPi(z)

e o resultado segue igualando os coeficientes em ambos os membros da igualdade.

Definindo, como no capı́tulo 2, os coeficienteshi, j do desenvolvimento em série, agora de
polinómiosd-ortogonais, da funç̃aoPj(z) f (z), i.e. tal que

Pj(z) f (z) = ∑
i≥0

hi, jPi(z) (5.6)

verifica-se que a condição (5.4) conduz̀a relaç̃ao entre os coeficientes dos aproximantes

∑
i≥0

(
q

∑
j=0

hi, jb j

)
Pi(z)−

p

∑
j=0

a jPj(z) = ∑
j≥p+q+1

ejPj(z)

que coincide com a relação (2.3) obtida no caso dos polinómios ortogonais. Logo, o cálculo dos
coeficientes dos aproximantes envolve um sistema de equações lineares

dH [p/q].b =−dh[p/q] (5.7)
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com

dH [p/q] =




hp+1,0 . . . hp+1,q−1
...

...
...

hp+q,0 . . . hp+q,q−1


 , dh[p/q] =




hp+1,q
...

hp+q,q




eb = (b0, . . . ,bq−1)T , ańalogo ao sistema (2.5), podendo aplicar-se os resultados da proposição 2.1.

O cálculo dos coeficienteshi, j , pode fazer-se por recorrência, a partir dos coeficientesfi da
séried-ortogonal, segundo a proposição seguinte. Generalizando o resultado obtido com polinómios
ortogonais, nesta proposição, comd = 1 recuperamos o enunciado da proposição 2.3.

Proposiç̃ao 5.5 Sejaf (z) = fiPi(z) um desenvolvimento em série formal de políomiosd-ortogonais
ent̃ao, para os coeficienteshi, j da śerie (5.6) obtemos:

1. hi,0 = fi , i ≥ 0

2. hi,1 = fi−1 +(βi−β0) fi +∑d−1
ν=0 γd−1−ν

i+1 fi+1+ν, i ≥ 0

3. hi, j+1 = hi−1, j +(βi−β j)hi, j +∑d−1
ν=0 γd−1−ν

i+1 hi+1+ν, j −∑d−1
ν=0 γd−1−ν

j−ν hi, j−1−ν, i, j ≥ 0

considerando nulas todas as quantidades envolvendoı́ndices negativos.

Demonstraç̃ao.

1. Resultado imediato a partir da definição dehi, j e deP0(z) = 1

2. Utilizando a proposiç̃ao anterior comP1(z) = z−β0

3. Partindo da proposição anterior e da definição (5.6) obtemos

zPj(z) f (z) = ∑
i≥0

(
hi−1, j +βihi, j +

d−1

∑
ν=0

γd−1−ν
i+1 hi+1+ν, j

)
Pi(z)

Logo, a partir da relaç̃ao de recorr̂encia (5.1)

Pj+1(z) f (z) = zPj(z) f (z)−β jPj(z) f (z)−
d−1

∑
ν=0

γd−1−ν
j−ν Pj−1−ν(z) f (z)

= ∑
i≥0

(
hi−1, j +βihi, j +

d−1

∑
ν=0

γd−1−ν
i+1 hi+1+ν, j

)
Pi(z)−β j ∑

i≥0

hi, jPi(z)

−∑
i≥0

(
d−1

∑
ν=0

γd−1−ν
j−ν hi, j−1−ν

)
Pi(z)

a utilizaç̃ao da definiç̃ao dehi, j termina a demonstração.
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Esta relaç̃ao de recorr̂encia, envolvendo os elementos

hi−1, j

hi, j−d · · · hi, j−1 hi, j hi, j+1

hi+1, j
...

hi+d, j

revela que o ćalculo dos coeficientes do aproximanted[p/q]Pf (z), a partir da resoluç̃ao do sistema
(5.7) que envolve os valoreshi, j , i = p+ 1, . . . , p+ q, j = 0, . . . ,q, necessita dos valoresfi , i =
0, . . . , p+(d+1)q, (comd = 1, osp+2q envolvidos no caso ortogonal do capı́tulo 2).

O algoritmo 2.2 apresentado na página 25, de ćalculo recursivo dos coeficientes dos aproximantes
por decomposiç̃ao LU das matrizes, resulta do facto de aúltima coluna da matrizH [p/q+1] ser
constituida pelo vectorh[p/q]. Uma vez que o sistema de equações lineares (5.7), envolvido no
cálculo dos coeficientes do denominador dos aproximantesd-AFP, tem a mesma construção, ent̃ao
o mesmo algoritmo pode utilizar-se para o casod > 1. A única diferença a estabelecer, conforme
a observaç̃ao anterior, reside no número de coeficientesfi a considerar na rotina de cálculo dos
elementoshi, j .

Os resultados dos outros capı́tulos desta tese, não t̂em generalizaç̃ao t̃ao imediata como este
último.

5.3 Desvio de caracteŕıstica nas matrizesdH [p/q]

O objectivo desta secção consiste em estudar as condições de aplicabilidade dos resultados do
caṕıtulo 3.

Escrevendo a relação de recorr̂encia da proposiç̃ao anterior, na forma

hi, j+1 +β jhi, j +
d−1

∑
ν=0

γd−1−ν
j−ν hi, j−1−ν = hi−1, j +βihi, j +

d−1

∑
ν=0

γd−1−ν
i+1 hi+1+ν, j (5.8)

fica claro que o primeiro membro representa uma operação linear nas linhas da matrizH = dH [p/q]

e o segundo membro uma operação nas colunas. Estas operações podem representar-se em notação
matricial, utilizando a matriz

Q[i/n] =




βi γd−1
i+1 γd−2

i+1 · · · γ0
i+1 0 · · · 0

1 βi+1 γd−1
i+2 γ1

i+2
... ...

...

1 βi+2
...

... γ0
i+n−d−1 0

1
... γd−1

i+d γ1
i+n−d γ0

i+n−d
... βi+d

...
... γ1

i+n−d+1

1
... γd−1

i+n−2

...
... βi+n−2 γd−1

i+n−1
1 βi+n−1




o que permite demonstrar a proposição seguinte.
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Proposiç̃ao 5.6 SejamR= Q[0/q] eF = Q[p+1/q] ent̃ao

F ·H−H ·R= G·B (5.9)

com

G =




−1 0 · · · 0 hp+1,q

0 · · · 0 hp+2,q
...

...
...

0 0 · · · 0 hp+q−d,q

0 −γ0
p+q−d+2 0

...
...

0 −γ1
p+q−d+3 −γ0

p+q−d+3 0
...

...
... ... 0

0 −γd−1
p+q+1 −γd−2

p+q+1 · · · −γ0
p+q+1 hp+q,q




e

B =




hp,0 · · · hp,q−2 hp,q−1

hp+q+1,0 · · · hp+q+1,q−2 hp+q+1,q−1
...

...
...

hp+q+d,0 · · · hp+q+d,q−2 hp+q+d,q−1

0 · · · 0 1




Demonstraç̃ao. Por ćalculo directo, verifica-se que

H ·R=




lp+1,0 · · · lp+1,q−2 lp+1,q−1−hp+1,q
...

...
...

lp+q,0 · · · lp+q,q−2 lp+q,q−1−hp+q,q




ondel i, j representa o primeiro membro de (5.8), e

F ·H =




rp+1,0−hp,0 · · · rp+1,q−1−hp,q−1

rp+2,0 · · · rp+1,q−1
...

...
rp+q−d,0 · · · rp+q−d,q−1

rp+q−d+1,0− γ0
p+q−d+2hp+q+1,0 · · · rp+q−d+1,q−1− γ0

p+q−d+2hp+q+1,q−1
...

...

rp+q−1,0−
d−1
∑

ν=1
γd−1−ν

p+q hp+q+ν,0 · · · rp+q−1,q−1−
d−1
∑

ν=1
γd−1−ν

p+q hp+q+ν,q−1

rp+q,0−
d−1
∑

ν=0
γd−1−ν

p+q+1hp+q+ν+1,0 · · · rp+q,q−1−
d−1
∑

ν=0
γd−1−ν

p+q+1hp+q+ν+1,q−1




onder i, j representa o segundo membro de (5.8). Logo

F ·H−H ·R= G·B
como se pode verificar utilizando (5.8).

SendoG e B matrizesq× (d + 2) e (d + 2)×q respectivamente, o resultado desta proposição
pode traduzir-se pela afirmação de que, relativamente ao operador

∇{F,R}(H) = F ·H−H ·R,
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a matrizdH [p/q] tem desvio de caracterı́sticad + 2 e par gerador{G,B}. O caso particulard = 1
nesta proposiç̃ao resulta na proposição 3.1

Verificado que a matrizH = dH [p/q] satisfaz a equação de desvio de caracterı́stica (5.9), da
proposiç̃ao 3.2 conclúımos que o complemento de Schur deH satisfaz uma equação de desvio de
caracteŕıstica da mesma forma e obtemos fórmulas de ćalculo do operador∇{F,R} e do par gerador
{G,B} envolvidos nesta equação. O primeiro resultado negativo surge na tentativa de calcular as
linhas e as colunas da matrizH a partir das matrizes geradorasG e B, uma vez que este operador de
desvio de caracterı́stica ñao é invert́ıvel. À semelhança do operador envolvido com os polinómios
ortogonais, tamb́em śo parcialmente invertı́vel, pode verificar-se que a decomposiçãoLU da matriz
se pode fazer a partir da equação de desvio de caracterı́stica e de alguma informação adicional.

No casod = 1, o facto de as matrizesF e R terem apenas, respectivamente, a primeira diagonal
superior e a primeira diagonal inferior não nulas, permitiu reconstruir a matrizH a partir da primeira
linha e da primeira coluna, e com isso, calcular as matrizesL e U . No caso das matrizesF e
R associadas aos polinómios d-ortogonais, obtemos uma situação ańaloga, avançandod linhas e
colunas na matrizH, i.e. partindo do conhecimento das primeirasd colunas deL e das primeirasd
linhas deU . O primeiro passo no processo, consiste em verificar que a proposição 3.2 permanece
válida para uma partição das matrizes por blocos. Em seguida, com o escalarai substituido por
uma matrizd×d regularAi , verificar a validade de uma versão do coroĺario 3.2 para blocos. Com
estes resultados e a proposição seguinte, que generaliza a proposição 3.5, pode implementar-se um
algoritmo ŕapido de decomposiçãoLU para as matrizesdH [p/q].

Proposiç̃ao 5.7 Seja

H =
[

H11 H12

H21 H22

]
, H11∈ Rd×d, det(H11) 6= 0,

uma partiç̃ao da matrizH por blocos e sejam

F =
[

F11 F12

F21 F22

]
, eT

1 ·F12 = f eT
1 , f 6= 0

R=
[

R11 R12

R21 R22

]
, R21 ·e1 = re1, r 6= 0

G =
[

G1

G2

]
,B =

[
B1 B2

]

partições das matrizes, tais que as operações seguintes estejam bem definidas. Então, a partir da
equaç̃ao de desvio de caracterı́stica

F ·H−H ·R= G·B (5.10)

a primeira linhauT e a primeira colunal , do complemento de SchurS= H2,2−H2,1 ·H−1
1,1 ·H1,2,

podem calcular-se por
{

uT = 1
f eT

1 · (G1 ·B2 +H1,1 ·R1,2 +H1,2 ·R2,2−F1,1 ·H1,2)− lT
1 ·U1,2

l = 1
r (−G2 ·B1 +F2,1 ·H1,1 +F2,2 ·H2,1−H2,1 ·R1,1) ·e1−L2,1 ·u1

ondeu1 =U1,2 ·e1 elT
1 = eT

1 ·L2,1 constituem, respectivamente, a primeira coluna deU1,2 e a primeira
linha deL2,1 nas matrizes

L =
[

L11 0
L21 I

]
, U =

[
U11 U12

0 S

]
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tais queH = L ·U

Demonstraç̃ao. Da equaç̃ao (5.10), igualando blocos correspondentes, obtemos
{

F1,2 ·H2,2 = G1 ·B2 +H1,1 ·R1,2 +H1,2 ·R2,2−F1,1 ·H1,2

H2,2 ·R2,1 = −G2 ·B1 +F2,1 ·H1,1 +F2,2 ·H2,1−H2,1 ·R1,1

equaç̃oes matriciais que, com as hipóteses apresentadas sobre as matrizesF1,2 eR2,1, podem resolver-
se em ordem̀a primeira linha èa primeira coluna deH2,2. O resto da demonstração, decorre de
fórmulas conhecidas para o complemento de Schur, nomeadamente, como se pode comprovar por
verificaç̃ao directa, 




L1,1 ·U1,1 = H1,1

L1,1 ·U1,2 = H1,2

L2,1 ·U1,1 = H2,1

implica queS= H2,2−L2,1 ·U1,2 [22]. A primeira coluna deU1,2 e a primeira linha deL2,1, fazem o
resto.

Tal como ficou exposto no capı́tulo 3, o processo de factorização H = LU por eliminaç̃ao
Gaussiana, envolve o cálculo de sucessivos complementos de Schur. Em termos de volume de
aritmética, este processóe caro, conduzindo a algoritmos com complexidadeO(q3) para matrizes
q×q. Ao substituir o ćalculo dos complementos de Schur da matrizH ∈Rq×q, pela factorizaç̃aoLU
da matrizH1,1 ∈Rd×d e pelas f́ormulas da proposição anterior, transferimos operações com vectores
deq componentes para vectores ded componentes. Este facto permite obter um algoritmo rápido de
decomposiç̃aoLU , comO(dq2). Refira-se que, enquanto o valor deq cresce com a progressão nas
colunas da tabela, o valord é uma constante, geralmente com valor pequeno (d = 2, nos casos mais
estudados), associadaà faḿılia de polińomios.

5.4 Cálculo recursivo dos aproximantes generalizados

Tal como ficou exposto, os resultados do capı́tulo 4 foram no essencial, baseados na relação
de recorr̂encia caracterı́stica dos polińomios ortogonais, ou mais concretamente nas fórmulas da
proposiç̃ao 2.2 dáı resultantes. Esta observação justifica que se procure generalizar esses resultados
ao caso da aproximação de Frobenius-Padéd-ortogonal, utilizando como ferramenta as fórmulas 5.5.

5.4.1 Generalizaç̃ao das relaç̃oes tipo Frobenius

Neste caṕıtulo pretende-se generalizar ao caso da aproximação de Frobenius-Padé em śeries
de polińomios d-ortogonais, algumas das relações tipo Frobenius encontradas no capı́tulo 4. O
primeiro passo consiste em verificar em que condiçõesé que as relaç̃oes tipo Frobenius para séries
em polińomios ortogonais s̃ao v́alidas para śeries em polińomiosd-ortogonais.

Como vamos trabalhar com numeradores de graup e denominadores de grauq com coeficiente
principal unit́ario, importa considerar como casos particulares de (5.5) os polinómios




N[p/q](z) =
p

∑
i=0

a[p/q]
i Pi(z),

D[p/q](z) =
q−1
∑

i=0
b[p/q]

i Pi(z)+Pq(z),



5.4. CÁLCULO RECURSIVO 117

e nestes casos obtemos

zN[p/q](z) =
p+1

∑
i=0

g[p/q]
i Pi(z), (5.11)





g[p/q]
0 = β0a[p/q]

0 +
d−1
∑

ν=0
γd−1−ν

1 a[p/q]
1+ν

g[p/q]
i = a[p/q]

i−1 +βia
[p/q]
i +

d−1
∑

ν=0
γd−1−ν

i+1 a[p/q]
i+1+ν, i = 1, . . . , p−d

g[p/q]
i = a[p/q]

i−1 +βia
[p/q]
i +

p−i−1
∑

ν=0
γd−1−ν

i+1 a[p/q]
i+1+ν, i = p−d+1, . . . , p−1

g[p/q]
p = a[p/q]

p−1 +βpa[p/q]
p

g[p/q]
p+1 = a[p/q]

p

e

zD[p/q](z) =
q

∑
i=0

h[p/q]
i Pi(z)+Pq+1(z), (5.12)





h[p/q]
0 = β0b[p/q]

0 +
d−1
∑

ν=0
γd−1−ν

1 b[p/q]
1+ν

h[p/q]
i = b[p/q]

i−1 +βib
[p/q]
i +

d−1
∑

ν=0
γd−1−ν

i+1 b[p/q]
i+1+ν, i = 1, . . . ,q−d

h[p/q]
i = b[p/q]

i−1 +βib
[p/q]
i +

q−i−1
∑

ν=0
γd−1−ν

i+1 b[p/q]
i+1+ν, i = q−d+1, . . . ,q−1

h[p/q]
q = b[p/q]

q−1 +βq

Uma vez que o erro associado ao aproximanted[p/q]Pf constitui uma śerie de ordemp+ q+ 1,
importa considerar como caso particular de (5.5), a série

D[p/q](z) f (z)−N[p/q](z) = ∑
i≥p+q+1

e[p/q]
i Pi(z),

para a qual obtemos

z(D[p/q] f −N[p/q])(z) = ∑
i≥p+q+1−d

d[p/q]
i Pi(z), (5.13)





d[p/q]
p+q+1−d = γ0

p+q+2−de[p/q]
p+q+1

d[p/q]
i =

d−1
∑

ν=p+q−i
γd−1−ν

i+1 e[p/q]
i+1+ν, i = p+q, . . . , p+q+2−d

d[p/q]
p+q+1 = βp+q+1e[p/q]

p+q+1 +
d−1
∑

ν=0
γd−1−ν

p+q+2e[p/q]
p+q+2+ν

d[p/q]
i = e[p/q]

i−1 +βie
[p/q]
i +

d−1
∑

ν=0
γd−1−ν

i+1 e[p/q]
i+1+ν, i ≥ p+q+2

No caṕıtulo anterior, o processo utilizado para construir as relações de recorrência entre ele-
mentos adjacentes da tabela de Frobenius-Padé, decorre do grau dos polinómios e da ordem das
séries, obtido multiplicando porz os numeradores, os denominadores e os erros dos aproximantes
envolvidos. A ańalise das f́ormulas (5.11)-(5.13), permite concluir que a dimensãod-ortogonal dos
polinómios ñao tem qualquer inflûencia nas f́ormulas que envolvem os coeficientes dos numeradores
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e dos denominadores, apenas se reflectindo no cálculo dos coeficientes envolvidos nessas fórmulas,
que t̂emd parcelas. A diferença decisiva está nas relaç̃oes entre elementos de aproximantes adjacen-
tes obtidas impondo condiçõesà śerie do erro, que no caso generalizado envolvem mais equações
do que no caso dos polinómios ortogonais, uma vez que a multiplicação pelo mońomioz transforma
uma śerie de ordemn numa śerie de ordemn− d. Para obter soluç̃ao para estas condições que
envolvem mais equações do que no caso precedente, deve adoptar-se a estratégia de introduzir mais
par̂ametros fazendo intervir mais termos nas relações de recorrência.

Suponhamos que se pretende investigar a possibilidade de obter uma relação de recorr̂encia
envolvendo os elementos dek+ 1, com k a designar, aproximantes da tabela de Frobenius-Padé
d-ortogonal, istóe, designando porS[p/q] indistintamente o numeradorN[p/q], o denominadorD[p/q]

e a śerie do erroD[p/q] f −N[p/q] do aproximanted[p/q]Pf , no sentido de generalizar os resultados do
caṕıtulo 4, pretende-se encontrar relações do tipo

S[p/q](z) =
k

∑
n=1

(λn +ηnz)S[pn/qn](z)

A determinaç̃ao das2k incógnitasλn,ηn, n = 1, . . . ,k teŕa de fazer-sèa custa das condições a impor
sobre os coeficientes do numeradorN[p/q], do denominadorD[p/q] e do erroD[p/q] f −N[p/q] de forma
que[p/q]Pf = N[p/q]/D[p/q] defina umd-FPA satisfazendo as condições de normalidade, istóe

p

∑
i=0

a[p/q]
i Pi(z) =

k

∑
n=1

[
λn

pn

∑
i=0

a[pn/qn]
i Pi(z)+ηn

pn+1

∑
i=0

g[pn/qn]
i Pi(z)

]
(5.14)

para os coeficientes dos numeradores, comg[pn/qn]
i , i = 0, . . . , pn +1 dados por (5.11),

q−1

∑
i=0

b[p/q]
i Pi(z)+Pq(z) =

k

∑
n=1

[
λn(

qn−1

∑
i=0

b[pn/qn]
i Pi(z)+Pqn(z))+ηn(

qn

∑
i=0

h[pn/qn]
i Pi(z)+Pqn+1(z))

]

(5.15)
para os coeficientes dos denominadores, comh[pn/qn]

i , i = 0, . . . ,qn dados por (5.12) e

∑
i≥p+q+1

e[p/q]
i Pi(z) =

k

∑
n=1

[
λn ∑

i≥pn+qn+1

e[pn/qn]
i Pi(z)+ηn ∑

i≥pn+qn+1−d

d[pn/qn]
i Pi(z)

]
(5.16)

para os coeficientes do erro, comd[pn/qn]
i , i ≥ pn+qn+1−d dados por (5.13). Igualando coeficientes

em cada uma das expressões, obtemos um sistema de equações lineares nas incógnitasλn,ηn, n =
1, . . . ,k.

Estas equaç̃oes foram utilizadas para construir fórmulas de recorrência que permitem calcular
uma sucess̃ao de aproximantes ou uma região da tabela de Frobenius-Padéd-ortogonal.

Progress̃ao da esquerda para a direita na tabela de Frobenius-Padé

No caṕıtulo 4 ficou demonstrado que, para uma tabela normal, conhecidos os coeficientes de três
aproximantes consecutivos da mesma coluna, juntamente com um número suficiente de coeficientes
das respectivas séries dos erros, podem calcular-se os coeficientes dos três aproximantes das mesmas
linhas e da coluna seguinte juntamente com os primeiros coeficientes das suas séries dos erros. Estas
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fórmulas, designadas por
• ∗
•
•

,
•
• ∗
•

e
•
•
• ∗

, podem generalizar-se ao caso dos polinómios

d-ortogonais, verificando-se que comd+2 aproximantes consecutivos da mesma coluna se podem
calcular osd+2 aproximantes das mesmas linhas e da coluna seguinte, num conjunto de fórmulas

designado por

• ∗
...d

...
• ∗

.

Proposiç̃ao 5.8 Seja{Pi}i≥0 a d-OPS definida por (5.1). Se os aproximantesd[p+ n/q]Pf , n =
0, . . . ,d+1 existem e satisfazem as condições de normalidade, então para cada valork= 0, . . . ,d+1

S[p+k/q+1] =
d−1

∑
n=0

λk,nS[p+n/q] +(λk,d +z)S[p+d/q] +λk,d+1S[p+d+1/q]
• ∗
...d

...
• ∗

com 



λk,0 =−d[p+d/q]
p+q+1

e[p/q]
p+q+1

λk,i = −1
e[p+i/q]

p+q+i+1

(d[p+d/q]
p+q+i+1 +

i−1
∑

n=0
e[p+n/q]

p+q+i+1λk,n), i = 1, . . . ,k

λk,d+1 =− a[p+d/q]
p+d

a[p+d+1/q]
p+d+1

λk,i =− 1
a[p+i/q]

p+i

(g[p+d/q]
p+i +

d+1
∑

n=i+1
a[p+n/q]

p+i λk,n), i = d,d−1, . . . ,k+1

define o aproximanted[p+k/q+1]Pf , satisfazendo as condições de normalidade.

Demonstraç̃ao. SubstituindoSporN, obtemos no segundo membro um polinómio de grau ḿaximo
p+d+1 logo, para igualar o graup+ k do primeiro membro, temos de anular os coeficientes dos
termos de grausp+k+1, . . . , p+d+1. Esta condiç̃ao traduz-se no sistema triangular ded−k+1
equaç̃oes 




a[p+d+1/q]
p+d+1 λk,d+1 +a[p+d/q]

p+d = 0
d+1
∑

n=i
a[p+n/q]

p+i λk,n +g[p+d/q]
p+i = 0, i = d,d−1, . . . ,k+1

SubstituindoSporD, verificamos, com a fórmula (5.15), que a hiṕotese de normalidadée suficiente
para garantir que o segundo membro produz um denominador de grauq+ 1 tal queb[p+k/q+1]

q+1 =
1,k = 0, . . . ,d+1. Porúltimo, substituindoSpelas śeries dos erros, obtemos de (5.16),

∑
i≥p+q+k+2

e[p+k/q+1]
i =

d+1

∑
n=0

λk,n ∑
i≥p+q+n+1

e[p+n/q]
i + ∑

i≥p+q+1

d[p+d/q]
i

que conduz ao sistema triangular, dek+1 equaç̃oes





e[p/q]
p+q+1λk,0 +d[p+d/q]

p+q+1 = 0
i

∑
n=0

e[p+n/q]
p+q+i+1λk,n +d[p+d/q]

p+q+i+1 = 0, i = 1, . . . ,k
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A regularidade do sistema obtido, decorre da hipótese de normalidade dos aproximantes e a verificação
de que os coeficientes dados constituem a solução do sistemáe directa e termina a demonstração.

Naturalmente, comóe imediato verificar, comd = 1 e fazendok = 0,1,2 obtemos as tr̂es

fórmulas j́a referidas
• ∗
•
•

,
•
• ∗
•

e
•
•
• ∗

. Comd = 2 obtemos as quatro fórmulas

S[p+k/q+1] = λk,0S[p/q] +λk,1S[p+1/q] +(λk,2 +z)S[p+2/q] +λk,3S[p+3/q], k = 0, . . . ,3

que comk = 0 resulta em




λ0,0 =−d[p+2/q]
p+q+1

e[p/q]
p+q+1

λ0,3 =−a[p+2/q]
p+2

a[p+3/q]
p+3

λ0,2 = −1
a[p+2/q]

p+2

(g[p+2/q]
p+2 +a[p+3/q]

p+2 λ0,3)

λ0,1 = −1
a[p+1/q]

p+1

(g[p+2/q]
p+1 +a[p+2/q]

p+1 λ0,2 +a[p+3/q]
p+1 λ0,3)

• ∗
•
•
•

comk = 1 



λ1,0 = λ0,0

λ1,1 = −1
e[p+1/q]

p+q+2

(d[p+2/q]
p+q+2 +e[p/q]

p+q+2λ1,0)

λ1,3 = λ0,3, λ1,2 = λ0,2

•
• ∗
•
•

comk = 2





λ2,0 = λ0,0, λ2,1 = λ1,1

λ2,2 = −1
e[p+2/q]

p+q+3

(d[p+2/q]
p+q+3 +e[p/q]

p+q+3λ2,0 +e[p+1/q]
p+q+3 λ2,1)

λ2,3 = λ0,3

•
•
• ∗
•

e comk = 3 



λ3,0 = λ0,0, λ3,1 = λ1,1, λ3,2 = λ2,2

λ3,3 = −1
e[p+3/q]

p+q+4

(d[p+2/q]
p+q+4 +

2
∑

n=0
e[p+n/q]

p+q+4 λ3,n)

•
•
•
• ∗

Fórmulas estas que permitem calcular os coeficientes dos aproximantes∗, desde que os aproximantes
• sejam conhecidos juntamente com um número suficientes de coeficientes do erroe[p+n/q]

i .

Tamb́em a f́ormula • • • ∗ obtida no caṕıtulo 4, estabelecendo uma relação de recorr̂encia
entre AFP em śeries de polińomios ortogonais, se pode generalizar para séries de polińomios d-
ortogonais, como se verifica na proposição seguinte.

Proposiç̃ao 5.9 Seja{Pi}i≥0 a d-OPS definida por (5.1). Se os aproximantesd[p/q− n]Pf , n =
0, . . . ,d+1 existem e satisfazem as condições de normalidade, então

S[p/q+1] = (λ0 +z)S[p/q] +(λ1 +ηz)S[p/q−1] +
d+1

∑
n=2

λnS[p/q−n] • · · ·d • ∗
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com 



η =− a[p/q]
p

a[p/q−1]
p

λd+1 =−γ0
p+q+1−d

e[p/q−1]
p+q

e[p/q−d−1]
p+q−d

η

λn =− 1
e[p/q−n]

p+q+1−n

(
d+1
∑

i=n+1
λie

[p/q−i]
p+q+1−n +d[p/q]

p+q+1−n +ηd[p/q−1]
p+q+1−n), n = d, . . . ,0

define o aproximanted[p/q+1]Pf , satisfazendo as condições de normalidade.

A demonstraç̃ao, desta e das proposições seguintes, resulta das condições (5.14)-(5.16), e por ser
semelhantèa demonstraç̃ao da proposiç̃ao anterior, ñao se apresenta.

Progress̃ao descendente na tabela de Frobenius-Padé

Tamb́em as f́ormulas de progressão no sentido descendente da tabela de Frobenius-Padé, se
podem generalizar para séries de polińomios d-ortogonais. A proposição seguinte generaliza a
proposiç̃ao (4.9) e, tal como no caso particulard = 1, a possibilidade de progressão na tabela está
condicionada por uma quantidade discriminante∆, que dependente dos valores dos coeficientes dos
aproximantes envolvidos, como se explicita a seguir.

Proposiç̃ao 5.10 Seja {Pi}i≥0 a d-OPS definida por (5.1) e sejamp ≥ d + 1 e q ≥ 0 tais que
os aproximantesd[p− n/q]Pf , n = 0, . . . ,d + 1 existem e satisfazem as condições de normalidade.
Definindo

S[p+1/q] = (λ0 +z)S[p/q] +(λ1−z)S[p−1/q] +
d+1

∑
n=2

λnS[p−n/q]

•
...d
•
∗

com 



λd+1 =
d[p−1/q]

p+q−d

e[p−d−1/q]
p+q−d

λn = 1
e[p−n/q]

p+q+1−n

(d[p−1/q]
p+q+1−n−d[p/q]

p+q+1−n−
d+1
∑

i=n+1
e[p−i/q]

p+q+1−nλi), n = d,d−1, . . . ,0

e

∆ =
d+1

∑
n=0

λn +b[p/q]
q−1 −b[p−1/q]

q−1 .

Se∆ 6= 0, ent̃ao
N[p+1/q]

D[p+1/q] = d[p+1/q]Pf

define od-AFP tal queb[p+1/q]
q = ∆. Caso contŕario, a tabelad-TFP é ñao normal, sendo

N[p+1/q]

D[p+1/q] = O(Pp+q+2)

com∂(N[p+1/q]) = p+1 e ∂(D[p+1/q])≤ q−1.
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Fórmulas de progress̃ao nas diagonais da tabela

As proposiç̃oes seguintes, generalizando as fórmulas
•
• •

∗ ∗
obtidas no caso dos polinómios

ortogonais, permitem calcular os coeficientes de uma sucessão de aproximantes ocupando duas
diagonais adjacentes da tabelad-TFP.

Proposiç̃ao 5.11 Seja{Pi}i≥0 a d-OPS definida por (5.1) e

k = bd+1
2

c

onde o śımbolobxc representa a parte inteira do número realx. Se os aproximantesd[p−n/q−n]Pf
e d[p+1−n/q−n]Pf , n = 0, . . . ,k, existem e satisfazem as condições de normalidade, então

S[p+1/q+1] = (λ0 +z)S[p/q] +
k

∑
n=0

ηnS[p+1−n/q−n] +
k

∑
n=1

λnS[p−n/q−n]

•
• ...k−1

... •
• ∗

com





λk =− d[p/q]
p+q+1−d

e[p−k/q−k]
p+q+1−2k

ηk = −1
e[p+1−k/q−k]

p+q+2−2k

(d[p/q]
p+q+2−d +e[p−k/q−k]

p+q+2−2kλk)




λn = −1
e[p−n/q−n]

p+q+1−2n

(d[p/q]
p+q+1−2n +

k
∑

i=n+1
(e[p−i/q−i]

p+q+1−2nλi +e[p+1−i/q−i]
p+q+1−2n ηi))

ηn = −1
e[p+1−n/q−n]

p+q+2−2n

(d[p/q]
p+q+2−2n +

k
∑

i=n
e[p−i/q−i]

p+q+2−2nλi +
k
∑

i=n+1
e[p+1−i/q−i]

p+q+2−2n ηi)
, n = k−1, . . . ,0

sed é par e





λk = 0

ηk =− d[p/q]
p+q+1−d

e[p+1−k/q−k]
p+q+2−2k




λn = −1
e[p−n/q−n]

p+q+1−2n

(d[p/q]
p+q+1−2n +

k−1
∑

i=n+1
e[p−i/q−i]

p+q+1−2nλi +
k
∑

i=n+1
e[p+1−i/q−i]

p+q+1−2n ηi)

ηn = −1
e[p+1−n/q−n]

p+q+2−2n

(d[p/q]
p+q+2−2n +

k−1
∑

i=n
e[p−i/q−i]

p+q+2−2nλi +
k
∑

i=n+1
e[p+1−i/q−i]

p+q+2−2n ηi)
, n = k−1, . . . ,0

sed é ı́mpar, define o aproximanted[p+1/q+1]Pf , satisfazendo as condições de normalidade.

Proposiç̃ao 5.12 Seja{Pi}i≥0 a d-OPS definida por (5.1) e

k = dd−1
2

e
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onde o śımbolodxe representa o menor inteiro não inferior ax. Sejamp,q≥ k tais que os aproxi-
mantesd[p−n/q−n]Pf , n = −1, . . . ,k, e d[p+1−n/q−n]Pf , n = 0, . . . ,k, existem e satisfazem as
condiç̃oes de normalidade. Definindo

S[p+2/q+1] = (η0 +z)S[p+1/q] +
k

∑
n=−1

λnS[p−n/q−n] +
k

∑
n=1

ηnS[p+1−n/q−n]

•
• ...k−1

... •
• •

∗
com





λk =− d[p+1/q]
p+q+2−d

e[p−k/q−k]
p+q+2−d

ηk = −1
e[p+1−k/q−k]

p+q+3−d

(d[p+1/q]
p+q+3−d +e[p−k/q−k]

p+q+3−d λk)




λn = −1
e[p−n/q−n]

p+q+1−2n

(d[p+1/q]
p+q+1−2n +

k
∑

i=n+1
(e[p−i/q−i]

p+q+1−2nλi +e[p+1−i/q−i]
p+q+1−2n ηi))

ηn = −1
e[p+1−n/q−n]

p+q+2−2n

(d[p+1/q]
p+q+2−2n +

k
∑

i=n
e[p−i/q−i]

p+q+2−2nλi +
k
∑

i=n+1
e[p+1−i/q−i]

p+q+2−2n ηi)
, n = k−1, . . . ,0

λ−1 = −1
e[p+1/q+1]

p+q+3

(d[p+1/q]
p+q+3 +

k
∑

i=0
(e[p−i/q−i]

p+q+3 λi +e[p+1−i/q−i]
p+q+3 ηi))

sed é ı́mpar e





λk = 0

ηk =− d[p+1/q]
p+q+2−d

e[p+1−k/q−k]
p+q+2−d




λn = −1
e[p−n/q−n]

p+q+1−2n

(d[p+1/q]
p+q+1−2n +

k−1
∑

i=n+1
e[p−i/q−i]

p+q+1−2nλi +
k
∑

i=n+1
e[p+1−i/q−i]

p+q+1−2n ηi)

ηn = −1
e[p+1−n/q−n]

p+q+2−2n

(d[p+1/q]
p+q+2−2n +

k−1
∑

i=n
e[p−i/q−i]

p+q+2−2nλi +
k
∑

i=n+1
e[p+1−i/q−i]

p+q+2−2n ηi)
, n = k−1, . . . ,0

λ−1 = −1
e[p+1/q+1]

p+q+3

(d[p+1/q]
p+q+3 +

k−1
∑

i=0
e[p−i/q−i]

p+q+3 λi +
k
∑

i=0
e[p+1−i/q−i]

p+q+3 ηi)

sed é par, e

∆ = λ−1 +1

Se∆ 6= 0, ent̃ao

d[p+2/q+1]Pf =
N[p+2/q+1]

D[p+2/q+1]

define od-AFP, tal queb[p+2/q+1]
q+1 = ∆. Caso contŕario, a tabelad-TFP é ñao normal, sendo

∂(N[p+2/q+1]) = p+2, ∂(D[p+2/q+1])≤ q eD[p+2/q+1] f −N[p+2/q+1] = O(Pp+q+4).

Naturalmente, como se pode verificar, o casod = 1 resulta nas f́ormulas obtidas no capı́tulo
4. Para ilustrar o resultado destas duas proposições com f́ormulas novas, concretizou-se o caso
particulard = 2.
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Polinómios 2-ortogonais Sendo{Pi}i≥0 uma2-OPS ent̃ao a relaç̃ao de recorr̂encia resultante de
(5.1) é

Pi+1(z) = (z−βi)Pi(z)− γ1
i Pi−1(z)− γ0

i−1Pi−2(z), i ≥ 0

P0(z) = 1,

P−2(z) = P−1(z) = 0.

e γ0
i 6= 0, i ≥ 0. As fórmulas de recorrência obtidas reduzem-se a

S[p+1/q+1] = (λ1,0 +z)S[p/q] +η1,0S[p+1/q] +η1,1S[p/q−1] +λ1,1S[p−1/q−1]
•
• •

• ∗
com 




λ1,1 =− d[p/q]
p+q−1

e[p−1/q−1]
p+q−1

η1,1 = −1
e[p/q−1]

p+q

(d[p/q]
p+q +e[p−1/q−1]

p+q λ1,1)

λ1,0 = −1
e[p/q]

p+q+1

(d[p/q]
p+q+1 +e[p−1/q−1]

p+q+1 λ1,1 +e[p/q−1]
p+q+1 η1,1)

η1,0 = −1
e[p+1/q]

p+q+2

(d[p/q]
p+q+2 +e[p/q]

p+q+2λ1,0 +e[p−1/q−1]
p+q+2 λ1,1 +e[p/q−1]

p+q+2 η1,1)

e

S[p+2/q+1] = (η2,0 +z)S[p+1/q] +λ2,−1S[p+1/q+1] +λ2,0S[p/q] +η2,1S[p/q−1]
• •

• •
∗

com 



η2,1 =−d[p+1/q]
p+q

e[p/q−1]
p+q

λ2,0 = −1
e[p/q]

p+q+1

(d[p+1/q]
p+q+1 +e[p/q−1]

p+q+1 η2,1)

η2,0 = −1
e[p+1/q]

p+q+2

(d[p+1/q]
p+q+2 +e[p/q]

p+q+2λ2,0 +e[p/q−1]
p+q+2 η2,1)

λ2,−1 = −1
e[p+1/q+1]

p+q+3

(d[p+1/q]
p+q+3 +e[p/q]

p+q+3λ2,1 +e[p+1/q]
p+q+3 η2,0 +e[p/q−1]

p+q+3 η2,1)

Com estas duas fórmulas, e com as relações de recorrência para os coeficientes dos aproximantes
que permitem obter, pode implementar-se um algoritmo para calcular uma sucessão de elementos

pertencentes a duas diagonais adjacentes da tabela
{

2[p+ i/q+ i]Pf , 2[p+1+ i/q+ i]Pf
}J

i=0
, para

algumJ > 0 dado. Tomandoq = 0, as inicializaç̃oes deste algoritmo consistem dos aproximantes
2[p/0]Pf , 2[p+1/0]Pf que constituem somas parciais da série, e os aproximantes2[p+1/1]Pf , 2[p+
2/1]Pf , que podem calcular-se utilizando as fórmulas da ṕagina 5.7.

Atendendo ao conjunto de coeficientese[p/q]
i da śerie do erro de cada aproximante queé ne-

cesśario calcular para se poder progredir no algoritmo, verifica-se que em cada coluna são ne-
cesśarios mais quatro coeficientes do que na coluna precedente. Na tabela 5.1 representa-se o
conjunto de coeficientese[p/q]

i queé necesśario calcular em cada passo para poder alcançar o cálculo

do aproximante2[p+ 1+ J/q+ J]Pf com estas f́ormulas. O śımbolo
i/ j

k. . . l
significa que os
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q+ i · · · q+J−1 q+J

p+ i
i/i

2i +1. . .4J+1−2i

p+ i +1
i +1/i

2i +2. . .4J+1−2i
...

...

p+J−1
J−1/J−1

2J−1. . .2J+3

p+J
J/J−1

2J . . .2J+3
J/J

2J+1

p+J+1
J+1/J

Tabela 5.1: Conjunto de coeficientese[p+i/q+ j]
p+q+n , n = k, . . . , l a calcular

coeficientes do aproximante2[p+ i/q+ j]Pf devem calcular-se juntamente com os coeficientes do

erroe[p+i/q+ j]
p+q+n , n = k, . . . , l .

Uma conclus̃ao dos valores desta tabelaé que, se se pretende preparar um algoritmo para calcular
uma sucess̃ao de aproximantes a partir de aproximantes da primeira coluna da tabela, istoé tomando

q= 0para calcular a sucessão
{

2[p+ i/i]Pf , 2[p+1+ i/i]Pf
}J

i=0
, é necesśario conhecer os coeficientes

da śerie at́e à ordemp+ 4J + 1. Este valoré coincidente com o ńumero de coeficientes da série
necesśarios para calcular óultimo destes aproximantes2[p+ J + 1/J]Pf , utilizando o processo de
resoluç̃ao do sistema de equações associado aos denominadores, conforme o resultado apresentado
na ṕagina 113.

Um algoritmo baseado nestas fórmulas foi programado e testado com exemplos numéricos. Os
resultados apresentam-se na secção seguinte.

5.4.2 Exemplos

Para testar os algoritmos,à semelhança dos capı́tulos precedentes, procuraram-se exemplos
satisfazendo dois requisitos: os coeficientes da série podem calcular-se, pelo menos teoricamente,
at́e uma ordem t̃ao longe quanto se queira, com a mesma precisão de ćalculo da ḿaquina; a funç̃aoé
descrita por uma fórmula anaĺıtica exacta, permitindo calcular o seu valor, pelo menos teoricamente,
em cada ponto do intervalo de aproximação, com a mesma precisão de ćalculo da ḿaquina. O
primeiro destes requisitos, permite calcular as sucessões de aproximantes sem restrições sobre os
graus dos numeradores e dos denominadores e, sobretudo, isolar os erros nos cálculos dos erros nos
dados. O segundo requisito prende-se com a necessidade de analisar o algoritmo comparando os
resultados, tanto quanto possı́vel, com os valores exactos da função.

Na literatura sobre polińomiosd-ortogonais, ñao se tratam problemas de aproximação nem se
invocam śeriesd-ortogonais. Essa abordagemé apresentada nesta tese pela primeira vez.
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Polinómios 2-ortogonais de tipo Jacobi Seja{Pn}n≥0 uma faḿılia de polińomios definida pela
relaç̃ao de recorr̂encia de ordem três

{
Pn+3(z) = zPn+2(z)−α (n+2)(n+2ν+1)

(n+ν+1)(n+ν+2)Pn+1(z)− γ (n+1)(n+2)(n+3ν)
(n+ν)(n+ν+1)(n+ν+2)Pn(z),n≥ 0,

P0(z) = 1, P1(z) = z, P2(z) = z2− 2α
ν+1.

É sabido que [33] estes polinómios satisfazem algumas propriedades relacionadas com a classe
de polińomios de Jacobi e, para esta famı́lia de polińomios 2-ortogonais,́e conhecida uma função
geradora

Gν(z, t) = (1−zt+αt2 + γt3)−ν = ∑
n≥0

Γ(n+ν)
Γ(ν)

Pn(z)
tn

n!
,ν /∈ −N.

Fixando valores det, ν, α e γ, obtemos

f (z) = ∑
n≥0

fnPn(z)

com

fn =
tnν(ν+1) · · ·(ν+n−1)

n!
, n≥ 0

uma vez queΓ(n+ν) = ν(ν+1) · · ·(ν+n−1)Γ(ν) [24], ou

{
f0 = 1

fn = (ν+n−1)t
n fn−1, n≥ 1

Para o caso particularν = 1
2, α = 0, estes polińomios s̃ao referidos como associados ao nome de Pin-

cherle e considerados como uma generalização dos polińomios de Legendre e de Gegenbauer [17].
Neste caso a função geradora e a relação de recorr̂encia dos coeficientes da série, s̃ao respectivamente

G(z, t) =
1√

1−zt+ γt3
= ∑

n≥0

fnPn(z),

com {
f0 = 1

fn = (2n−1)t
2n fn−1, n≥ 1

O algoritmo foi testado com a mesma função

f (z)≡ 5√
41−40z

= 1+P1(z)+
4
5

P2(z)+
24
25

P3(z)+
32
25

P4(z)+ · · ·

utilizada no exemplo 4.3 para testar o algoritmo de cálculo das diagonais da tabela no casod = 1.
Esta funç̃ao corresponde aos valoresγ = 5/32e t = 8/5, para os quais

{
P0 = 1, P1 = z, P2 = z2,

Pn = zPn−1− 5(n−1)(n−2)
8(2n−1)(2n−5)Pn−3, n≥ 3

Na figura 5.1 apresentam-se as curvas do erro relativo|( f (z)− 2[p/q]Pf (z))/ f (z)|, em escala lo-

gaŕıtmica, na aproximaç̃ao da funç̃ao com elementos das sucessões
{

2[p+q/q]Pf , 2[p+1+q/q]Pf
}

q≥0
,

comp= 0 e comp= 5. Os resultados revelam que as sucessões de aproximantes calculados com este
algoritmo, exibem o mesmo comportamento descrito com os aproximantes da figura 4.6. Nas duas
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Figura 5.1: Erro relativo|( f (z) − 2[m/n]Pf (z))/ f (z)|, com os valoresm e n indicados ao

lado das curvas, na aproximação da funç̃ao f (z) = 1/
√

1.64−1.6z com elementos da sucessão{
2[q/q]Pf , 2[q+1/q]Pf

}
q≥0

.

figuras, observa-se que as curvas do erro vão alcançando valores sucessivamente menoresà medida
queq aumenta. No caso dos aproximantes 2-ortogonais, a perturbação dos resultados provocada pela
propagaç̃ao dos erros, śo se torna aparente cerca da coluna 10, i.e. com 20 aproximantes calculados.

Na figura 5.2 comparam-se, em termos do erro relativo, alguns dos 2-AFP calculados com
este algoritmo com os AFP, para a mesma função, calculados com o algoritmo correspondente do
caṕıtulo anterior. Nos resultados obtidos, com este exemplo, podemos observar sistematicamente
que, quando comparados aproximantes com os mesmos graus de numerador e de denominador,
i.e. aproximantes com a mesma ordem de aproximação, os erros ñao diferem muito em ordem de
grandeza. Globalmente, podemos observar que os AFP são melhores, na generalidade dos pontos,
para graus pequenos e que com o aumento dos graus, a situação inverte-se. Deve destacar-se
desta comparação, que o ćalculo dos coeficientes do aproximante[p/q]Pf (z) necessita dos primeiros
p+q+1 coeficientes da série def (z), enquanto que para o cálculo dos coeficientes do aproximante
2[p/q]Pf (z) são necesśarios os primeirosp+2q+1 coeficientes da série.

Polinómios 2-ortogonais de tipo Laguerre Define-se esta faḿılia de polińomios pela relaç̃ao de
recorr̂encia de ordem 3 [16]

{
P(ν)

n+3(z) = (z−βn+2)P
(ν)
n+2(z)− γ1

n+2P(ν)
n+1(z)− γ0

n+1P(ν)
n (z), n≥ 0,

P(ν)
0 (z) = 1, P(ν)

1 (z) = z−β0, P(ν)
2 (z) = (z−β1)P

(ν)
1 (z)− γ1

1.
(5.17)
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Figura 5.2:|( f (z)− 2[p/q]Pf (z))/ f (z)| (a cheio) e|( f (z)− [p/q]Pf (z))/ f (z)| (tracejado), comf (z) =
1/
√

1.64−1.6z.
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com 



βn = ν+2+2n, n≥ 0
γ1

n = n(n+ν+2), n≥ 1
γ0

n = n(n+1), n≥ 1
(5.18)

Em [16], obteve-se a representação integral das funcionais lineares relativamenteàs quais estes
polinómios s̃ao 2-ortogonais, i.e. montra-se que esta famı́lia de polińomiosé 2-ortogonal relativa-
menteàs funcionais lineares

< u0, f (z) >=
Z ∞

0
W0(x) f (x)dx

< u1, f (z) >=
Z ∞

0
W1(x) f (x)dx

com as funç̃oes pesoW0 e W1 dadas por

W0(x) = xν/2e−x−1Iν(2
√

x)

ondeIν(z) representa a função de Bessel modificada de primeira espécie, definida por

Iν(z) = ∑
k≥0

(z/2)ν+2k

k!Γ(k+ν+1)
, |z|< ∞, |argz|< π

e
W1(x) = xW ′

0(x)+(x−ν−1)W0(x) = x(ν+1)/2e−x−1Iν+1(2
√

x)−W0(x)

Para esta faḿılia de polińomios, conhece-se a função geradora [16]

G(x, t) = e−t(1+ t)−(ν+1)e
xt

1+t = ∑
n≥0

P(ν)
n (x)

tn

n!
,

O programa foi testado com diferentes valores dos parâmetrosν e t. Nos casos observados, as
sucess̃oes de aproximantes calculadas revelaram possuir boas qualidades de aproximação, nome-
adamente a capacidade de aproximar a função num intervalo de valores com um erro máximo
consideravelmente pequeno, para valores det ∈]−1,0[ e com todos os valores reais testados para
ν. Em todas as experiências feitas com valorest /∈]− 1,0[, as funç̃oes racionais calculadas não
produzem qualquer aproximação para a funç̃ao dada. Os resultados obtidos ilustram-se com os
valoresν = 0 e t =−1/2, para os quais a função a aproximaŕe

f (z) = 2e
1
2−z = P0(z)− 1

2
P1(z)+

1
8

P2(z)− 1
48

P3(z)+ · · ·

Na figura 5.3 apresentam-se as curvas do erro relativo|( f (z)− 2[p/q]Pf (z))/ f (z)| na aproximaç̃ao

da funç̃ao por elementos das sucessões
{

2[p+q/q]Pf , 2[p+1+q/q]Pf
}

q≥0
, comp = 0 e comp = 5.

Nestes gŕaficos, podemos observar uma diminuição dos erros relativos ḿaximos, ao longo das duas
sucess̃oes diagonais calculadas. A instabilidade numérica, neste exemplo só se faz notar a partir da
colunaq = 20, quando os resultados de aproximação atingem os mesmos 16 algarismos exactos da
precis̃ao de ćalculo dos coeficientes.

Na tabela 5.2 representa-se na posição(p/q), o número de algarismos significativos exactos na
aproximaç̃ao2[p/q]Pf (z), para os valoresz= 1 ez= 10, com os aproximantes das sucessões diagonais
calculadas, juntamente com o número de algarismos significativos exactos na aproximação das somas
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Figura 5.3: Erro relativo|( f (z)− 2[p/q]Pf (z))/ f (z)| na aproximaç̃ao da funç̃ao f (z) = 2e
1
2−z por

elementos da sucessão
{

2[q/q]Pf , 2[q+1/q]Pf
}

q≥0
.

parciais, que constituem os aproximantes da colunaq = 0. Podemos observar nestes resultados, que
a precis̃ao dos aproximantes aumenta quer ao longo da sucessão das somas parciais, quer ao longo
das sucess̃oes diagonais. Entre as colunas 15 e 20, este comportamentoé interrompido devidòa
acumulaa̧o de erros.

A mesma faḿılia de polińomios, serviu para testar o algoritmo com outras funções. Os coefi-
cientesZα

n,m, necesśarios para calcular os coeficientes{ fi}i≥0 do desenvolvimento em série de po-
linómiosd-ortogonais, utilizando a proposição 5.1, podem calcular-se com a relação de recorr̂encia
da proposiç̃ao 5.2 e os coeficientes 5.18. Nas matrizesZ1 e Z2 apresenta-se, afim de ilustrar a
estrutura destas matrizesZα = [zα

m,n]m,n≥0, α = 1, . . . ,d, os primeiros coeficientes obtidos para este
caso,

Z1 =




1 0 · · ·
0 3 2 0 · · ·
... 2 28 48 24 0 · · ·

0 48 552 1584 1800 720 0 · · ·
... 24 1584

...
0 1800
... 720

0
...




, Z2 =




0 1 0 · · ·
1 2 8 6 0 · · ·
0 8 40 156 240 120 0 · · ·
... 6 156

...
0 240
... 120

0
...




Os valores

< u0, f (x)Pi(x) >=
Z ∞

0
f (x)Pi(x)W0(x)dx



5.4. CÁLCULO RECURSIVO 131

0 5 10 15 20 25
q

0

5

10

15

20

25

30

p

z=1

1
1
1
1
1
2
3
3
3
3
3
3
4
4
4
5
5
6
6
6
6
7
7
7
7
8
8
8
9
9
9
10

1
2
2
3
4
6
6
7
8
8
10
11
11
12
12
13
14
14
15
14
14
14
14
14
14

1
1
3
3
4
5
6
6
7
8
9
11
12
12
12
13
12
15
14
14
14
14
14
14
14
14

3
4
5
6
7
8
9
10
11
12
12
12
13
13
15
15
16
14
14
14
14
14
14
14
14

3
3
4
5
7
7
8
9
10
10
12
12
14
14
14
15
14
13
14
14
14
14
14
14
14
14

0 5 10 15 20 25
q

0

5

10

15

20

25

30

p

z=10

-4
-4
-4
-3
-4
-3
-3
-3
-2
-3
-2
-1
-2
-1
-1
0
-1
0
1
1
1
1
1
3
2
2
2
3
4
4
4
4

-3
-1

0
1
2
3
4
5
6
6
7
8
8
9
10
11
11
12
12
11
11
11
12
12
12

-4
-2
-1

0
1
3
3
4
7
6
7
8
8
10

9
10
10
13
11
11
11
11
12
12
12
12

-1
0
1
3
5
5
6
7
9
8
10
10
11
11
12
12
13
13
14
14
13
13
13
12
13

-3
-1

1
2
3
4
5
6
8
7
9
9
11
11
12
13
13
12
13
11
13
12
12
12
13
12

Tabela 5.2: Ńumero de algarismos significativos exactos na aproximação 2[p/q]Pf (z), isto é

− log10(|( f (z)− 2[p/q]Pf (z))/ f (z)|) com f (z) = 2e
1
2−z .

e
< u1, f (x)Pi(x) >=

Z ∞

0
f (x)Pi(x)W1(x)dx

necesśarios, juntamente com os valoreszα
m,n, para calcular os coeficientesfi com as f́ormulas da

proposiç̃ao 5.1, foram calculados numericamente, com o comandoNIntegratedoMathematica. Este
processo foi testado com funções de descaı́mento ŕapido, para obter integrais calculáveis numerica-
mente.

Afim de testar os aproximantes com uma função descontinua, e de descaı́mento ŕapido, considerou-
se

f (z) = e−bzc.

Com os valores calculados, após arredondamento, obtemos

f (z) = 0.470588P0(z)−0.213223P1(z)+0.0432717P2(z)−0.00422829P3(z)
−0.000129329P4(z)+0.000136661P5(z)+ · · ·

Dos resultados obtidos com estes dados, apresenta-se na figura 5.4, os gráficos de uma selecção dos
aproximantes calculados, sobrepostos ao gráfico def (z).

Com o aumento da ordem de aproximação, verifica-se que os aproximantes aderemà funç̃ao
com maior exactid̃ao num intervalo de valores cada vez maior. Logo, as sucessões de aproximantes
calculadas, aparentam convergir para a função.

Outra funç̃ao testada, constitui a função de Airy. Define-se esta função como uma solução da
equaç̃ao f ′′(z)− z f(z) = 0 e pode representar-se, em termos de funções de Bessel modificadas de
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Figura 5.4: f (z) = e−bzc e 2[p/q]Pf (z).
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primeira esṕecie, por [24]

Ai(z) =
1
3

√
z(I−1/3(

2
3

z
3
2 )− I1/3(

2
3

z
3
2 ))

Em termos dos polińomios2-ortogonais de tipo Laguerre (5.17)-(5.18), o processo numérico des-
crito, produz a seguinte representação

Ai(z) = 1.069×10−1P0(z)−5.778×10−2P1(z)+1.497×10−2P2(z)−2.435×10−3P3(z)

+2.698×10−4P4(z)−1.976×10−5P5(z)+6.339×10−7P6(z)+ · · ·

Para esta funç̃ao, utilizou-se o mesmo processo numérico para calcular os coeficientes da representação
em śerie de polińomios ortogonais de Laguerre, i.e. utilizou-se o comandoNIntegratedoMathema-
tica para calcular os primeiros coeficientes

fi =
Z ∞

0
Ai(x)Li(x)e−x, i ≥ 0,

de que resultou

Ai(z) =0.1824L0(z)+0.09621L1(z)+0.04820L2(z)+0.02233L3(z)
+0.008994L4(z)+0.002552L5(z)−0.0002387L6(z)−0.001199L7(z)+ · · · .

Com estas duas representações da funç̃ao, utilizou-se este algoritmo de cálculo recursivo dos
aproximantes 2-AFP juntamente com o seu congénere, de ćalculo de sucessões diagonais de AFP,
apresentado no capı́tulo anterior. Os resultados, em termos de erro relativo, apresentam-se nas figuras
5.5 e 5.6. Na figura 5.5, em cada caso, os gráficos dos erros relativos de aproximantes com os mesmos
graus,[p/q]Lf (z) e 2[p/q]Pf (z), logo com a mesma ordem de aproximação p+q+1.
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Figura 5.5:|( f (z)− 2[p/q]Pf (z))/ f (z)| (a cheio) e|( f (z)− [p/q]Lf (z))/ f (z)| (tracejado), comf (z) =
Ai(z).

Uma vez que o ńumero de coeficientes das séries, envolvidos no cálculos destes aproximantes
não é o mesmo para os dois casos, na figura 5.6 confrontam-se as curvas do erro relativo dos



134 CAPÍTULO 5. GENERALIZAÇÃO
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Figura 5.6: |( f (z)− 2[p/q]Pf (z))/ f (z)| (a cheio) e|( f (z)− [p+ q/q]Lf (z))/ f (z)| (tracejado), com
f (z) = Ai(z).

aproximantes[p+ q/q]Lf (z) e 2[p/q]Pf (z), uns e outros calculados comp+ 3q+ 1 coeficientes das
séries respectivas.

Os resultados indicam que, neste caso, os aproximantes2-ortogonais s̃ao sistematicamente me-
lhores, quer quando se comparam aproximantes com a mesma ordem de aproximação, quer quando
se comparam aproximantes calculados com o mesmo número de termos da série.

Contando o ńumero de multiplicaç̃oes necessárias para calcular os coeficientesλn e ηn e para
calcular os valoresai , bi e ei , com as f́ormulas das proposições 5.11 e 5.12; contando o número de
coeficientesai , bi e ei a calcular em cada passo de iteração; contando o ńumero de multiplicaç̃oes
necesśarias para calcular as quantidades auxiliaresdi , gi ehi com as f́ormulas (5.11)-(5.13); conclui-
mos que, um algoritmo baseado nestas fórmulas, calcula os coeficientes dos aproximantes{ d[p+
q/q]Pf (z), d[p+q+1/q]Pf (z)}J

q=0, parap,J inteiros positivos dados, juntamente com os coeficientes

{e[p+q/q]
i }p+(d+2)J−dq+d−1

i=p+2q+1 e {e[p+q+1/q]
i }p+(d+2)J−dq+d−1

i=p+2q+2 com q = 0, . . . ,J, com cerca de2((d +
3)J)2 multiplicaç̃oes.

5.5 Algoritmos de tipo Kronecker

Para terminar este capı́tulo, generaliza-se o algoritmo apresentado em [34] para o caso da a-
proximaç̃ao Frobenius-Padé em śeries de polińomios de Legendre. Este por sua vez, generaliza o
algoritmo de Kronecker para o cálculo da sucessão de aproximantes de uma anti-diagonal da tabela
de Pad́e [2]. À semelhança do exposto na secção anterior, a generalização do algoritmo ao caso da
aproximaç̃ao de śeries de polińomiosd-ortogonais envolve uma relação ad+3 aproximantes.

A notaç̃ao utilizada segue de perto a notação de [34].

Seja
p j(z)
q j(z)

= d[M− j/ j]Pf (z), 0≤ j ≤M
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um aproximante de Frobenius-Padéd-ortogonal, i.e.





p j(z) =
M− j

∑
i=0

a j,iPi(z),

q j(z) =
j

∑
i=0

b j,iPi(z),

q j(z) f (z)− p j(z) = ∑
i≥M+1

ej,iPi(z)

conforme a definiç̃ao 5.2. As condiç̃oes de normalidade traduzem-se pora j,M− j 6= 0, b j, j 6= 0 e
ej,M+1 6= 0.

O resultado principal desta secção, encontra-se expresso na proposição seguinte.

Proposiç̃ao 5.13 Seja{Pi}i≥0 umad-OPS, se a tabelad-TFP é normal, ent̃ao existem coeficientes
λi, j , ηi, j , i = 0, . . . ,d, j = 0, . . . ,M tais que a relaç̃ao de recorr̂encia





p j+1(z) =
d
∑

i=0
(λi, j +ηi, jz)p j−i(z)+ p j−d−1(z)

q j+1(z) =
d
∑

i=0
(λi, j +ηi, jz)q j−i(z)+q j−d−1(z)

com os valores iniciais
{

p0(z) = ∑M
i=0 fiPi(z), q0(z) = 1,

p− j(z) = PM+ j(z), q− j(z) = 0, j = 1, . . . ,d+1

permite calcular a anti-diagonal da tabelad[M− j/ j](z) = p j(z)/q j(z), j = 1, . . . ,M, paraM ≥ 1
fixo.

Demonstraç̃ao. A partir das condiç̃oesq j f − p j = ∑i≥M+1ej,iPi e de

q j+1 f − p j+1 =
d

∑
k=0

(λk, j +ηk, jz)(q j−k f − p j−k)+(q j−d−1 f − p j−d−1)

obtemos

∑
i≥M+1

(ej+1,i−
d

∑
k=0

λk, jej−k,i−ej−d−1,i)Pi =
d

∑
k=0

ηk, j ∑
i≥M+1

ej−k,izPi .

Esta condiç̃ao pode traduzir-se por

O(PM+1) = z ∑
i≥M+1

τiPi , τi =
d

∑
k=0

ηk, jej−k,i , i ≥M +1

Utilizando (5.13) comp+q = M e os coeficientese[p/q]
i subtituidos porτi , obtemos

z ∑
i≥M+1

τiPi = γ0
M−d+2τM+1PM+1−d +

M

∑
i=M+2−d

(
d−1

∑
ν=M−i

γd−1−ν
i+1 τi+1+ν)Pi +O(PM+1).
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A condiç̃ao de o segundo membro constituir uma série de ordemM+1, conduz ao sistema triangular
homoǵeneo, ded equaç̃oes nasd incógnitasτi , i = M +1, . . . ,M +d





γ0
M−d+2τM+1 = 0

γ1
M−d+3τM+1 + γ0

M−d+3τM+2 = 0
· · ·
γd−1

M+1τM+1 + γd−2
M+1τM+2 + · · ·+ γ0

M+1τM+d = 0

Sendoγ0
i 6= 0, i ≥ 0 conforme o teorema 5.1, este sistemaé regular, logo admite a solução única

τi = 0, i = M +1, . . . ,M +d, i.e.

d

∑
k=0

ej−k,iηk, j = 0, i = M +1, . . . ,M +d (5.19)

As restantesd+2 condiç̃oes, para a determinação das2d+2 incógnitas{λi, j ,ηi, j}i=0,...,d, resultam
da condiç̃ao sobre os graus dos numeradores,∂(p j) = M− j, j = 0, . . . ,M, que se traduzem por:

a j−d,p+dηd, j +a j−d−1,p+d+1 = 0 (5.20)
d

∑
k=i

a j−k,p+iλk, j +
d

∑
k=i−1

g j−k,p+iηk, j +a j−d,p+i = 0, i = 0, . . . ,d (5.21)

ondep = M− j eg j,i são os coeficientes dezpj(z) dados pelas fórmulas (5.11).

Para terminar a demonstração, falta verificar que o conjunto de equações (5.19)-(5.21) constitui
um sistema regular. Como facilmente se verifica, calculados os valoresηi, j , i = 0, . . . ,d, as equaç̃oes
(5.21) constituem um sistema triangular, regular porquea j−i,p+i 6= 0, i = 0, . . . ,d por hiṕotese de
normalidade, cuja soluçãoé

λi, j =− 1
a j−i,p+i

(a j−d,p+i +
d

∑
k=i+1

λk, ja j−k,p+i +
d

∑
k=i−1

ηk, jg j−k,p+i), i = d,d−1, . . . ,0

Suponhamos por absurdo que o sistema (5.19)-(5.20)é singular, logo o sistema homogéneo associ-
ado admite pelo menos uma solução ñao trivial, o que produz uma função racionalp j+1(z)/p j+1(z)
em quep j+1(z) é um polińomio de grau< M− j − 1, q j+1(z) é um polińomio de grauj + 1 e
q j+1 f − p j+1 = O(PM+1) o que contraria a hiṕotese de normalidade.

Como seria de esperar, o caso particulard = 1 nesta proposiç̃ao, constitui uma generalização dos
resultados apresentados em [34] para a aproximação Pad́e-Legendre.

Com as f́ormulas desta proposição, podemos construir uma relação de recorr̂encia para os coefi-
cientes dos numeradores, dos denominadores e do desenvolvimento em série do erro. Por questões
de facilidade de leitura, e porque os exemplos de aplicação apresentados a seguir assim o justificam,
no coroĺario seguinte apresentam-se os resultados obtidos para o caso particulard = 2.

Corolário 5.1 Nas condiç̃oes da proposiç̃ao anterior, sed = 2 ent̃ao os coeficientes dos numerado-
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res, dos denominadores e do erro satisfazem a relação de recorr̂encia




a j+1,i =
2
∑

k=0
(λk, ja j−k,i +ηk, jg j−k,i)+a j−3,i , i = 0, . . . ,M− j−1

b j+1, j+1 = η0, jh j, j+1

b j+1, j−i =
i

∑
k=0

λk, jb j−k, j−i +
i+1
∑

k=0
ηk, jh j−k, j−i , i = 0,1

b j+1, j−2 =
2
∑

k=0
(λk, jb j−k, j−d +ηk, jh j−k, j−d)

b j+1,i =
2
∑

k=0
(λk, jb j−k,i +ηk, jh j−k,i)+b j−3,i , i = 0, . . . , j−3

ej+1,i =
2
∑

k=0
(λk, jej−k,i +ηk, jd j−k,i)+ej−3,i , i ≥M +1

onde 



η2, j =−a j−3,M− j+3

a j−2,M− j+2

η0, j = (ej−2,M+2ej−1,M+1−ej−2,M+1ej−1,M+2)
η2, j

∆
η1, j = (ej,M+2ej−2,M+1−ej,M+1ej−2,M+2)

η2, j

∆

λ2, j =− 1
a j−2,M− j+2

(a j−3,M− j+2 +
2
∑

k=1
ηk, jg j−k,M− j+2)

λ1, j =− 1
a j−1,M− j+1

(a j−3,M− j+1 +λ2, ja j−2,M− j+1 +
2
∑

k=0
ηk, jg j−k,M− j+1)

λ0, j =− 1
a j,M− j

(a j−3,M− j +
2
∑

k=1
λk, ja j−k,M− j +

2
∑

k=0
ηk, jg j−k,M− j)

com
∆ = ej,M+1ej−1,M+2−ej,M+2ej−1,M+1

e os valoresg j,k, h j,k ed j,k, dados pelas expressões (5.11)-(5.13)

Estas f́ormulas foram programadas de forma a calcular a sucessão
{

2[M− j/ j]Pf (z)
}M

j=0
, dados

o valor deM ∈ N, e os coeficientes da série{ fi}3M
i=0. Os mesmos dois exemplos do capı́tulo anterior

foram utilizados para ilustrar resultados.

Resultados nuḿericos

Seja{Pn}n≥0 a faḿılia de polińomios 2-ortogonais de tipo Jacobi referida no primeiro exemplo
da secç̃ao anterior. Para a mesma função áı considerada

f (z)≡ 5√
41−40z

= 1+P1(z)+
4
5

P2(z)+
24
25

P3(z)+
32
25

P4(z)+ · · ·

os resultados obtidos com este algoritmo apresentam-se nos gráficos da figura 5.7 e na tabela 5.3.

Nos gŕaficos e nas tabelas observa-se que os erros alcançam valores mı́nimos, em cada sucessão,
paraq próximo do valorM/2 e que aumentam depois deste valor. Este comportamento, observado
nestas sucessões de aproximantes 2-ortogonais,é ańalogo ao comportamento observado para su-
cess̃oes de aproximantes no caso ortogonal onde, como se refere nos comentários aos resultados
apresentados na página 56,́e frequente, para um conjunto de aproximantes calculados com o mesmo
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Figura 5.7: Erro relativo|( f (z)− 2[p/q]Pf (z))/ f (z)| na aproximaç̃ao da funç̃ao f (z) = 5/
√

41−40z

por elementos da sucessão
{

2[M−q/q]Pf (z)
}M

q=0
. Os valores representados ao lado de cada curva,

correspondem aos grausp,q do numerador e do denominador do aproximante

número de termos da série, verificar-se que os melhores resultados são obtidos com aproximantes
localizados na vizinhança da diagonal principal da tabela.

Na tabela 5.3 representa-se na posição (p,q), o número de d́ıgitos exactos na aproximação
2[p/q]Pf (z), para cada um dos três valores dez indicados, para as sucessões anti-diagonais calcu-
ladas com este algoritmo. Estes resultados concordam com as observações feitas̀as curvas do erro
absoluto num intervalo de valores. Em qualquer uma das três abcissas consideradas, e para cada
anti-diagonal, podemos observar que os resultados melhoram até se atingir o meio da tabela, istoé
para aproximantes localizados perto da diagonal principal da tabela, e depois pioram até à primeira
linha da tabela.
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Tabela 5.3: Ńumero de d́ıgitos decimais exactos na aproximação2[p/q]Pf (x), isto é− log10(| f (z)−
2[p/q]Pf (z)|) com f (x) = 5/

√
41−40x.

Dos valores obtidos, destaca-se o incremento significativo na precisão, entre 3 e 5 casas decimais
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na abcissaz= 0, quando se passa da colunaq = 0, constituida pelas somas parciais da série, para os
aproximantes da colunaq = 1. Os resultados tambem sugerem, em analogia com os resultados da
secç̃ao anterior, que a progressão nas linhas e nas colunas da tabela, em qualquer uma das abcissas,
produz sucess̃oes convergentes para os valores da função.

Tomando como segundo exemplo a série de polińomios 2-ortogonais de tipo Laguerre da secção
5.4.2, para aproximar a função f (z) = 2e

1
2−z. Os resultados obtidos com este algoritmo apresentam-

se nos gŕaficos das figuras 5.8 e na tabela da figura 5.4.
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Figura 5.8: Erro relativo|( f (z)− 2[p/q]Pf (z))/ f (z)| na aproximaç̃ao da funç̃ao f (z) = 2e
1
2−z por

elementos da sucessão {2[M − q/q]Pf (z)}M
q=0. Os valores representados ao lado de cada curva,

correspondem aos grausp,q do numerador e do denominador do aproximante

As somas parciais desta série, tanto quanto podemos observar, convergem para os valores da
função, nas abcissasz≥ 0, ou pelo menos num sub-intervalo. Da observação dos gŕaficos do erro
relativo, constatamos que em cada abcissa considerada, o erro diminui com o número de termos
considerados nas somas parciais e que, para o mesmo número de termos, o erro relativo cresce expo-
nencialmente com o valor dez. Nos resultados obtidos com este algoritmo, podemos observar que os
aproximantes 2-AFP com graus pequenos no denominador têm um comportamento qualitativamente
semelhantèas somas parciais, i.e. em cada abcissa o erro diminui em cada coluna da tabela e cresce
exponencialmente com o valor dez. Em cada uma das sucessões, ośultimos aproximantes calculados
apresentam o erro relativo com oscilações quase uniformes ao longo dos intervalos considerados.

5.6 Conclus̃oes

Neste caṕıtulo, mostrou-se a possibilidade de generalização dos resultados dos capı́tulos an-
teriores, no sentido de obter aproximantes racionais para séries de polińomios d-ortogonais. A
possibilidade de estender esta generalizacão, considerando outros tipos de séries,é um problema
que se deixa em aberto. Outra possibilidade de generalização que se deixa para estudo posterior,
consiste na aplicação dos resultados desta tese a outras classes de aproximantes.

Demonstrados novos resultados, relativos aos coeficientes do desenvolvimento em série de po-
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0 5 10 15 20
q

0

5

10

15

20

p

z=0

2
2
2
1
1
0

3
4
4
4
4
4
3
3
2
1
0

5
5
6
6
6
6
6
6
6
5
5
4
3
2
2
0

6
7
8
8
8
9
9
9
9
8
8
8
6
7
6
5
4
4
2
1
-1

0 5 10 15 20
q

0

5

10

15

20

p

z=5

-1
1
2
1
1
0

1
2
3
3
3
3
4
4
3
2
1

3
4
4
5
5
6
6
6
6
5
5
4
4
3
3
1

4
5
7
7
7
7
8
8
8
8
8
9
6
7
6
6
4
4
3
2
1

0 5 10 15 20
q

0

5

10

15

20

p

z=10

-3
-2
-1
0
0
2

-2
0
1
1
1
2
3
3
2
1
1

0
1
2
3
3
5
4
4
4
4
5
4
4
3
2
0

1
2
3
4
6
6
6
6
6
7
6
7
6
7
5
5
4
4
3
2
1

Tabela 5.4: Ńumero de algarismos significativos exactos na aproximação 2[p/q]Pf (z), isto é

− log10(|( f (z)− 2[p/q]Pf (z))/ f (z)|) com f (z) = 2e
1
2−z.

linómios d-ortogonais de uma função, monstrou-se que as somas parciais destas séries possuem
propriedades de projecção, permitindo interpretá-las como uma generalização das śeries de Fourier.

Com o estudo apresentado ao longo deste capı́tulo, podemos concluir que a generalidade dos pro-
cessos de ćalculo dos coeficientes dos aproximantes de Frobenius-Padé, ou t̂em aplicaç̃ao directa ao
caso dos aproximantes de Frobenius-Padé d-ortogonais, ou podem generalizar-se sem dificuldades.

Os resultados nuḿericos obtidos, revelam que os algoritmo apresentados possuem as mesmas
qualidades de estabilidade dos seus congéneres dos capı́tulos anteriores.

Os aproximantes generalizados, calculados com os algoritmos desteúltimo caṕıtulo, revelaram
propriedades semelhantesàs dos aproximantes de Frobenius-Padé. Nomeadamente, as sucessões de
aproximantes calculadas, quando fixada uma abcissa, com a progressão nas linhas e nas colunas da
tabela, produzem valores convergentes para o valor exacto da função. Na generalidade dos casos
observados, os aproximantes interpolam a função, produzindo um erro oscilando com sucessivas
mudanças de sinal.

Diversas sucessões de aproximantes para série de polińomios 2-ortogonais, foram calculadas e os
resultados comparados com AFP, obtidos para as mesmas funções. Esta comparação ñao se mostrou
conclusiva, no sentido de revelar qual a classe de aproximantes que produz resultados mais exactos.
Tendo-se verificado que para algumas funções tomadas como exemplo, os aproximantes 2-AFP são
mais exactos do que os AFP, e que o contrário tambem acontece para outras funções, fica em aberto
o estudo das propriedades das séries que produzem uns e outros resultados. Em particular, fica
para ańalise posterior, o estudo das propriedades das séries para as quais o aumento de precisão dos
resultados, compensa o aumento do volume de aritmética presente nos algoritmos dos aproximantes
d-ortogonais.
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Basel, 1980.

[6] C. Brezinski.Biorthogonality and its Applications to Numerical Analysis. Marcel Bekker, New
York, 1992.
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