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Resumo

O nome Frobenius-Péd atribuidoa classe de aproximantes racionais que, no sentido da de-
finicao de Frobenius, generalizam a defimigde aproximago de Pada aproximago de gries de
Fourier. Istoé, se da fur@o f(z) se conhece um desenvolvimento formal ériesde politmios
ortogonais, para cada par de valores inteiras negativosp, g, designa-se por aproximante de
Frobenius-Pakl a fun@o racionalN!P/%(z) /DIP/d(z), ondeN!P/d(z) e DIP/9(z) sao polirbmios de
graus, respectivamentee g, tal que se anulam os primeiros coeficientes @red!P/d (2) f (z) —
N[P/d(2) ate & ordem o longe quanto posel.

Apesar da semelhanca nas defirig, os problemas envolvidos n@aulo dos coeficientes dos
aproximantes de Frobenius-Radao significativamente distintos dos surgidos no caso da aproxi-
mago de Paé. Residindo, tais diferencas, no facto de o prodito)P;(z), de dois polidmios
ortogonais ter uma represerdag na bas€P,}, significativamente distinta do caso do produto de
potenciasZz = Z*1, o trabalho desenvolve-se recorrendo exaustivamente das propriedades dos
polinbmios ortogonais.

O trabalho desenvolve-se na res@lagle tés problemas: resolver, de forma eficiente, o sistema
de equages lineares associado aalaulo dos aproximantes, designado por sistema de Frobenius-
Pack; calcular as entraddss; da matriz deste sistema, evitar a resélglo sistema, calculando os
aproximantes por rec@ncia.

Para as entradas da matriz do sistema de Frobenius-Badapresentados novos resultados,
permitindo desenvolver um algoritmo délculo destas quantidades, baseado nos coeficientes de
lineariza@o do produto de poléimios ortogonais.

Relativamenté resolu@o dos sistemas de Frobenius-Patemonstra-se que as respectivas ma-
trizes satisfazem uma eq@axde desvio de caractstica. Este facté explorado no desenvolvimento
de um algoritmo &pido de resolliio dos sistemas.

Demonstrado um resultado que relaciona formalmente os coeficientéseldes Fourielf (z),
com os coeficientes da&se zf(z), apresentam-se resultados novos, estabelecend@eslagtre
as componentes, i.e. numerador, denominador e erro, de aproximantes adjacentes na tabela de
Frobenius-Pa&l Estas reldies, generalizando resultadosikigos na tabela de Padbermitem per-
correr a tabela emarios sentidos. & apresentados e programados diversos algoritmoalcida@
recursivo dos aproximantes, baseados nestasbeda¢ds programas foram testados com sucesso,
tendo os resultados revelado, pagnalde uma grande estabilidade rarioa dos algoritmos, que os
aproximantes calculados reproduzem com grande @i@ais valores exactos das foes testadas.

No Ultimo captulo da tese, define-se uma nova classe de aproximantes, generalizando aaefini¢



de aproximago de Frobenius-Pada €ries de polibmiosd-ortogonais. Novos resultados, permi-
tindo interpretar umaésie de polidmiosd-ortogonais como uma generaliZacdas éries de Fou-
rier, S0 introduzidos. Os resultados dositalps anteriores@ generalizados para esta nova classe
de aproximantes, eas apresentados algoritmos daoulo dos respectivos coeficientes. Alguns
resultados nukricos, obtidos com estes algoritmo&o sipresentados.

Vi



Abstract

The name of Frobenius-Padipproximants is the name given to the class of rational appro-
ximants that, in the sense of Frobenius definition, generalizes the definition efdpadoximant
to Fourier's series approximation. More precisely, if one knows the formal series of orthogonal
polynomials of a functiorf (x), then, for each pairp, g) of nonnegative integers, the Frobenius-#ad
approximant of ordep/q is the rational functiom!P/d (z) /DIP/9(z), whereNP/d (z) andD!P/9(z)
are polynomials of degreg andq respectively, such that, in the ser@®/%(z) f(z) — NIP/4(z), as
many, of the first, terms as possible are equal to zero.

Despite of the resemblance between the definitions oé Rad Frobenius-Padapproximants,
the problems involved in the computation of their coefficients are significantly different. This
difference has origins in the fact that the prodigiz)P;(z) of two orthogonal polynomials, has
a more complex representation in the badst than in the powers case where one has trivially
770 = 7+1. Therefore this work uses in an exhaustive way the properties of orthogonal polynomials.

This work is based on the resolution of three problems: solving efficiently the system of linear
equations associated to the calculation of the approximants - the Froben&isyRaeim; compute
the matrixH = (h; ;)i j of such systems; avoid the resolution of the system by computing the
approximants recursively.

For the computation of the entriég; of the Frobenius-Pa&dsystems, new results are presented
that allow the development of an algorithm of computatioh;gfbased on linearization coefficients
of the product of orthogonal polynomials.

As far as the resolution of the Frobenius-Bagstems is concerned, we show that their matrices
satisfy a displacement rank equation. This fact is further explored in the development of a fast
algorithm for the resolution of the systems.

Once a result is proved relating formally the coefficients of the Fourier serié&pfwith the
coefficients of the Fourier series af(z), we exhibits new results establishing relations between
the components: numerator, denominator and error, of adjacent approximants in the Frobenius-
Pack table. Such relations, which generalize analogous results in the tRblé, will allow us
to use different paths to compute the table’'s entries. Based on these relations, we will present
several algorithms and programs for the recursive computation of the approximants. The programs
were tested successfully, and the results revealed, apart from its good numerical stability, that the
computed approximants reproduce with great precision, the exact values of the tested functions.

In the last chapter of this thesis, we define a new class of approximants which generalize the
definition of Frobenius-Padapproximation to series af-orthogonal polynomials. New results,
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which allow us to interpret a series dforthogonal polynomials as a generalization of Fourier
series, are proved. The results of the previous chapters are then generalized for this new class of
approximants, and algorithms for the computation of the respective coefficients are presented. Some
numerical results, obtained with such algorithms are also exhibited.
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Resune

Le nom de Frobenius-Padst attribé a la classe des approximants rationnels qui, dans le sens
de la cfinition de Frobenius,&éralise la @finition de I'approximation de Padoour les &ries de
Fourier. C'esta-dire, si un éveloppement formel eréege de polydmes orthogonaux est domn
pour la fonctionf(z), pour chaque paire de valeurs énéis non égativesp,q, on césigne pour
I'approximant de Frobenius-Pada fonction rationnell&l[P/9(z) /DIP/d (), ou NIP/9 (2) etDIP/d (2)
sont des polyames des degs, respectivemen e g, tels que sont nuls les premiers coefficients de
la £rieDIP/d(z) f (z) — N[P/d(z), jusqu?a I'ordre aussi grand qui possible.

En dépit de I'analogie dans leséiinitions, les prol@mes dans le calcul des coefficients des
approximants de Frobenius-Radsont sensiblement distincts dans le cas de I'approximation de
Pack. Telles diferencestant une corexjuence du fait du produi (z)P;(z), de deux polydbmes
orthogonaux pouvoir avoir une réggentation, dans la ba$g, }, sensiblement distincte du cas du
produit des puissancég! =71, ce travail fait appel exhaustivement a des preips des polydmes
orthogonaux.

Le travail est évelop@ dans la &solution de trois probimes: esoudre, de facon efficace,
le syseme desquations ligaires assoeiau calcul des approximantsgigre par le systme de
Frobenius-Pagt calculer les endesh; ; de la matrice de ce syshe;éviter la €solution du systime,
calculant les approximations pdraurrence.

En ce qui concerne les eatrs de la matrice du syshe de Frobenius-Padde nouveauésultats
sont pesengs, permettent le&eloppement d’un algorithme de calcul, &asir les coefficients de
linéarization du produit des polgmes orthogonaux.

Relativementa la esolution des syémes de Frobenius-Fadon é&montre que les matrices
respectives satisfont ugguation de 'displacement rank’. Ce fait est expldans le @veloppement
d’un algorithme rapide deesolution des sy8tnes.

Démonté un eésultat qui relie formellement les coefficients de &sies de Fourierf (z), avec
les coefficients de laésie zf(z), de nouveauésultats sont @senés, mettant erevidence des
relations entre les composants, c’astlire nunérateur, @nominateur et erreur, des approximants
adjacents dans le tableau de FrobeniusePaes relations,&réralisant desasultats analogues dans
le tableau de Pa permettent parcourir le tableau dans quelques directionésBas ces relations,
des algorithmes pour le calcugaursif des approximants, sontégenges et programés. Les
programmes ongte exami®s avec sua@s, et les@sultats mettent e@vidence une grande statilit
nunmérique des algorithmes, car les approximants cakoeproduisent avec grandeegision, les
valeurs exactes des fonctions exae@s.



Dans le dernier chapitre de la&be, une nouvelle classe des approximantsadstid, geréralisant
la définition de I'approximation de Frobenius-Radgour des&ries de polydmesd-orthogonaux.
De nouveaux@&sultats, permettant integier une érie de poly@mesd-orthogonaux comme une
géréralisation de uneésie de Fourier, sont peengs. Les esultats des chapitresgueédents sont
gérerali€s pour cette nouvelle classe des approximations, et des algorithmes du calcul des coeffi-
cients respectifs sont @senés. Quelquesasultats nurariques, obtenus avec ces algorithmes, sont
donres.
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Capitulo 1

Introduc ao e motiva@o

Dada uma fungo f (z) de que se conhecem, pelo menos os primeiros coeficientes do seu desen-
volvimento formal em &rie de padncias

f(z) = Z) fiZ (1.1)

define-se o aproximante de Ra@\P) def(z), como sendo a fudp racional

[p/dls (2) =N(2)/D(2) (1.2)

ondeN(z) e D(z) sao polirbmios de graug e g respectivamente, determinados pela ccialide
o desenvolvimento emésie de Mclaurin dg¢p/qj; (z) coincidir com o def(z) tao longe quanto
poss$vel [7].

Assim, o @lculo do aproximante de Pafp/q; (z) consiste na determinag dosp+ 1 coefici-
entes de

p .
Nz =Y a7 (1.3)
2,
e dosg+ 1 coeficientes de
a .
D(2 =Y bZ (1.4)
2 i; i

Umavez que em (1.2) existe um factor multiplicatizmmulo arbitario entreN(z) eD(z), temosp+

g+ 1 coeficientes a determinar, 0 que sugere que, normalmente, podemos esperar do aproximante que
a sua exparg® em &rie de pokncias coincida com a da fuing aé a ordemzP*4, isto &, utilizando

nota@o de &ries formais, temos a seguinte defaad7]

Definicao 1.1 O aproximante de Pat[p/q|; (z) &€ uma fungo racionalN(z)/D(z) tal que

D(2)f(2) — N(2) = O(zPT4+1)

N < p, D < g (1.5)

O dmbolodP utiliza-se para designar o grau do pélinio P e o $mbolo O(Z") para designar uma
série cujos coeficientes@to termo de gran— 1 sao nulos.



2 CAPITULO 1. INTRODUGAO E MOTIVACAO

Substituindo (1.1), (1.3) e (1.4) em (1.5) encontramos as éggac

z bifj:ak,k:O,...,p (1.6)
i+]=k
Z bifi=0k=p+1,...,p+q (1.7)
i+)=k

As equades (1.7) constituem um sistema horéngo deg equades nag)+ 1 incognitashy, ..., bg.
Logo, existe uma sol@p rao trivial. Calculados ds;,i =0,...,qd, com (1.6) calcula-se directamente
osvaloresde;,i=0,...,p

O trabalho desenvolvido nesta tese, envolve uma classe de aproximantes racionais que consti-
tuem uma generalizag da aproximapo de Paéd, no sentido em que se aproxima uradaesfazendo
coincidir os coeficientesab longe quanto pos&l. A generalizago consiste em aplicar a mesma
definigdo de aproxima®p a outro tipo deésies, que &o as éries de p@ncias.

Sejaf(z) uma fun@o definida por um desenvolvimento eétie de Fourier

f(29= fiR(2 (1.8)
i; 11
onde{R };, constitui uma farilia de poliromios ortogonais, definida pelas coriiés de ortogona-
lidade 7
b
(R,P)=  RXPj(x)wW(x)dx= W, i,j>0 (1.9)
a
compi = (R.R) = R e
h= (LR P20 (1.10)

De facto, os desenvolvimentos ekrig de politbmios ortogonais a considerar podem ser mais
gerais do que os introduzidos em (1.8)-(1.10), seguindo o formalismo de [32], podemos considerar
outras formas lineares, generalizando a forma integral (1.9), actuando no espaco dogipslin
SendoP um espaco vectorial de pomios e’ o0 espaco dual d®, isto & o conjunto das formas
lineares actuando em, a suces®go {P },., C P & dita ortogonal se existe uma forma 2’ tal que

{ (U,PP) = Wwdj, 1,j>0
W= (uR?) #0

Multiplicando em (1.8) ambos os membros [®(z) e aplicando a forma obtemos, em analogia
com (1.10),

1 .
fi:a<u,fP,), i >0.

Generalizando o formalismo da defia@; de aproximego de Paé (1.5), podemos procurar
fungdes racionais

?p.a(2) = N(2)/D(2)
com

NG = 3 aR(2). D@ = 3 BA()



que, partindo do conhecimento de apenas Umero finito de coeficientes darge, aproximent (z)
no sentido da aproximao de Paé, i.e., cujo desenvolvimento erarge coincida com o dé(z) tao
longe quanto po$eel.

Na construgo destes aproximantes de Bagkneralizados, encontramos uma diferenca funda-
mental em rela@o aos aproximantes de BadEnquanto que, quando tratamos elées de pdncias,
a lei de multiplicago

27 — 7]
conduz a que sejam formalmente, i.e., termo a termo, equivalentes as é&press

f(2) —N(2)/D(2) = 0(z"*9*1) (1.12)
e

f(2D(2) — N(2) = O(z"T9+1) (1.12)

no caso generalizado, encontramos leis de multilicague podem assumir um aater menos

elementar,
i+

R(2Pj(2) = kZOdijkPk(Z)

com coeficientesl;, ditos coeficientes de lineariZag do produto de dois polimios ortogonais.
Com estas leis de multiplicag, deixam de ser equivalentes as codes;(1.11) e (1.12) e somos
conduzidos a duas generalibag distintas de aproximag de Pad.

A funcao racionalp, q(2) cujo desenvolvimento enege relativo ao sistemgP(2) };.o coincide
com o def(z) att & ordemp+ g, chama-se aproximante de Ra#o linear. Logo, temos

f(2) — @¥pq(2) = O(Pp1q+1(2))

Esta defini@o conduz a um sistema de eqdeg o lineares. Os problemas da e&rstia e unicidade
de solu@o, bem como o estudo de algoritmos éé&ualo destes aproximantegcsdistintos e @&o se
enquadram no trabalho desenvolvido nesta tese.

Com o objectivo de obter aproximantes racionais, com melhores propriedades de aggoximac
que a aproximagp de Pad, no sentido da norma uniforme ou no sentido de uma normardemos
guadrados, em [10] generaliza-se o formalismo da aproXimee Paé, considerando a expréss
(1.12), para fun@es da forma

t2=Y fia(,
i==0
e definindo um aproximante de ordépyq], como a fun@oNp(2)/Dq(2), comN,(2) = P sa@a(2)
eDq(2) =3 obi@(2) tal que

q p

% f.cn(Z))(i;waZ)) i;acn(Z) i;am(a (1.13)
comv tao grande quanto pdssl. A expresdo para o erro de aproxin&gy;., e®(z)/Dq(2)
justifica a motivago da definigo: Se@(z) = Ti(z) & o poliromio de Chebyshev de grauenfo
a norma uniforme do erré suposto ser menor do que a obtida com a aproximae Paé; Se
@ (2) = R(2) € o polirbmio ortogonal com respeito ao produto interno (1.9)aemt aproximago de
Pack generalizadé suposto constituir uma boa aproxirdaglef (z) na norma(P.,P.>% [10].



4 CAPITULO 1. INTRODUGAO E MOTIVACAO

A mesma definigo de aproximao de Paé generalizada pode incluir fubgs@ (z) nao polino-
miais. No entanto, as propriedades destasdGaa@presentam-se como fundamentais, desde logo,
no problema do&iculo dos coeficientes e b; das componentes, i.e. numerador e denominador, dos
aproximantes. Send(z) = ;- fig(z), ondeq (z) sao fun@es satisfazendo a lei de multipliéaxg

@ (2)9(2) = Zdijk(px(z)a i,j>0 (1.14)

enfio os coeficientefy }F , e {bi}? o, do aproximante de Padyeneralizado

(2)/Dq(2) Zai(ﬂ Z)bl(ﬂ

sao determinados pelo sistema de e@udqmeares

S dijkfibj = a, k:O,...,V

comay = 0 parak > p [10].

Este resultado, i.e. o facto de alculo dos coeficientes destes aproximantes conduzir a um
sistema de equaes lineares, justifica a desig@dacde aproximantes de Fatineares, e constitui
uma vantagem relativamente aos aproximantes de Fadlineares.

Com o mesmo formalismo, no caso fig};., constituir uma base de fudes ortogonais,

@ (2 =w(29R(2),i>0

sendo{PR };-, uma fanilia de poliromios ortogonais, em [25] define-se um aproximante de& Pad
generalizado, de ordefp/q], como a fungo

2 iiaﬂ(z)/ib@«z)

satisfazendo a condig

q
2) gobiQi Zjap I>p+qHaF’.(Z)

onde{Qi};, constitui uma farilia de polirbmios ortogonais ditos complementares.

Este trabalh@ devotado aoalculo dos coeficientes de aproximantes degRggheralizados, no
sentido desta defirip, para gries de polibmios ortogonais

2) = i; fiR(2)

i.e.@(2) =R (2), i >0eparaocasodeafala {Q }., de poliromios complementares considerada
para o desenvolvimento do denominador, coincidir com alia{PR },. , dos poliromios dados no
desenvolvimento daésie e considerados para o desenvolvimento do numerador. Logo, 0s aproxi-
mantes a considerar, designados por aproximantes de FrobenaigMF&) def(z), constituem a
funcao racional

N _ 3PoaP(2

D(z)  5iLobiR(2)

[p/d)f(2) =



tal que
D(2)f(2) ~ N(2) = O(Pp+q:1(2)). (1.15)

O caso particular em gqui(z) = Ti(z) sdo os polidmios de Chebyshe¥ tratado em [2] e
[12]. O dalculo dos coeficientes dos aproximantes neste @particularmente simples devido a
algumas propriedades particulares destes pulios, que Bo €0 partilhadas por outras félas
de polirdomios ortogonais. A lei de multiplicae Ti(2)Tj(z) = (T;i—j(2) — Ti+j(2))/2 envolvendo
apenas dois polimios no segundo membro; a rélagle reco@nciazT(z) = (Ti+1(2) — Ti—1(2))/2
com coeficientes constantes; e a exfessxacta para os zeros dos poiimios de Chebyshev,
sao propriedades destes pdimios, que permitem obter algoritmos particulares, mais eficientes
do que para o caso geral. Em [5], apresenta-se wmaufa, atribuida a Paszkowski, dalculo
dos coeficienteg; e b, para este caso particular dos poétimos de Chebyshev. Apesar da iaeg|
importancia destes polamios, o sentido dado a esta tese, procurando explorar o caso geral de uma
familia de polirbmios ortogonais, conduz a que este camseja tratado neste trabalho.

Em [25], apesar de a defigig de aproximante ser apresentada coraatar geral, apenas se
considera, nos exemplos ilustrativos dos resultados, o caseriés sm polibmios de Legendre.
Em [34], onde se demonstram alguns resultados de cdwveirydestes aproximantes para o caso
dos poliromios de Legendre, os resultados apresentados respeita@ntaatbcaso particular dos
polinbmios de Legendre. Apesar disso, o trabalho apresentado nestes dois artigos, tem gé&aeralizac
imediata edbbvia, para outras faiias de polibmios ortogonais, e serviu de inspidacfundamental
para esta tese.

O objectivo da tes@& a implementdip de novos algoritmos deéalculo dos AFP. O trabalho
desenvolve-se na resolut de tés problemas: resolver, de forma eficiente, o sistema de &egiac
lineares associado adlculo dos aproximantes; calcular as entradas da matriz deste sistema; evitar
a resolu@o do sistema, calculando os aproximantes por renoia.

Introduzida uma normalizag, na definigo de AFP, no cdfulo 2 mostra-se que um aproximante
da forma

P aR(z
P/af () = — 2203
Pa(2) + Yo biR(2)
existe eé (inico se
hpr10 - hprig
Hp/d — :
hp+q70 e hp+q7q_1

€ uma matriz regular, ondg representa o coeficiente 8¢z) no desenvolvimento enese formal
Pi(2)f(2) = %hmF’l(Z).
i>

Além disso, definindo

hoo ... h07q_1 th hp+17q
Glr/d — SR : . glPd = : ehlP/d —

hp70 hp7q—1 hpq hp+q7q

enBo os vectoreb = (by,...,by)" ea= (a,...,ap)", dos coeficientes dos aproximantes, podem
calcular-se por
HIp/d . p = —np/d
{ a=GP/d.pgr/d
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O problema do&lculo dos coeficientds ; est resolvido em [34] e [25], utilizando um algoritmo
recursivo que permite calcular cada uma das colunas da matdasta dos elementos das duas
colunas anteriores. Na séax2.2.2 € apresentado um algoritmo novo, baseadocoeficientes de
linearizag@o dos polirbmios ortogonais, i.e os coeficientkg da represent@p

1+]

R(2Pi(2 = ) ; '|dijkPk(Z)-
N

Estes coeficientes de linearizacpodem calcular-se por recencia [28]. A utilizago dos coefici-
entes de linearizé&p, permite evitar oalculo de toda a matriz, reduzindo o volume de aktica
envolvido nos algoritmos. Este facto particularmentditil, juntamente com os algoritmos do
cagtulo 3, para os quais da mat##P/9 apenas temos de calcular duas linhas e uma coluna.

Na lltima sec@o deste cdfulo, desenvolve-se um algoritmo que, explorando a éslaptre 0s
sistemas de Frobenius-Radssociados a dois aproximantes consecutivos da mesma linha, permite
calcular recursivamente a factoriza¢.U das matrizes. Este processo permite calcular uma fa@ess
de aproximantesa custa da resol@® de uma suceds de sistemas triangulares. Testado com
diversas funges, e calculado um grandéimero de aproximantes em cada linha da tabela, os
resultados apontam para grande estabilidade do algoritwosentendo observado em caso algum,
um aumento significativo do erro com @mero de itera@es do algoritmo.

Como quantidades auxiliares dalaulo, neste algoritmo,a® produzidas estimativas para o
erro na aproximaio racional. Em alguns dos casos testados, esta estimativa mostrou-se capaz de
acompanhar de perto o erro calculado com a expoessacta da furdp.

No captulo 3 a estrutura da matrid[P/9 & explorada, utilizando o conceito desvio de ca-
racteristica[20], [26]. Na sec&o 3.2, demonstra-se que a matriz satisfaz uma éguae desvio
de caractéstica. Na sed@o seguinte, esta estrutradentificada como correspondendo a matrizes
tipo Hankel polinomiais. Para esta classe de matrizes, existe um algoépitm rde factorizaip
LU, i.e um algoritmo que permite calcular a factor@agriangular de uma matrizx n em O(n?)
opera@es aritnéticas elementares [21]. Este algoritmo, envolvendo os zeros doémpaimortogo-
nais, mostra-se promissor para 0s casos que envolvaitiasuae polibmios ortogonais de que se
conhecem os respectivos zeros. Sendo aliaihos poliomios de Chebyshev um desses casos, fica
em aberto o estudo da apliéacgeneralizada, i.e. para qualquer fizZmde polirbmios ortogonais,
deste algoritmo. O trabalho desenvolvido @mmbito desta tese, procurou seguir outro caminho,
gue se mostrou mais adequado ao caso geral, de umbafae poliromios ortogonais em que o
conhecimento sobre os valores dos respectivos &dinstado.

Um algoritmo &pido alternativo, evitando catculo dos zeros dos pobmios ortogonaisé
apresentado € testado com sucesso na ser@.4. Com o objectivo de comparar resultados,
resolveram-se os sistemid$” 9 . b = —hlP/d utilizando o algoritmoapido proposto, e comparam-
se os aproximantes calculados, com os obtidos com uma rotinagéisolvendo um sistema
de equages lineares com uma matriz gegita de coeficientes reais utilizando factoréaatU
baseada na eliminag de Gauss com pivotagem parcial). Os resultados mostram-se significativa-
mente favoaveis para o algoritmapido novo, fornecendo nalguns casos, aproximantes capazes de
reproduzir os valores das fuigs testadas, com erros absolut@imos, \arias ordens de grandeza
menores.

Os resultados obtidos mostram-se precisos, mesmo com matrizes mal condicionadasadNa secg
3.4 apresenta-se uma explidagpara este facto, relacionando osdess resultantes da resofg



dos sistemas com arigtica de prec&o finita, com a perturb@e introduzida na condéo (1.15).

O algoritmo foi igualmente comparado com dois algoritmos recursivos apresentados em [34].
Nos testes realizados, o algoritné@pido proposto neste trabalho, mostrou-se mais/ebtio que os
algoritmos recursivos, no sentido de que os aproximantes de ordem superior calculados, aparentam
menor perturba@o facea acumulago de erros.

Resolvido o problema da implemendacde um algoritmo eficiente para alculo de um apro-
ximante, o caftulo 4 trata do problema daatculo recursivo de sucdsss de aproximantes. Neste
cagtulo, apresentam-se resultados novos, estabelecenddegkagtre as componentes, i.e. numera-
dor, denominador e erro, de aproximantes adjacentes na tabelaglgdPadalizada. Estas refess,
generalizando resultadosaogos na tabela de FaR], [7], permitindo percorrer a tabela er@rios
sentidos, mostram-se apropriadas para a implen@ntam algoritmos deéatculo recursivo dos
aproximantes.

Diversas relages de progres® na tabela de Frobenius-Rdadram apresentadas. Para ilustrar
a sua utilizago no @lculo dos aproximantes, nas seées 4.3.1 e 4.3.3 apresentam-se algoritmos de
calculo de suceé®s de aproximantes, respectivamente, de uma linha da tabela e de duas diagonais
adjacentes. Ambos os algoritmos foram avaliados e comparados com outros algoritmos, em termos
do volume de aritrtica envolvida.

Programados os algoritmos, os testes realizados revelaram que os algdiranicgentemente
robustos para calcular as aproxirdasg racionais com grande prews As suce$ges de aproximan-
tes calculadas, produzem valores convergentes para os valores exactos.

Para testar o comportamento dos aproximantes para umacfwiesconhua, tomou-se como
exemplo uma furpo "salto’de que se conhece um desenvolvimento ére gle polidmios de
Legendre. Para@m de reproduzirem com grande précisna generalidade dos pontos no intervalo
de aproximago, os valores exactos da f@m; os aproximantes calculados destacam-se pelo seu
comportamento na vizinhanca da singularidade. O designadonfamo de Gibbs, traduzido pelo
aumento da amplitude das oscid@s do erro perto da descontinuidade da#ar@], € significativa-
mente amortecido com as aproxirbas calculadas neste trabalho.

Calculadas diversas sucées de aproximantes para uné@is divergente, os testes revelam a
capacidade destes aproximantes de reproduzir, com grandeaprecss valores da fudg. No
exemplo apresentado, referido na literatura como constituindo @meedivergente em todos os pon-
tos, obém-se resultados quéa K0 significativamente piores, em termos do erro relatiéximo
observado num intervalo de valores, relativamente a outro exemplo utilizado coméumales
Fourier convergente.

Os algoritmos propostos revelaram ainda, a capacidade de produzir estimativas para os erros na
aproxima@o da fun@o que se mostraram@imas dos erros calculados. Estas estimativas dos erros,
sao calculadas utilizando quantidades auxiliares, intervenientes nos algoriwogpnesentando
por isso, qualquer esforco adicional deauilo.

No Gltimo captulo, estuda-se a possibilidade de generadimados resultados dos éapos
anteriores. A nogo de biortogonalidade [6], [15% considerada como uma generaléaaga nogo
de ortogonalidade para poimios. No mesmo sentido, umarg de polittmios biortogonais,
constitui uma generalizag das éries de Fourier [6], consideradas nositsps anteriores. Do
caso geral dos polamios biortogonais, destacam-se os ptios d-ortogonais, pelo facto de
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satisfazerem uma relag de reco@&ncia de orderd + 1.

Neste cafiulo, apresenta-se a generalidagdos resultados dos éapos anteriores, aésies
de poliromios d-ortogonais. Na primeira se#g, introduzem-se novos resultados relativos aos
coeficientes do desenvolvimento eéris de politmiosd-ortogonais de uma fudg. Alem disso,
demonstram-se propriedades de praj@cdas somas parciais destasies, permitindo interpretar
uma €ried-ortogonal, como uma generaliZax;das éries de Fourier [14].

Na sec@o 5.1.3, a ndgo de aproxim&p de Frobenius-Péace generalizada a estasrigs, e
introduzem-se novas defi@ies relacionadas com esta generabizac

Na sec@o 5.3, demonstra-se que a matriz associadékolo dos coeficientes destes aproxi-
mantes generalizados, satisfaz uma egoate desvio de caractstica. Este facto permite obter um
algoritmo épido de decomposigLU, comO(dc?).

Generalizado o resultado que relaciona os coeficientes de @neade Fourierf(z), com os
coeficientes dagsiez f(z), ao casal-ortogonal, na se@p seguinte, apresentam-se resultados permi-
tindo generalizar ao caso da aproxifdagle Frobenius-Padkem &ries de polibmios d-ortogonais,
as relages tipo Frobenius encontradas noitalp 4. Um algoritmo, calculando uma sucassie
aproximantes de Frobenius-Rageneralizados pertencentes a duas diagonais adjacentes da tabela,
foi programado e testado com diversos exemplos. Os resultados obtidos revelam que o algoritmo
possui as mesmas qualidades de estabilidade dos seusheoeg do cdfulo anterior.

Por Gltimo, generaliza-se para @lculo de suceges de aproximantes de Frobeniusédd
ortogonais, pertencentes a uma anti-diagonal da tabela, o algoritmo de tipo Kronecker, apresentado
em [34] para o caso da aproxinggde Frobenius-Péadem &ries de polibmios de Legendre.

Os aproximantes generalizados, calculados com os algoritmosidkasie captulo, revelaram
propriedades semelhant&s dos aproximantes de Frobenius&adomeadamente, as sudessde
aproximantes calculadas, quando fixada uma abcissa, com a pamgnesslinhas e nas colunas da
tabela, produzem valores convergentes para os valores exactos da. fubigersas sucedss de
aproximantes paraésie de polidmios d-ortogonais, foram calculadas e os resultados comparados
com AFP, obtidos para as mesmas fes.

Os diversos algoritmos apresentados na tese, foram programadestean 90. Utilizou-se
o compilador e as rotinasabicas fornecidas com o pacaticrosoft Fortran PowerStation 4.0.
Algumas operai@es inclidas nos algoritmos, recorreis rotinasMSL incluidas neste pacote. Todos
os programas foram implementados com agiina de dupla prec®.

Os gaéficos e as tabelas de resultados apresenta@logesados pela fuig Plot do programa
Mathematica. Os coeficientes dos aproximantes, bem como o primeiro termeridad® erro neste
algoritmo, $o calculados pelo programa implementado Femran e escrito, com 16 algarismos
significativos, num ficheirdSCIl. Em Mathematica implementou-se uma rotina que éstes co-
eficientes e, utilizando as suasprias rotinas dealculo dos polidmios ortogonais, constroi os
aproximantes de Frobenius-Rad



Capitulo 2

Aproximacao de Frobenius-Paé

Este caftulo trata da aproxima@p Frobenius-Pa das suas propriedades e dos problemas asso-
ciados ao alculo dos coeficientes do numerador e do denominador. Na primeigosetpduzem-
se as notdies e definiges utilizadas no restante desenvolvimento da tese. Em particular, definem-
se o0s sistemas lineares e as matrizes associadadcatocdos coeficientes dos aproximantes de
Frobenius-Pa&l Na segunda se@g apresentam-se adSrifnulas de aélculo dos elementos destas
matrizes, e na seag 2.3 deduzem-se algoritmos dgatllo dos coeficientes dos denominadores dos
aproximantes, baseados nalaulo recursivo da decompoaigLU das matrizes, e apresentam-se
alguns resultados nuricos. Na se@p ?? comparam-se 0s aproximantes de FrobeniugRach
os aproximantes de Padem termos das propriedadeséddgcas de uns e de outros. Nhiima
sec@o apresentam-se novos resultados referentes a desdigificientes para o aparecimento de
singularidades na tabela de Frobeniusé&ad

2.1 Notag®es e definiges

Seja{P(2)};-o uma fanilia de poliromios ortogonais relativamente a uma funcional linear ou
formau, i.e.
<u)P|PJ>:M6|17 |7J:0717

ondey; = (u,PR) = ||R (z)||§ # 0eg;; € o Smbolo de Kronecker e sejiz) uma fun@o de varavel
complexa, dada pelo desenvolvimento de Fourier

f(z) = Z) fiR(2)

ento 1

Para estas fuiigs, definem-se os aproximantes racionais:

Defini¢do 2.1 [25], [34] Para cada par de valore, g € N, define-se o aproximante de Frobenius-
Pacé (AFP) de ordenfp,q) de f(z), como a fungo racional

NIPA(z) _ 5P0aR(2)
DIP/d(z) ~ ST, biP(2)

(p/qf(2) =

9
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tal que
DIP/A(2)f(2) - NIP/Y(2) = O(Pp.q:1(2))

Desta definigo resulta que os coeficien@s...,ap e by, ..., by satisfazem a equag

q p
biR(2)f(z) - aP(2) = R 2.1
i; (2)f(2) i;a. (2) izp;ma (2) (2.1)
Definindo [34]
R(@f(2 = h;iPi(2
J;J i
com .
hji = m (u,R(2)Pi(2)f(2)) (2.2)

e substituindo, obtemos

d P
J; (ém,@) Pj(Z)—i;aipu(Z) = in;Hlap.(z) (2.3)

Agrupando os coeficientes, conithos que (2.1§ equivalente a

Siohiibi=aj, j=0,...,p
{ Siohjibi =0, j=p+1,...,p+q. (2.4)

As (ltimasg equa@es constituem um sistema linear horaongo nas|+ 1 incognitasb;. Calculados
osbj, os valoresa, ..., ap podem calcular-se directamente a partir das primgirad equages.

Podemos concluir que, para calcular o AlBPq|? (z) temos dois problemas a resolver:&aulo
dos coeficientelj;, j=0,...,p+4q, i =0,...,q, problema que sartratado na seép 2.2.1; e a
resolu@o do sistema dg equa@es lineares homégeas

hp+1,0 cee hp_l,_]_’q bO O
H-b= ; ; L = (2.5)
hp+q70 e hp+q7q bq O
nasqg+ 1 incognitashy,... bg.
Logo, definindo
[ hOO “en h0~q71 [ th
Glp/d — S ; ’ gP/d = :
_ tl il - 2.6
hpr10 - Nprig-1 hpi1q (2.6)
Hlp/d — : - - hir/d — :
| Mpigo -+ Ppigo-1 | Ppiqq

obtemos a seguinte propo&a;
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Proposigio 2.1 SedetH[P/d) £ 0, engio o sistema (2.5) admite uma sdiaginica tal queby = 1.
Além disso, obtemos o AFP
p
aP(2)
2

g-1
Py(2)+ S bjPi(2)
q % iF]

[p/dlf (2) =

resolvendo pard = (by,...,bg_1)", 0 sistemay x q
HP/d . = _plp/d (2.7)
e calculandaa = (ap, . .. ,a,o)T a partir de

a=GP/d.p4 g/

Desta propos#po, resulta que oatculo dos coeficientes d@/q]%(z) necessita dos elementos
hi,j7 [ :Oa"'7p+qa J :Ov"'aq

A matriz H[P/9 designa-se panatriz de Frobenius-Pa&l e (2.5) constitui unsistema de Frobe-
nius-Pae. Tal como na aproxim@p de Paé, os AFP podem representar-se numa tabela bidimen-
sional, onddp/qJ¥ (z) ocupa a pos#o definida pela linha e a coluna. Esta tabela designa-se por
tabela de Frobenius-PaTFP).

Definicao 2.2 A tabela de Frobenius-P&dk normal se e@se
det(H[P/) 0, p,g>0

Esta defini@o implica que [34]:
1. Para cada paip,q), temos quédN!P/4 = p e aDIP/4 = . Isto implica que todos os aproxi-

mantes de uma TFRe distintos;

2. O coeficiente do primeiro termo da expaasem &rie do erro (2.1% réo nulo.

Em todo este trabalho, considera-se um ABR)¢ (z) normalizado sé, = 1. Com esta norma-
lizacdo, o resultado da propo&ig anteriote suficiente para garantir a unicidade do aproximante de
Frobenius-Pa@l[p/q]¥ (z), como se expressa no cddb seguinte.

Corolario 2.1 SedetH!P/9) + 0, enfio o aproximante de Frobenius-Ralgh/q)f (z) = NIP/d(z) /DIP/d (z)

tal que
ap#0

€p+q+1 7 0
existe e2 (inico.

No resto deste céfolo, as definiges aqui introduzidasie utilizadas para enunciar os principais
problemas relacionados com alculo dos coeficientes dos AFP. No tafp 3, as propriedades
dos coeficienteh; j sao utilizadas para introduzir novos resultados que permitem obter algoritmos
rapidos de resol@p do sistema de Frobenius-Bad
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2.2 Calculo dos aproximantes

Como ficou exposto em 2.1, lculo dos coeficienteg }, e {b; f‘;ol do aproximante norma-
lizado 0
Yi—0&P(2)
Lo biR(2)+Py(2

envolve em geral &s fases: oaculo das entradds; da matriz de Frobenius-Pagda resolugo do
sistema Frobenius-Pa#i[P/d .h = —h[P/d em ordem ; o calculo dos coeficientes directamente
pora= Gle/d . b+ g[p/fﬂ_

[p/qf(2) =

A definigao dos elementds; permite deduzir duafmulas de @lculo distintas, apresentadas
nas secgies seguintes, cujas vantagens relati@gasdistintas, como veremos, conforme o algoritmo
de dlculo dos coeficientes do aproximante que se pretende utilizar.

A normaliza@o introduzida na AFP, e a matriz de FrobeniuséRadla associada, permite obter,
nadltima parte desta se&g, um algoritmo dealculo recursivo dos coeficientes dos denominadores
dos aproximantes por decomp@si¢.U da matriz.

2.2.1 Glculo recursivo dos coeficienteh; j

Da defini@o (2.2), dependendo da funcionalndo resulta em geral, uma formaatica de
efectuar o élculo dos valoredy ;. No entanto, desta expr@ss resultam imediatamente duas
propriedades: a primeira permitindo calcular a primeira coluna da matriz

)

1 .

hioza<u,f(z)l3.(z)>:fi, i >0;

e a segunda, estabelecendo alguma "simetria”’entre os elementos da matriz

hii=Rhy, ij>0 (2.8)
H;j

gue nos permite reduzir o esforco ddauloa parte triangular inferior da matriz.

Sendo{P(2)};-, uma fanilia de poliromios ortogonais, de entre outras propriedades carac-
teristicas conhecidag, sabido que satisfazem uma réagle recoé&ncia de ordem 2

zZR(2) =
Po(2)

iP+1(2 +BiR(2 +VvP-1(2), vi#0,i>0 (2.9
1, Pu(2)=(z—Bo)/d0

Esta relago de recog@nciaé a chave para a demonsfiagda propos#&o seguinte, estabelecendo
uma relado entre os coeficientes de Fourier dagesf (z) eg(z) = zf(2).

Proposicao 2.2 Se f(z) = 50 fiR(2) e 9(2) = z1(2) = Ji>09P(2) sdo duas éries de Fourier
formais e{PR }i>o & a fanilia de polinbmios ortogonais satisfazendo a redacde recoréncia (2.9),
enéo
{ g =0i—1fiia+Bifi+vieafiva, 121
do=Pofo+Vy1f1
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Demonstragio. Multiplicando porzambos os membros dgz) = 3, fiP (z), obtemos
di2)= fizR(2)
i; i£n
SubstituindazR(z) pela expres#o dada por (2.9), temos que
i;gipl(z) = i; fi(aiP11(2) +BiR(2) +ViR-1(2)

= (Bofo+Y1f1)Po(2) + _zi(ai—lfi—l +Bifi +viafiz1)R(2)

e o resultado fica demonstrado pela unicidade da repregentag €rie de Fourier no sistema de
polinbmios ortogonaigP }i>o. m

Em [34] mostra-se que os coeficientes satisfazem a rel@p de recogncia

1 Miga

hi,j+1:E( aihi+1,j+(ﬁi_ﬁj)hi,j+M_lwhi—l,j_yjhi,jfl% ihj>1 (2.10)
i

Com o resultado da proposig anterior, podemos obter, de forma independente da utilizada em [34],
uma relago de reco@ncia envolvendo os mesmos cinco coeficientes de Fdwrier

Proposigao 2.3 Definindoh; ; como sendo os coeficientes de Fourier do desenvolvimentérén s
Pi(2)f(2) = Yi>0ohi,jR(2), j >0, pelo menos formalmente, e fazemde j = h; _1 =0, j >0, temos
que

1 .
hijy1= E(Giflhiij +(Bi —Bj)hi,j + Virzhitj —yjhij-1), i,j >0 (2.11)
i

Demonstrag@o. A partir da rela@o de recogncia (2.9), podemos escrever

PLa(2)1(2) = ;«z—sop,-(z)—vjpj1<z>>f<z>, P>1
© 1
P21 = o (2- o) 12

logo, aplicando a proposig anterior fungozP, (z) f (z) e a defini¢o deh; j, obtemos

1
Zjhi,jﬂpl (2) = —((Boho,j +Y1h1,j)Po(2) + Zl(aiflhifl,j +Bihij + Vit1hiv1,)R(2)
is aj

—Bj _;hmPl(Z) =Y _;hi,j_lP.(Z)% j>1

hi1R(z) = alo((ﬁoho,o +y1h10)Po(2) + 'Zl(ai—lhifl,o +Bihio +Vi+1hi+10)P(2)
- Bo_Z}hLoH(Z)) i

i>

e o resultado fica demonstrado igualando os coeficientes de ambos os membros nestas duas igualda-
desm
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Da teoria dos poliomios ortogonais, concretamente das propriedades dos coeficientes @a relac
de recoréncia (2.9), podemos concluir que as duas fiag2.10) e (2.11)a® equivalentes. De
facto, das definies apresentadas em [24], podemos deduzir que

_ Ki— 114
Kiki—1

)

ki ki
Bi = E - ﬁv Yi
ondek; ek 3o os coeficientes da represediac
R(2=kZ+kZ 1+
Com estas@rmulasé imediato concluir que
OiMi+1 =VYi+1H, 1 >0
e este resultado aplicado a (2.838uficiente para mostrar que esta eqod&cequivalente a (2.11).

A vantagem da rel@p (2.11) relativamente a (2.10) reside no facto@@envolver as quantida-
desy;. Se, para o caso dos pdiimios ortogonais élssicos estas quantidad@e $em conhecidas,
ver [24], rho apresentando a sua utilizacqualquer problema, para a apli@agos resultados a
séries de polibmios mais gerais, este facto pode ter im@ocia na implementé@gp dos algoritmos.
Esta vantagenrg particularmente nétia nolltimo captulo desta tese, onde se trata de generalizar
os resultados obtidos para a aproxigagle Frobenius-Pada €ries de polibmios consideradas
como generalizando aérées de Fourier.

Para construir um algoritmo deédlculo dos elementos, ;, baseado na relag de recogncia
(2.11),€é necesario notar que, devida estrutura da rel@g, envolvendo os elementos

hi_a
hij—1 hij  hijee,
hitaj

para calcular toda a colurjaaté a linhap+ g (como requer o&lculo de[p/q]'f: (2)), A0 neceswios
os valores dos elementos da colynal at a linhap+q+ 1. Assim, para alcancar os valores da

colunaq temos de calcular todos os elemertios i =0,...,p+29—j, j=0,...,q
[ hoo ho 1 - hog-1 hog |

hpigr10 Nprgr1r - Nprgrig-1

hpi2g-1,0 Npi2g-11
Pp1-2q.0

Este facto revela outra diferenca da aproxigmade Frobenius-Padrelativamenté& aproximago
de Paé: enquanto que na situsg chssica, da aproximag de Paé para éries de pdncias, a
constru@o do aproximantg/q] s (z) de ordenp+ g+ 1 envolve os coeficientes darge aéa ordem
p+q, o calculo do aproximante de Frobenius-Bath mesma ordem, envolve os coeficientesda s
fi = hi o, a a ordemp+ 2q.
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Estas érmulas podem ilustrar-se com exemplos, concretizando didatios poliromios orto-
gonais envolvida.E comum na literatura, aparecerem referidas pela mesma deBigriigersas
familias de polibmios ortogonais. Geralmente, tais polmios, diferem apenas por uma constante
de normalizago. Os dados apresentados a seguir, nomeadamente 0s coeficientesadadelac
recoréncia associada a cada fdéim de polirbmios ortogonais, correspondess designdies e
a normalizago utilizada em [24]. Os dados seguintes, que se apresentam sem qualquer outra
refeiéncia, &0 recolhidos de [24], excepto o0 caso dos potiins de Bessel. Estes exemplos, com
a normalizago aqui apresentada, servem de @fera para os exemplos de apliga@presentados
até ao final deste trabalho.

Exemplo 2.1 Os polirbmios de Legendr®(z), normalizados polR (1) = 1, i > 0, satisfazem a
relacdo de recoréncia (2.9), com

{ai—2ii++11> Bi=0, V=g, 21
GOZl, [30—

Logo, para (2.11) obtemos neste caso,

hiO:fi7 |:077p+2q
i+1 | .
hip = 2|+3f|+1+ 1f. 1, i=1..,p+29-1
T \aes Y T Y et =4l pr2g—j -1

Com a mesma normalizag, os valoregy = 2|+17 i > 0 permitem reduzir o esfor¢o délculo dos
elementos da parte triangular superior das matrizes, conforme (2.8)

2i+1 _ _
W= 21+1h1" j=1...,0,i=0,...,j-1

Exemplo 2.2 Para os poliomios de Chebyshéel(z), normalizados pofTi(1) = 1, a relaggo de
recorrénciaé

{ ZT%(2) = 5(Tia(z )+T—1(Z)), i>1

To(2) =1 Tu(2) =
Logo:
ho=fi, i=0,...,p+2q
hilzé(le‘Ffifl)a i=1..,p+29-1
Pijrn =P+ hia —hija, ij:jlil.,,.(.q._,;+ 2q—-j-1
hij=hji, j=1,...,0,i=0,...,j—1

Estes 80 dois casos particulares da classe de polins de Gegenbau@f z) correspondentes,
respectivamente,\a=1/2ev = 0.
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Exemplo 2.3 Os poliromios de Gegenbau6f" (2), v > —1/2, tais queC” (1) = (2 %) sev #£0

|
eCéO)(l) =1 Ci(o)(l) = 2/i, i > 1, definem-se pela reld@g de recoréncia

2GV(2) = #L,c (@) + 25 (), i1
Cé’<>—1, c£“><>—2vz

Neste caso, os coeficientgg podem calcular-se pela rec@ncia

hiOZfia |:O,,p+2q

i+2v i .
hll_v(i+l+vfl+l+ 1—|—Vf| 1); |_157p+2q71
h _j+v i+2v ' _'_; . _j_1+2Vh._ j=1,...,9-1
e N R I RV jr1 b=+ pr2g—j—1
e

i i+v)r(j+2v)
M+ (i+2v)

hji, j=1,...,9,i=0,...,] -1

Esta classe de polimios, por sua ve£& um caso particular dos pofimios de Jacobl?i(“’ﬁ) (2),
correspondente @ = f3.

Exemplo 2.4 Com a normalizagoP'®?) (1) = ("1%), os polirbmios de JacobR“P)(z), Rear),Re(P) >
—1, definem-se pela relag de recoréncia (2.9) com

2(i4+1)(i+y) B2 —a? _ 2(i+a)(i+P)
(2i+y)(2i +y+1) (2i+y—1)(2i+y+1) "
comy=a+p3+1

(2i+y—1)(2i+vy)’ 120

Bi =

Exemplo 2.5 Os polirbmios de Laguerrei(“)(z), normalizados com coeficiente princigak (_“1)i ,
satisfazem a reld@p de recoréncia

292 = —(+ DL @ + @i+a+ DL @) - (+ L@, i>1
LWz =1 LW@=1+a-z

Coma = 0, obtemos

hi,1=('+l)fi+1*2ifi+ifi 1 izl
i+1 i
J_|_1h|+1j 2J+1

e -
hi h hi_1j hi >1
ij+1 = |J+J_|_1 i—1,j — J+1 ij-1, L1=
Exemplo 2.6 Os poliromios de HermiteH;(2) tais quey; = i!2'\/T, definem-se pela reldg de

recorréncia

1(2)+iHj-1(2), i>1

Encontramos pardy;

) 1 .
hi1:(|+1)fi+l+§ fiig, i>1
hijr1=2(0+21h1j+hi1;—2jh -1, i,j>1
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TP (a) o 2(=1)hi
Exemplo 2.7 Para os poliomios de Bess#]| "’ (z), com normay; = (

[CECESI Ry temos [11]

)

2 . . . -

7Y (2) = Gy [(+arD(@ Ty @) -a@i+a+ DY@ i@ +a+ 2%
ZW@=1 Y"@=%%+1

coma = 0 obtemos

T 23T

hi1 fiiy, i>1

2i+3 2i—1

], i1

2.2.2 Coeficientes de linearizaéip

Analisando (2.2) vemos que se tivermos uma forma simples de representar o [ @#¢z)
na piopria base(R (2) };, tal propriedade deve produzir uma forma simples de calcular os valores
hi.j. SenddR (2), i > 0 polindbmios ortogonais; sabido que satisfazem uma lei de multipléoa{28]

i+
R(2Pi(2) = ; dijkP(2) (2.12)
k=[i—jl
onded;jx constituem os chamadoseficientes de linearizag. Substituindo em (2.2), obtemos
1 i
hij=— % dix(uRf)
M f
li—jl
1 i
=— dijkifc, 1,j=>0 (2.13)
H k:%n )

Exemplo 2.8 Um caso particularmente simples, resulta da lei de multipBcados polidmios de
Chebyshev. S&(z) = Ti(z), > 0sao os polibmios do exemplo 2.2, &t

T = 5T @+ T(2),

ousejad; j ji—j =diji+j =1/2edjk=0, [i—j| <k<i+]j. Logo, sé > |
%(fi—j+fi+1)7 iAj>1
1 s(2fg+fy), i=j>1
hi,jzlei(M—jfi—j-l-Uiﬂfiﬂ): %% j:ol)
if;, i=0

Geralmente, em (2.12) temos uma soma com mais coeficieateaulos, do que no caso de
Chebyshev, e expre®ss para os coeficientelsx, que podem envolver de formaam elementar
osindicesi, j,k. Este facto desencoraja qualquer tentativa de utliaatirecta destas exprées
para calcular numericamente os coeficietfgsutilizando (2.13), como se verifica com os exemplo
seguintes.
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Exemplo 2.9 Para os poliomios de Gegenbau&’ (z), referidos no exemplo 2.8,dada adrmula

[1]

M (4 v — 2K) (V)W) (V) (V)i i
o (i+7+V=K)(V)i+j—k(2V)itj—2

C'(9C} (9 =

(i+j—2k)! o
' KI(i —K)!(j —k)! i+j—2k

(2, i,j>1

Exemplo 2.10 No caso dos poliomios de Hermite, com a defidig do exemplo 2.6,

mEJ 2kk'< )(J>HI+J 2%(2)

Exemplo 2.11 Para os coeficientes de lineariZag do produto dos polibmios de Laguerre, referi-
dos no exemplo 2.5, em termos de uma soma hipefkjeicen[28],

¢ i+j—kw
_k:%—n (‘)

K+a+1,(k—i—j)/2,k—i—j+1)/2 N
(R e,

Por outro lado, o &lculo destes coeficientes de linear&agpode fazer-se por recéncia,
utilizando propriedades dos palimios. Os polibmios de Jacobi, de Laguerre, de Hermite e de
Bessel, constituem os chamados pifiios ortogonais élssicos. Estes pofimios satisfazem um
conjunto de propriedades bem conhecidas, de entre as quais [28]:

A relacao de recoréncia ja referida em (2.9) e que, por uma gqé@estle convei@ncia de noteip
se pode escrever na forma

ZR(2)
P_l(Z)

EoP-1(2) +&1R(2) +&2P11(2), i>0 (2.14)
0, P(z)=1

ondep =V #0, & = Bi e&2 = a; sao fun@es daindicei e rao dependem de

A equacao diferencial
oP'(2) +1P/(2) +A\iP(2) =0 (2.15)

o eT sao polirbmios enz, comao < 2 e 0t = 1, que rao dependem dee
Ai= L 10" +2t i >0:
|——§I((I— )o'+2t), i>0;
A relacao de estrutura

oP/(2) = doR_1(2) +d1R(2) + d2P1a(2), >0 (2.16)

do, d1e d> sdo fun@es dd.
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Esta notagoé utilizada no teorema seguinte

Teorema 2.1 (Lewanowicz,1996]28] Os coeficientes de linearizag em
i+
R@P(@= > dxR(2
k=[i—jl
satisfazem a reldp de recoréncia
Aobk—10i j k-1 -+ Atk jk + Aok 10 jkr1 =0, k=i+],... Ji—j[+1 (2.17)

com as condig@es iniciais

di,j,i+j+1 =0
ajd; ..
dijivj=——, 0,j>0 (2.18)
At j

ondeg é o coeficiente principal d&(z) na representa®o P (z) = az+--- ey = (u, P) e,
utilizando a notago de (2.14)-(2.16),

An= (U= 0" —A)Bm+(Ai —Aj)°Cm, Mm=0,1,2

com

Bm= Em(oﬂ()\k+mfl —Ai— }\j) - T/7\k+m—1) + dm()\k+mfl —2\i — 2)\j)
+3m (0’ (0) Ak —Ai —Aj) —T(0)A), m=0,1,2

Cm=&m(0" —1) — dm+dm(0d’(0) —1(0)), mMm=0,1,2

As expres8es dos polibmiosco e T, bem como dos coeficientes &m, dm € dos valoresy sao
conhecidas para os polimios ortogonais élssicos, i.e., para as fdmas de poliomios de Bessel,
Hermite, Laguerre e Jacobi [28].

Exemplo 2.12 Considerando os polmios de JacoUPé“’B) (2), referidos no exemplo 2.4,sabido
que [28]
2T (it (i+B+1) B
W= (<|2iiv>i!)r((il+v) i>0, y=a+p+1
o=z 1 T=(y+1)z+3, d=a-p
M= —k(k+y), k>0

(—D*(y+ Kk

T

+a)(k+
§o= 2k y—1)(2k1y) do = —(k+Y)&o
£ a®—p? d _2k(k+y)E
L (2t y - D(Ekty 1) oy !
e, _ 2kt Dkty) I

(2k+vy)(2k+y+1)’
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Logo
Am = (k+1) (k+y—1)Bm+ (A\i —A})*Cm

Bm=((1=Y)Akrm-1—2(Ai +Aj)) &m+ (Akrm-1— 2(Ai +Aj)) dm — OAkOm1
Cn=(1-Y)&m—dm—0dm

e os valores iniciais

dijitj+1=0
(Y1) (y+1§); (i +)!
LY+ )i

diji+j = , 1,j=0

No caso em qua = 3, obtemos para a classe de polimos de Gegenbauer do exemplo 2.3

(2v)k

1
(Hl)kplﬁ‘“’)(z), V=042 (2.19)
2

2

(2=

uma simplificago noavel nas érmulas de recoéncia.

Proposicgao 2.4 SeR(z) = C&V)(z) sa0 os polibmios de Gegenbauer (2.19), 2atparai > |
hij = u:jdi,j,iﬂ[fiﬂ +bigjaffivj2+ -+ biojis[fiojia+biojiafiog]- ], =11 >

com as quantidades auxiliares

A(K+2V)By 1
(2k+2v+1)Biay_1’
B = [K*— (i — ))?)[K* = (i + j +2v)?]

by = K=i—j+Lli—j+3....i+j-1

Demonstra@o. Coma = 3, obtemo<; =0ed =0, logo, tammd; =0eB; =C; =A; =0. Na
rela@o de reco@éncia (2.17) fica

Ay

kaldi,j,kflz*EUK+1di,j,k+l, kK=li—jl+1,...,i+]
(k+1) (k+2v — 1) (k+2v) o .
he= G (k27— (= 7] [(k+ 1% = i+ +29)
Ao = (kHL((ikj\sV_l) [t 2v =12 - )7 [kt 20— 22— i+ +-2v)]

Apbs substituigo e simplificago, verifica-se que

Ao
2 _ _p
A K

logo
Mk-10i j k-1 = by 10 j ki1
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Umavez quel j i j+1 =0, ento todos os coeficientes;  sdo nulos s&tem a paridade det- j + 1,
e para os outros

Mitj—2kCh jivj—2k = Dij—okr1Mivj—okt20i jitj—2ke2, K=1,...,]

Logo
1 'Y
hij = > Mfidijk 1,720
(TP 1
1 j

ijm okMiyj—okGi jivj—2k, =0, i>]

e o resultado segue pondo em évridia os factores comurs

Conhecidos os valordx e

I"li+j dii
L]0+

Hi

diji+j =

com estadrmula os valoreh; j calculam-se com apengasultiplicagdes ej adigdes. Os coeficientes
d j,i+j podem calcular-se por recéncia sobre ou sobrej. Da defini¢o resulta que

dooo=1
(2v+i+2)ipa(2v+j)j(i+j+1)

di+1,j,i+j+1: iaj >0

onde(a)m & o Smbolo de Pochhammer,

(@m=a(a+1)---(a+m—-1), m>1
Facilmente se verifica que

(a+ m)(a+ m+1)

(@+ L i

(@&m, a#0, m>0

E com esta regra condmos que

(VHDV+iI+]—1/2) bipja

dI]I-H (V+| 1/2)(V+|+J) uifl i_17j7i+j_l
i : : .
A > >
(1+ (2V+2| )(V—l—l _|_j))d|*1,1~,|+1*1’ = 1? | 0
a (V+j)(v+j-1)(v+2]-1/2)(v+2]—3/2) - :
djj2j = i—1j-12j-2, =1

(V+2))(v+2]j—1)(2v+]—1)]

Estas brmulas justificam o seguinte algoritmo, para o caso em que didade polirbmios
pertencex classe de Gegenbauer:

Algoritmo 2.1

Dados: p, g€ Ne{f;}>12
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Calcula: H = (hi~j)iiro?]10
Parametros: v

Quantidades auxiliares:

Bijk=[K*—(i— )K= (i+]+2v)?
by — - AE2V)B(,jk+1)
LIk = 2k 2v+DB(0, ) kt2v—1)

Valores iniciais: dgg=1

Calcular:
hio=fi,i=0,p+q (coluna0)
hoj=fj, =19 (linha 0)

Paraj=1q
o (v v+ (v42)-1/2)(v+2)-3/2) 4 .
djj= : )((v+2j)(3(+21—1)(£v)+(j-1)j : )dlfl-,lfl
S= "o
Parak=1,]j
S= fx+Dbjjx1S
Fim k
hjj=d;;S

Parai=j+1,p+q
dj =+ i) d-1

S= fi_j
Parak=1,]
S= forti—j +bijoxti-j—1S

Fim k
hij =d;S

Fim i

Parai=j+1,q

Fim i

Fim j

Este algoritmo calcula cada elemefitg com j multiplicagdes, o que totaliz@(%q2(3p+ Q)
multiplicagdes se for neceaso calcular toda a tabetd = HIP/9. Cada uma destas multiplidaes
envolve um factom; j x que & uma fun&o racional dosndicesi, j e k. Sao ainda neceésias
O(%q(2p+ g+ 1)) operages para implementar a refax;de reco@ncia que envolve os coeficientes
diji+j- No algoritmo de [34], baseado na reédagle reco@ncia (2.10), calculam-se os valoregtle
e mais as quantidades auxiliares, cemp+ q) multiplicagdes. Podemos conéhgue, pelo menos
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sob o ponto de vista do volume dalculos, o algoritmo de rec@nciaé vantajoso se se pretende
calcular toda a tabelbl. Este algoritmo alternativo, podeter vantagem se apenas se pretende
calcular alguns dos valorés;. No captulo seguinte, apresenta-se um algoritmo de resoluips
sistemas de Frobenius-Radnde a factoriz&p LU das matrizedd!P/d & efectuada a partir dos
valores de apenas uma das suas colunas e duas das suas linhas.

Na sec@o seguinte, desenvolve-se um algoritmo que, explorando &oetagre os sistemas
de Frobenius-Pa&dassociados a dois aproximantes consecutivos da mesma linha, permite calcular
recursivamente a factoriZzagLU das matrizes, e calcular recursivamente os coeficientes dos apro-
ximantes de uma mesma linha.

2.3 Calculo recursivo dos aproximantes de uma mesma linha por de-
composi@o LU da matriz H

A partir das brmulas para e b na proposigo 2.1 podemos obter uma redacde reco@ncia
para aproximantes na mesma linha da TFP. Considergmos inteiro fixo, e suponhamos que
para algum inteiray, a factorizago LU da matrizHy = HP/9 esé calculada e que o sistema de
Frobenius-Pa&lHg - by = —hg, comhg = hP/4 como na propos#p 2.1, & foi resolvido. Com o
resultado da proposap seguinte, obtemos uma factorizag¢riangular da matriklg,; com o custo
computacional de resolver um sistema triangular inferior de éesaeares.

Proposigo 2.5 Dadop > 0, sejamHg = Ly-Ug, bg = (bo,...,bq_1)" €Yq= (Yo,-.-,Yq-1)" tais que

{ La-Yg=—Nq
Uqg-bg=Yq
comHg = HIP/4 — [h; P19t ehy = hiP/d = [hg]P* 3| paraalgumq=1,2,.... Enfo
Lg O Ug —Yq
Hq1 = [ 7 ] ' p/g (2.20)
X 1 0 eEo+/q]+1
onde
-1
eﬁghl =g -bg+hpigrig, lg= [hp+q+1,j]?:o=
constitui o primeiro termo do erro em (2.3xgdefinido por

Demonstrag@o. Partindo da defingo (2.6) temos

Hg h
Hgip = HIP/A+Y — [ ITq hq ]
g DNp+atig
logo
Lg-Ug —Lg-
Hq+1—{ ql q qu]
p+a+1q

.
a

e SR
lg-Ugt 1 0 hpigrratlg-Ugt v
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e (2.20) segue imediatamenteldeU; ! = xj eUgt-yg=by m

Desta propos#&o obtemos dois coratios, o primeiro fornece uma condigequivalenté condi@o
de normalidade para o aproximanggq -+ 1]% (2).

Corolario 2.2 SeHq = HIP/d & uma matriz regular @pﬁghl # 0, enio Hyy1 = HIP/4 Y & uma
matriz regular e

q .
o9 —cenh %) = e [
=

Demonstrago. A partir de (2.20) obtemos

detHq.1) = det(Hg) * e[pplglrl

e o resultado olm-se por indugo sobrek e o facto deH; = [hp.10] €hpi10= fpi1. ®

O corohrio seguinte estabelece a forma ééalo do vectobg 1 dos coeficientes do denomina-
dor DIP/%H(2) = Pyy1(2) + ¥ |_obg+1.iPj(2) de[p/q+ 17 (2).

Corolario 2.3 Seepplghl # 0, definindo
(D) hp+1,q+1

] ,h =
Nptg+1g+1

s = |
Np+q.a+1

(1) b
Yog+1 = [EL }7bq+1= [ B }

resolvendo os dois sistemas triangulares

{ |_q YD) :_h(l) B= qJ/e[p+/q+l
X;qr —hpigrigrr Uq b = —|—B>kyq

Demonstrago. E imediata aps substituigo em

obtemos

{ Lo+1-Yg+1= —hgta
Ug+1-bg+1 = Yg+1

Calculado o vectobq,1 dos coeficientes do denominador, com a rédaga propos#go 2.1, o
vectorag:1 = (aq:10,---,8q:+1,p)" dos coeficientes do numeradir?/ 4+ (z) = 50 aq,1P;(2) do
aproximantgp/q+ 1]¥(2), calcula-se com o produto matriz-vector

ag:1 = GP/a Y by, g +glP/atl,

Com os pressupostos do ca@mb anterior, estes resultados podem iterar-se para calcular os
vectores(bgk)p_; € (8q+k)i_, dos coeficientes, respectivamente dos denominadmPes(z) e
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dos numeradore¥!P/4+K(z), da sucess de aproximantdp/q-+k|f(2), k=1,2,...,J, sendal um
inteiro positivo dado.

A implementa@o destas@rmulas num algoritmo pode enquadrar-se em duas sisadistintas:

q=1 Para calcular os primeiros elementgs/k|%(2), k= 1,2,...,J+ 1, de uma determinada linha
p da tabela. Neste caso os valores iniclaisU sio as matrized x 1, L = [1], U = [fy4],
logoy = —[hp;11] € sehp,10= fpr1 # 0 enBoby = —hpi11/hpr10. Os restantes dados,
neste caso os coeficienteg, i =0,...,p+J+1, j=0,...,J+1, podem calcular-se, a partir
dos primeirosp+ 2J + 2 coeficientes da&sie, utilizando um dos processos apresentados na
sec@o anterior.

q> 1 Atendendo aos pressupostos daimdesta se@p, se os coeficientes do aproximapté]? (2)
foram calculados via factorizag LU da matriz FP associada, para 0 que se podélizar
um algoritmo apido apresentado no dago seguinte, e@dip 0os aproximantes seguintes da
mesma linha, podépo calcular-se com este algoritmo, reduzindo o esfor¢o computacional na
factoriza@o das matrizes. Esta utilizag do algoritmo podérser necessia, se uma sucess
de aproximantes, iniciada cogn= 1, quebra com um valor singular, i.e. éré/::ﬁ =0 para
algumk > 0. Neste caso, esta utilizag do algoritmo permite reinicializar calkculo dos

aproximantes da linhp, a partir de uma coluna> k+ 1 tal queH[P/9 & uma matriz regular.

Em qualquer caso, verifica-se que o conjunto de coeficientesrida seceswio para calcular
os aproximante®/q+kf(2), k=1,...,d e{fi}>'24"? ou seja, 0 mesmo conjunto de coeficientes
necesario para calcular a matrid[P/ q”] e calcular os coeficientes do aproximafpgéq + JJ%(2)
resolvendo o sistema associado.

Para a implement@g do algoritmo seguinté,suposto estarem disgeais rotinas para calcular
todas as quantidades auxiliares, a saber: os coeficiantes=0,...,p+q+J, j=0,...,9+J,
para o que se pode utilizar um dos processos apresentados & aptarior; para o cagp> 1, as
matrizes{L,U} tais queHP/9 = L .U, para o que se pode utilizar uma rotina geral de deconsic
LU ou, como se mostra no daplo seguinte, utilizar um algoritmacapido de decomposap LU
baseado na estrutura da mati#?/9, com vantagens sob o ponto de vista do volumeadeutos a
efectuar; a resoldp do sistema de Frobenius-Rad(P/d . by = —hlP/d utilizando uma rotina de
resolu@o de sistemas triangulares, com as mattizebl .

Algoritmo 2.2

Dados: p, g, J € N,e{ f;}P/ 242

N[p/a+K (2 (2)

Calcula: [p/q+KF(2) = WT() k=1,...,J

% il . p+a+J,0+J
Calculos auxiliares:  {hij} " "
{LU}:HPA=L.U
{bg,y}:L-y= —hlr/d Y ‘bg=y

Calcular:

Para k=1,J
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k-2
I = {hp+q+k-,i}?io

a=IT- Pg+k—1+Npiqikgik-1

P/t & nulo” etermina

Segc=0en@o" e
ResolvelUT -x = |

k-1
h® = {hi7Q+k}ip:+[()qil

Resolver.-yt) = —h(1

Y =Xy —hp gk
B=u/&

Resolveld - bM) = y(b 4 By

L o U -y [y
S PR TE E AP A

M Rl
bk E( ) ]

[ hoo -+ hogik-1 o gk
agrk = | : : Byt +

| hpo -+ hpgika hp gtk

Fim k

Resultados: NIP/4K = gP Ja. iR, k=1,J
D[p/quk] = Z?j_(l)(_lbq-i-k,ipl + Pq+k, k= 1,J

Analisando o algoritmo, verifica-se que cada itéak necessita da resolag de tés sistemas
triangulares de equées lineares, de dois produtos de vectores e de um produto de um vector por
uma constante. Em termos de volume de &ttoa, isto significa cerca c%q%— k+1)(g+k— %)
multiplicagdes na itera@o k, necesarias para calcular os coeficientes do denomin&dsf ¥ (2).

A este valor deve acrescentar{ge+ 1)(q+ k) multiplicagdes, necessias para calcular og+ 1
coeficientes do numeraddliP/4(z). No total, verifica-se que com cerca 4&((J+q)2+ (p+
a)(J+2q)) multiplicagdes, calculam-se os coeficientes daproximantesp/q-+1%(2),...,[p/q+

Jt (@)

Implementado cong = 1, este algoritmo calcula os coeficientes dos aproximantes dapinha
desde[p/2F(2) at [p/J + 1]F(2) (sedetHP+Y) =£ 0), com o total de cerca d&J?(J+ 3+ p)
multiplicagdes. No caftulo 4, apresenta-se um algoritmo recursivo, para calcular o mesmo conjunto
de aproximantes, co@(J?) multiplicagdes, o que, sob este ponto de vista, claramente vantajoso.

Em [34] profe-se um algoritmo, designado @dgoritmo de tipo-Frobeniugue, a partir do con-
junto dos primeiro@M + 1 coeficientes dasie, calcula os coeficientes dos aproximamnes|? (z)
tais quem+ 2n > 2M com cerca d%MZ(M + 3) multiplicagdes. Se bem que a compé&iacseja
desvirtuada pelo facto de o algoritmo de [34] calcular um conjunto de coeficientes maior e que inclui
0 conjunto de coeficientes calculados com o algoritmo aqui proposto, podemos verificar que, para o
mesmo conjunto dp+ 2J + 2 coeficientes dagsie, este algoritmo envolve cercazig®do volume
de aritnética do algoritmo tipo-Frobenius de [34].
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Para avaliar a sua fiabilidade, este algoritmo foi programado e testado cdiedudeque se co-
nhecem simultaneamente um desenvolvimento de Fourier@nufas exactas para os coeficientes
e uma brmula andltica fechada que permita avaliar a fé@og em qualquer abcissa do intervalo de
aproxima@o, com a mesma preais de @lculo dos aproximantes no programa. Na 8ecgeguinte,
apresentam-se dois exemplos de aphcago algoritmo. Os resultadodasilustrados com os erros
na aproximago da fun@o utilizando os aproximantes avaliados com os coeficientes calculados pelas
formulas apresentadas no algoritmo.

Exemplos e resultados

Este algoritmo foi implementado em Fortran, recorrendo a rotinagipatdr resoll#o de siste-
mas de equds lineares triangulares, com aréiica de dupla prec@®. Com o objecivo de ilustrar
os resultados obtidos, o programa foi testado com os exemplos seguintes:

Exemplo 2.13 A partir da formula [30]

-~ )"(2n+ ) (N+Y)(—KWn
H=T+p+1) Z)F (N+B+1)r(n+y+u+1)

valida para

RP(x), 0<x<1

a, B > _17 _un) < mln(1+ 373/4+ B/Z)a

ondeR,(f"B)(x) representa o poliamio de Jacobi de gramcom deslocamento para o intervd® 1],
com pesav(x) = (1— x)"‘xB ey=0a+p+1 Tomandax = =1/2ep= —1/2, obtemos

16 2 n+1
) X T Z) 2n+1 )(2n+3) "

U,(x),0<x<1

ondeU;;(x) & o poliromio de Chebyshev de segundaéesp de graun com deslocamento para o
intervalo|0, 1], normalizado pela cond@pU;; (1) = n+ 1. Estes polibmios satisfazem a relag de

recorréncia [24] . L L
XUy (X) = 2 ns1(X) + EUrT(X) + ZUrTfl(X)-

Para testar a propadag dos erros no algoritmo, o programa foi executado com o Jyato40,
para diversos valores ge O resultado do progranmé&o conjunto dos coeficientes dos aproximantes
(p/dY (2), g=1,...,40. A tabela 2.1 representa, em cada pasi¢p,q), o nimero de @jitos

decimais exactos na AFP, isto—log,|f(2) — [p/d]{ (2)| arredondado a inteiro, para os valores de
zindicados.

Dos resultados destaca-se que a qualidade da apr@&d@aggnificativamente melhor no ponto
médio do intervalo de aproximag do que na abcisga= 0.01, perto da singularidade da fuingem
z=0. Em ambos os pontos, os resultados obtidis @videnciam instabilidade némca, uma vez
gue, apesar doimero considérvel de aproximantes calculados em cada lin@a, se observa em
caso algum um aumento significativo do erro comumero de itera@es do algoritmo.

Os resultados obtidos servem ta@mbpara ilustrar o comportamento dos aproximantes racionais
no intervalo de aproxim@p. Na figura 2.1 representam-se as curvas do erro absoluto, em escala
logaiftmica, para alguns elementos da TFP.



28

12

16

20

24

12

16

20

24

CAPITULO 2. APROXIMACAO DE FROBENIUS-PAIE

z=0.01

11111111222432222333333444444444444455

r } 3 4 4 4 4 55 4 Q 6 6 56 § 6 6 57 $ 5455 5 3334 4 5344 $ 3445 §
0 5 10 15 20 25 30 35 40
q
z=0.5
F 1 35566 7777888899999 91010101010101011111111111111111211121212

©

©

©o

()
(=)
~
fee)
©
©
©

11101211131213131313141414141514151615151515151515151515151515

o
©o

101212131315151414131515151515151516151515151515151516141515151515141516

©

11121314151415151616151516151515151615161515151616161616151515161615151515

1013131515161516141515161515151615161616151615141515151515151515161516151515

11141415151515161516161515161515161515151615151515151515151514161415151616 15

1114161415151515151516151515151516151615151515161515161516151516151515161514

5 10 15 20 25 30 35 40
q

Tabela 2.1:- log,o(|f(2) ~ [p/alY (2)]), paraf (2) = %
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p=4, q=4 p=4,9=8 p=4, g=16
-7
0. 0001 1. .10°6 1.-10
0. 00001 1..10°
. 6 1..10°8
1.-10 0 1. 101
1.-107
1. 108 1. .10 1.-10%
1.-10° 1..10°15
0 0.2 0.4 0.6 0.8 1 0 0.2 0.4 0.6 0.8 1 0 0.2 0.4 0.6 0.8 1
z z z
p=8, q=4 p=8, q=8 p=8, q=16
-6
1. - 10 1..10° 1. 1070
1. - 107
1. 108 1. - 1012 1. - 10712
1..10°
1. .10 1.-10%8 1..10%
1. .10% 1. 1016
0 0.2 0.4 0.6 0.8 1 0 0.2 0.4 0.6 0.8 1 ) 0 0.2 0.4 0.6 0.8 1
z z V4
p=16, q=4 p=16, q=8 p=16, q=16
1. .10
1..108 1. .10°%0 1.-10%
10 1..101%
1. .10 1..10% 1.-10%
1. - 1012 14 1. .10
1. -10 1..1015
1.-10% 1. .10
0 0.2 0.4 0.6 0.8 1 0 0.2 0.4 0.6 0.8 1 0 0.2 0.4 0.6 0.8 1
z z V4

Figura 2.1:|f(2) — [p/d){ (2)|, paraf(z) = %Z

Os gaficos apresentados, assim como os valores das tabelas na figura aétegeraslos pela
funcdo Plot do programavathematica. Os coeficientes dos aproximantes, bem como o primeiro
termo da érie do erro neste algoritmoaas calculados pelo programa implementado Femran
e escritos num ficheiro, com 16 algarismos significativos. NEathematica implementou-se uma
rotina que & estes coeficientes e, utilizando as sua@pnias rotinas de aculo dos polibmios
ortogonais, constroi os aproximantes de Frobeniu&Pad

Estimativa do erro absoluto: Partindo da defingo de FPA

D[p/q}(z)f(z)_N[p/Q](Z): z eLp/q}pk(Z)

k>pFo+1
otemos para expre&s do erro absoluto na aproxingeg
[p/d]
Py _ 2kepra+1& k(2
f(Z) - [p/Q] f (Z) - Dlp/d (Z)

Admitindo que os valores dos coeficien $/Q]‘ comk crescente, decrescem rapidamente para
zero, endio do termo principal do segundo membro, isto

io/d Pptar1(2)
Co+ar1 pip/d (2) (2.21)

podemos esperar que seja uma aproxéoatp errof (z) — [p/q]f(2). No algoritmo 2.2 os coefici-

entesegl/gll sao calculados como quantidades auxiliares, logo, podem utilizar-se para construir esta

estimativa do erro absoluto, sem qualqueéacimo do esforco deatculo no algoritmo.
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Na figura 2.2 podemos observar que a estimativa (2.21) e o erro absoluto tomam vakireepr
no intervalo[0.2,1]. No intervalo[0,0.2] o erro tem grandes oscildgs e @o se podem tirar as
mesmas concl@es.

x10°° x10°° p=5, g=7
7.5 =
5 !
1
2.5 | ;
0 of o
2.5 i
'1 i \1/’
_5I
-7.5(|!
! -2
0.2 0.2 0.6 i
z Z
x10°° p=6, q=6 x101  p=g, g=7
L5 |1 N
L 20 [ |
bk Ll
0.5/ | , R
0 i . \\\5// N 0 E 1: /;\‘\\//\\\/ ,)de‘
0.5 | b |
Y Rl
-4y L
: o
1.5 | 200
0.2 0.6 1 002 06 i
z z z

p/d  Ypiqi1(2 ; _ 1
) (tracejado), pard(z) = v

Figura 2.2:f(2) — [p/d)¥ (2) (linha cheia) e a estimati a1 D7)

Podemos observar nestedfigros que o comportamento do erro, excepto para ponbeEmmos
de z= 0 onde a fungo & singular,é semelhante ao erro da aproxifhaginiforme, oscilando em
torno de zero com amplitudes quaavariam muito em ordem de grandeza ao longo do intervalo e
que diminuem com o aumento dos graus do numerador e do denominador. Este compo&amento
menos V¥sivel para os gaus mais elevedos, provavelmente por a amplitude do erro absoluto se situar
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proximo da precido de @lculo da naquina.

Um segundo exemplo foi considerado para testar o algoritmo:

Exemplo 2.14 Seja{Li(O‘)}izo afanilia dos polirbmios de Laguerre, definidos como no exemplo 2.5.
Considerando o caso particular dos padimiosL; = Li(o), e a fun@o geradora destes polmios
[24],

(1—a) et = _ZjaiLi(z),

tomandoa = —1 temos que

Tratando-se de uma fuag exponencial, que toma valores de ordens de grandeza significati-
vamente distintas no intervalo observado, a peecidos resultados obtidésmelhor caracterizada
pelo erro relativo do que pelo erro absoluto. Calculadas diversas linha da tabela FP,Zoplesis
aproximantes foi testada nos ponts 0 e z= 20. A tabela 2.2 representa, em cada pasi@,q),

o niimero de algarismos significativos corretos, &telog,o|(f(2) — [p/q]%(2))/f (2)|, arredondado
a inteiro, para estes valores e

Podemos observar que, pelo mendasatolunag = 40, a eventual acumulag de erros no
calculo dos coeficientes com este algoritm@orchega para impedir o sistatito aumento da
precifio na aproximaio da funéo.

Os gaficos das curvas do erro relativo, apresentados na figura 2.3, apresentam um compor-
tamento oscildrio em torno de zero. Nos casos observados podemos verificar um aumento da
amplitude das oscil@gs do erro relativo com os valoreszje uma diminuido destas amplitudeés
medida que progredimos nas linhas e nas colunas da tabela.

Os resultados nuéricos, obtidos com este programa, parecem indicar, pana @ boas qua-
lidades de aproxim@&p dos AFP, que o algoritmo délculo apresentado neste @afp, baseado
no calculo por recor@ncia da decomposig LU das matrizes de Frobenius-Rad suficientemente
robusto para calcular uma suc&gssle aproximantes sem evidenciar uma significativa pertaéicbac
de valores, eventualmente provocada pela projgagdgs erros de arredondamento.
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z=0

2333445556677 788899910111091010101010101110111111 9 1010

3344556677 7889 91010101111121110101211111212121111111112121110

3455677889 9101011111212121212121313121212131313131413131212121313

4556 78 8 9101011111212131313141314121312121213131312131213141414131313

456 7 88 910111112131313131414141513131313131413141314151413141314141414

456 7 8 91011111213131314131414151313131313121313121313131313131414141314

46 789 91011121313141313131313131313131313131314141314131314131413131414

5 10 15 20 25 30 35 40
q

z=20

0000101111233334444555556656555556752575

3444566646 78888 910111110101010101010101010101010101010 9 101010

44566 77899 9101011121112121112101111111112111211121112111212121313

5566 789 9101011111213121214131213131213121312131314131313131312131313

(%)
(52
(2]
~
o]

o
o
F~
®

2123233444455566877797687777776777728E€6

101010111112131314131313131313121313121212121313131313131313131313

10101011121213131313131312141313131313131313141314141313141313131313

5 10 15 20 25 30 35 40
q

Tabela 2.2 10g,0|(f(2) — [p/q]%(2))/f(2)|, paraf(z) = %e%z
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p=4, q=4 p=4, q=8
0.01 0.001
0. 001 0. 0001
0. 00001
0. 0001 1 . 106
0 10 15 20 0 5 10 15 20
z z
0. 0005 p=8, q=4 p=8, q=8
0. 0001 1. -10°
0. 00005 ,
1. -10
0. 00001
5 .10 1. -108
1. -10°® 1. .10°
0 10 15 20 0 5 10 15 20
z z
p=16, q=4 p=16, q=8
0. 0000 1. - 10°8
7. - 10 -9
5 .10 g-'ig&
3.-10°¢ RS
3 16 1. -10
1.5 i8:2 5. .10
1.-10 2. . 1010
1

.10 10

10 15 20

(=]
o

Figura 2.3:|(f(2) — [p/d]}(2))/ T (2)].

33
p=4, 9=16
1. - 10°°
1. - 107
1. - 108
1. -10°°
1. .10
0 10 15 20
z
p=8, q=16
1. -10°
1. .10
1. .-10%
0 10 15 20
z
5 1018 p=16, q=16
1.-10%
5. .10
1. .10%
5. .10
0 10 15 20
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Capitulo 3

Estrutura de Desvio de Caractefistica

Como vimos no cdulo anterior, o élculo dos coeficientes dos denominadores dos aproximan-
tes de Frobenius-Padtal como para o caso dos aproximantes deePpdde fazer-se resolvendo
um sistema de equaes lineares. No caso da aproxirdagde Paé de fun@es definidas, pelo
menos formalmente, por um desenvolvimento émesde poénciasf(z) = Ji-o fiZ, as matrizes
H associadas adatculo dos coeficientes dos denominadores, pertencem a uma classe de matrizes
designadas por matrizes de Hankel. Para estas matrizes, existem algaaiprdos de eliminggo
de Gauss, ist@, algoritmos que calculam uma decompasicU de uma matriz x n com O(r?)
opera@es aritnéticas elementares.

Na generaliza@o da aproximagp de Paéd a €ries de Fourier em poldmios ortogonais, definida
no captulo anterior como aproximag de Frobenius-Pégdas matrizebl associadas adatculo dos
coeficientes dos denominadores dos aproximaréeBg 80 matrizes de Hankel. No entanto, estas
matrizes &@m uma estrutura, como s@idemonstrar. Neste daplo apresentam-se novos resultados,
permitindo explorar essa estrutura e implementar um algoriépiolo de tipo elimina&go de Gauss,
para resolver os sistemas de ediex;lineares associados a estas matrizes.

A primeira parte deste c#plo & dedicadaa teoria de desvio de caradstica de matrizes,
introduzindo-se as defirbes e os resultados principais, permitindo explorar a estrutura de matrizes
para implementar algoritmoépidos de decompo$igLU. Na segunda parte, explora-se a ratac
de recoréncia envolvendo os elementgg das matrizes de Frobenius-fadl, introduzidaem 2.2.1,
para demonstrar a exéstcia de uma estrutura de desvio de cargttea para estas matrizes. Em
seguida, &o introduzidos novos resultados, permitindo explorar esta estrutura e desenvolver um
algoritmo é&pido de factorizap triangular das matrizé$. Na tltima parte do céfulo apresentam-
se resultados nuanicos obtidos com a implemengagemFortrandeste algoritmoapido.

3.1 Introducao

Um resultado conhecido, corrente em livrosaligebra linear nugrica,é que, para resolver um
sistema ge@rico den equa@es lineares em incognitas, o netodo da elimina@o de Gauss ou da
factorizagioLU, pode implementar-se ed(n®) opera@es aritnéticas elementares.

Quando a matriz do sistema exibe algum tipo de estrutura (matrizes de Hankel, de Toeplitz ou

35
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Toeplitz-plus-Hankel, matrizes de Cauchy, de Vandermonde ou matrizes de Vandermonde-confluentes)
encontram-se na literatura, algoritmd@pidos para a resol&g do sistema end(n?) operaes
aritméticas elementares [4], [8], [19], [20], [26].

Tais algoritmos baseiam-se no conceito de desvio de cadsdittar

Definicao 3.1 [20] SejaM € C™" tal que
FM-—M-R=G-B

para algum conjunto de matrizéds, Re C™", G € C™% e B € C**", e para alguma <n. O
operadorg gy (+) : C™" — C™" definido por

Oiery (M)=F-M—M-R

é designado pooperador de desvio de caraéstica O par {G,B} designa-sélr g, —gerador de
M. Sea <« n, da matrizM diz-se que possui unestrutura de desvio de caradsticae

o = rank(Ogery (M)
diz-selJir g, —desvio de caractesticade M.
Pode mostrar-se que, para algumas classes de matrizes com estrutura de desvio dstaracter

0s sucessivos complementos de Schur gerados pelo processo de a@inaassiana, pertencem
mesma classe de matrizes [20], [26]. Mais precisamente:

Teorema 3.1[20] Seja
Mo ld u ],
= Mo , & F

uma matriz satisfazendo a eqéacde estrutura de desvio de caradstica

Orry (M) =F-Mi—M;-R =G; B (3.2)
com

F':[z Fgl]’ a:{g Fﬁil]

a-&] m-lb 8]

Entio o conlplelnento de Schurde
(i) 1 T 2

satisfaz a equaip de estrutura de desvio de caradstica

O¢F.1R1y (Miz1) = Gig1-Big (3.3)
com 1 1
GiH:G@—ah -g', By =BY —5b -uf (3.4)
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Quando o operador de desvio de carast@a ;s g} € inverivel, a matrizM, ou os factores
triangulared. eU, podem calcular-se a partir do par gera¢iétB}. Este facto, juntamente com o
resultado do teorema anterior, permite transferir as opesagfectuadas nga+ 1 —i)? elementos
dos sucessivos complementos de Sdfiyrefectuadas no processo de elim@aGaussiana,

M} — Mz} — - — {Mp}
l l !
{2, u1} {12, uz} {ln, Un}
em operages noa(n+1—i) elementos dos sucessivos pares gerad@es; }
{Gl7Bl} — {G27BZ} —_— . {Gn;Bn}
| | !
{l,u1} {l2, U2} {ln,un}

permitindo reduzir o esfor¢o délculo nos algoritmos [21].

3.2 Estrutura das matrizes de Frobenius-Pad

No captulo anterior mostrou-se que, com as defiieig

hpr10 -+ Npriga hpi1gq
- hip/d —

Hlp/d — : : :
hprgo - Pprgg-1 hpiaq
o calculo dos coeficientes dos aproximantes de Frobenius-{padk fazer-se resolvendo o sistema
HIP/dp = —hlP/d, em que os elementds; sio definidos por
1 -
hi.j=E<UvH(X)Pj(X)f(X)>, i,j=01,... (3.5)

Resolvido o problema ddatculo destes elementos, importa resolver o sistema de &eglaEscre-
vendo (2.11) na forma

ajhijr1+Bihij +yjhij—1 = oi—1hi—1j+Bihij + Vieahizej, 1,] >0 (3.6)
obtemos um operador de desvio de carastiea paraH P/9, como se mostra na seguinte prop@ésic

Proposicdo 3.1 Dadosp >0, g > 1eH = HIP/d, defina-seF = QIP/4 e R= Ql-/d ondeQ!P/9 &
a matriz tridiagonal

[ Bpr1 Ypi2 O 0
Opi1 Bpiz ' :
Q[p/q} - 0 Op2 v Yprg1 0
- Bpra-1 Ypiq
| O 0 dpig-1 Bpig |

Oipry (H)=F-H-H-R=G-B (3.7)



38 CAPITULO 3. ESTRUTURA DE DESVIO DE CARACTERSTICA

com
I —Gp 0 hp+l,q i
0 0 hpiag
G=| : P
0 0 Npig-149
L 0 —Yprg+1 Ppigg |
e
hpo o hpg2 hpg-1
B= hp+q+1,0 hp+q+1,q—2 hp+q+1,q—1
0 ... 0 aq_l

Demonstrag@o. Por dlculo directo verifica-se que

—0phpo —0Ophpg-2 Og-1hpt1,9—Aphpg-1 ]
0 h O aq_lhp+27q
G-B= :
0 " 0 dg-1hpig-1g
| —Yp+g+1hprgr1io0 - —Yprgrihprgrig-2 QAgq-1Pprgq— Yp+grihpigrig-1 |
Definindo
I Bp+1  Yp+2 ]
ap—i—l Bp+2 Vp+3 hp+170 . hp+17q_1
S=F-H= S : : :
Oprg-2 Bpra-1 Yprq Npigo -+ hpigg-1
L Opig-1 Bp+q |
obtemos
S0,j = Bp+1hp+1,j + Yp+2hp2j, 1=0,...,9-1
i=1...9-2
S.j = Ap+iNpti j + Bpr1+ihprasij + Yp+2+iPpiatij, j=0,... ?q_ 1
S-1j = Oprg-1Nprg-1j + Bpghpiqj, 1=0,...,9-1
e para i i
Bo w1
hp+170 e hp+1,CI*1 (.XO Bl
T—-H.-R= : : ar e Yo
h ... h _ .
p+0,0 p+0a,0-1 . Be2 Vo1
I Qg—2 qul i
Ti,o = Bohpy14i0+dohpyayiy, 1=0,...,9-1
ji=1....9-2
Tij = Vibprisi -1+ BiPpsarij +ajhprasijen, g7 q—1
-|-i,q—1 = Vq—lhp+1+i,q—2 + Bq—lhp-s-l-i-i,q—l, I = 0,....q-1

Utilisando (3.6) verifica-se qu§ j —Ti; =0, parai=1,...,q—2e j=0,...,q—2. Para os
elementos da primeira e détima linha e dailtima coluna:

S0 — To,0 = Bp+1hp+1,0 + Yp+2hpi2,0 — (Bohp+1,0 + 0ohpy1,1)
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So,j — Toj = Bprihpraj + Yp+2hpt2,j — (Yihpraj—1+Bjhp+aj + Ajhpraja), j=1,...,-2
Tomanda =p+1ej=0,...,0—2em (3.6) obtemos
S,j—Toj=—0phpj, j=0,...,q-2

Analogamente, com= p+q

S-1j— To-1j = —Yp+a+1hpigrrj, 1=0,...,0-2
eparaj=q—1
S,g-1—Tog-1=0g-1p+19—Aphpg-1
Sg-1—Tig1=0g-1Mpt1tig, 1=1,...,0-2
S-10-1— Tg-19-1 = Og-1Np1qq— Yp+a+1Nprgi1g-1
LogoS—-T=G-B m

Desta propos#o resulta qued tem ;e g,-desvio de caractisticaa < 3. Como corcrio
obtemos

Coroléario 3.1 A matrizH = [hiﬂj]ﬁj_:lo tem desvio de caractistica2 para o operador
Oq(H)=Q-H-H-Q
comQ=Ql-vd E
Oo(H)=G-J-GT

com
O h07q
e R [ i c1>]
O hq727q -
—0Og-1 hg-14

Demonstragio. Na demonstrap anterior, pode tomar-ge= —1, excepto para a primeira linha de
Og(H). Neste caso, parp=0,...,q—2

(Q-H—H-Q)g; = Boho,j + dohy,j — (Vjho,j-1+Bjhoj + ajhg j+1) =0

(Q-H—H-Q)gq 1 =PBohog-1+00h1g-1— (Yo-1ho,g-2 + Bg-1Mo,g-1) = —0g-1hoq

Com estas equaes de desvio de caradsica, uma vez quéP/9 nao $io matrizes triangulares,
o teorema 3.1 @0 € aplidvel. Com o objectivo de construir um algoritmapido baseado no
operador de desvio de caradsticall;rr, da proposigo 3.1, necesaio generalizar o teorema
a uma classe mais lata de operadores de desvio de catcierA proposigo seguinte mostra que
o complemento de Schur de uma maiizatisfazendo a equdgs de desvio de caradigica

Oery(M)=F-M—M-R=G-B

pertenceéx mesma classe de estruturaMigpara qualquefF e R.
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Proposicao 3.2 Seja

a u
Mi:|:|i MI(I):|7al7é0

tal que
O gy (M) =F-M—M;-R = G; - B;

com ; ) i
ento o complemento de Schur
no1
Misa = MY = 2o (3.8)

satisfaz a equdip de desvio de caractstica
Fi1-Mipai—Mip1 Ry =Giya B
com _ _
Fo=F0— 211, Rua=RU—2ri-ul,
_ ‘ (3.9)
G=GY-2l-g',  B=BY—Zbiul.
Demonstrag@o. A partir deF; - M; — M; - R = G; - B;, identificando blocos correspondentes
fr-li—ul-ri=g"-bi—(f—1)a
fT.M0O —uyl .RO =gs" — ful —g' -BO
F i — M ri =rl; —a;h+G(i) -y
FO. MO _mO.RH =c0.B0 _h. ul +1i-sT
Logo
D{F.H,Rm} (Mi+1) =R -Miaa—Mii-R
i 1 i 1
_ <F<n) = fiT) Mt Mg (Rm - 11 -uiT>
O . MmO _mO . RO _ alili . (fiT MO — gl .R(i)>
. . 1
- — (F(') i — M) 'I'i> -UiT + %Ii (fiT i — U;r : ri) UiT
GU.BY —h.ul +1;-s" — ;Ii : (asT —ful —g'- B(i)>
1 i 1
—a (rli—ah+G(')-bi) .uiT+¥Ii (g7 -bi— (f—r)a)uf
. . 1 . ; 1
(. gl _ 5 (Gm bi-ul +1i-g B<'>) T %" (oF i)

G
; 1 ; 1
= <G(I) — ng> . (B(I) _ abi u,T> =Gi;1-Bij1
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O resultado desta propoaig, bem como do coratio seguinte, foi apresentado em [23], em
data posterior ao trabalho desenvolvido para elafardeste cdplo da tese. Os enunciados, bem
como as demonstraes, da propos#p e do cordrio apresentam-se sem réfecia, uma vez que
o trabalho aqui apresentado foi desenvolvido de forma independente, e quase eémsmdim o
trabalho apresentado em [23].

Uma rela@o de reco@&ncia baseada neste resultado, séhd® matrizes cheias,ao parece tra-
zer vantagens sob o ponto de vista donero de operdigs aritnéticas, comparado com a elimirdex
Gaussiana baseada nalaulo dos complementos de Schur. De facto, semda a dimen&o da
matriz M;, enfio (3.9) envolve(q—i)? 4 2a(q— i) multiplicagdes e temosqg —i)? multiplicagdes
em (3.8). A situago muda no caso em glee R sao matrizes de Hessenberg, e que claramente
inclui o caso das matrizes tridiagon&® R da proposigo (3.1).

Corolario 3.2 Se nas matrizeg; e R, da proposi@o anterior fi = fie; erj = r1&, ondee; € a
primeira coluna da matriz identidade (de ordem-i — 1), enfio esta propriedadé herdada pelas

matrizesF 1 andR;;1. Alem disso, corh = (li1j,-..,lq-1i)" eul = (Uijit1,...,Ui 1) temos
; [ lizzi O --- O
Fa-FO=—21 ¢t ]
g1 O - O
I Uji+1 -+ Ug-1
ft o ... 0
Ri1—RV=—= .
11 a
0 - 0

Demonstrag@o. E imediata aps substituigo def; = fie; eri =rieem (3.9). m

Este resultado mostra qie,1 — F() e R, — R sio matrizes esparsas e deee R podem
actualizar-se cord(q—i) multiplicagdes na itera@oi. Antes de prosseguir com um algoritmo, pode
mostrar-se que a actualiZedo par geradds e B € tamlém uma operap ecodmica, no sentido
em que as matrizeG;,; — G) e Bi;; — B!) t&tm, no néximo, 2(q— i) elementos &o nulos cada
uma.

Corolario 3.3 Seja

0 0
Go O Gp —ap 0 hpug
Go = 01 : (; _ : : :
G s 0 Gsp 0 0 hpigig
Géo_)m % Géo_)u 0 —Vpigrr  hpiag
e
0 0 0
Béo) BEJ,()]—Z Bé,é—l hp.o - hpg-2 hpg-1
Bo= B(1%) B(l,()kz B(lc.)éfl = | hprg+10 -+ Dprgrig-2 Pprgrig
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0 par Oy ry-gerador deH da proposiéo 3.1, erdio

CAPITULO 3. ESTRUTURA DE DESVIO DE CARACTERSTICA

() ()
Gio 0 Gi1 () M gl
I s e
. — - . . S | | |
Gi= G(') 0 G(') » Bi= Bl,i Bl,q72 Bl,qfl
0 b 0 0 g
Gqi10 ~Verart Ggl1a
com (+1) _ o) _ gl
i i i (i
Gyj =Gy~ uGi
B Y =B\~ 28], k=i+1..g-1 j=01

Demonstrago. A demonstragoé imediata substituinde= (li1,...,hg-1;)7, ¢ = (Gi%) ,0, Gi(il)

b; (B(()ii>,B(ii),O)T eul = (Uijt1,...,Uig-1)em (3.9)m

),

Finalmente, afim de obter um algoritmapido de factorizioH = L-U em O(g?) opera@es
aritméticas,é necesario obter os elementos dee deU a partir da equdp de desvio de carac-
teristicall;rry) (H) = G- B. A possibilidade de o fazer depende doacaer, inverivel ou ro, do
operador. No caso do operador (3€7)mediato verificar que estéaé inverivel. Com efeito, a
equago (3.7), traduzida em termos das componentes das mati@edetermina completamente o0s
valoresh ;.

3.3 Operadores 1@o invertiveis

Na construgo dos algoritmos que utilizam a estrutura de desvio de caistatardas matrizes,
em cada passo de itega; € necesario recuperafl;, u;} a partir da equaip de estrutura da matriz e
actualizar o par geraddG;, B; }

{Gi,Bi} (2) {Gis1,Bisa}
(11 (3.10)
{li,u}
Se 0 pass@2) resulta da aplicap directa dadrmula (3.9), o pass@l) | depende da forma das

—

matrizesF e R na equago (3.7) [20]. Para cada classe de estrutura, resultam imediatamente as
férmulas que relacionam os elementos dos veclpees; com as entradas do par gerad@;, B;}

[21]. No entanto, na implementag de um algoritmo de decompdaictriangular de uma matriz

com estrutura, utilizando uma eqé@agde desvio de caractstica, pode acontecer que a matr@on

seja completamente recupgel a partir dés e deB [21].

Se um operador de desvio de cardstéra
Or (M)=F-M—M-R=G-B

tem um riicleo rdo trivial, da matrizM diz-se queé parcialmente reconstiuvel, porque{G,B}
coném apenas parte da inforndagemM [21]. A definicdo de par gerador pode generalizar-se ao
caso dos operadores comateo rao trivial, considerando

M = Mg + My
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onde My constitui a parte da matrikl pertencente aoltle X = kerrgry () € Mg a parte
pertencente ao seu espaco ortogakial relativamenteé decompos#o ortogonal

Ran _ K@ KL

A matriz M & univocamente determinada pelas matr2eB e My, 0 que justifica a designag de
geradorao conjunto{G, B, M« } [21].

Se, para o caso geral, pare@raver uma forma universal de tratar com o caso dos operadores
nao invertveis, em alguns casos podem utilizar-setaalos especiais que permitem ultrapassar o
problema [26]. Uma forma de ultrapassar a dificuldade consiste em utilizaimallfh do comple-
mento de Schur para calcular os elemento$lde; } que rao €0 univocamente determinados pela
equago de estrutura, substituindo (3.10) pela re&acia

{GivBiﬂMKi} &(32 {Gi-&-l;Bi-&-l;M?([H}
(1)1
{li,ui}

Resumindo o processo, temoadietapas em cada passo de i@od@6]:

(1) Calcular a partir ddG;, Bj, M« } os vectoregl;,u; }
(2) Calcular{G;j,1,B;1} utilizando (3.4)

(3) CalcularM 4, , utilizando a brmula do complemento de Schur (3.8)

QuandoX = 0, toda a informa&o acerca dos? elementos da matril esé contida noan
elementos do seu par gerad@,B}. Contudo, para o caso de @aieo ser &o trivial, enfio M«
€ uma matrin x n e, a primeira vista, a represené;deM pelo seu conjunto gerad¢G, B, M« }
parece Ao ser eficiente, no sentido em que no p@tméo evitamos oalculo de um complemento

de Schur. No entanto, para muitas classes de estrutura, a dmdasspacdk = kerlrry €
pequena£ n?) e a matrizM 4 tem uma forma simples e esparsa, definida por um pequemeno
de padmetros [21].

Em [21], uma matriZH satisfazendo a equéag (3.7) comF = R, & designada como sendo
detipo Hankel polinomial Para estas matrizes,sugerido um processo que permite transformar a
matrizH numa matriz deipo Cauchy envolvendo uma diagonaliZag da matriR.

3.3.1 Diagonalizagéo das matrizes

A matriz tridiagonal

(Bo i O - 0
do B1 ' :
R=Q™9=1 g ai - Yg2 O
quz Yg-1
| 0 -~ 0 dg2 Bgu |
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pertence a uma conhecida classe de matrizes, relacionadas com ulaadapoliromios{R, (x) }i>o.
Se os polibmiosPk (x) satisfazem a rel&p de recoéncia

XR(X) = aiP+1(X) +BiR(X) +ViR-1(x), i>1 (3.11)
Po(x) =1, Pu(x) = (x—Po)/do, @i,y #0
ao polirbmio

associamos a matriz

[ BO Vl _ganfl i
ap
ao B V2 —aanfl
ar B2
c=clm= a2 o Yoo —a”ajanfl
Yn-1 @n-2
_ - On_
Bn 2 Ban ain n-1
n—1 —1
On_ — On_
i n—-2 an an n—1 ]

Estas matrizes, introduzidas em [3] e designadas por mataesradasdo polinrbmio p(x) na
familia de poliomios{ R (x) }i>o, ttm propriedades semelhandssnatrizeassociadas polinbmios
com coeficientes na base daséuatias. Nomeadamente:

1. detxl —C) = p(x)
2. SeC tem valores-gpriosxg, . . ., Xn_1 distintos, eréo
v(x) = (1,Pi(%),...,Pn-1(%)), 1=0,...,n=1

sA0 0s vectores-pprios

3. C é diagonaliavel por
V-C=DyV

ondeV & a matriz Vandermonde-polinomil= (V(Xo),...,V(X._1))T €Dy & a matriz diagonal

Dx — dlag(Xo, N 7Xn_]_).
E imediata a identificép da matriZR com a matriz camarada do padimio Py(X),

R=C(Py(x))

Logo, os valores f@prios deR sio os zeros do polamio Py(x) e

V- -R=Dy-V
1 Plo) -+ Py1(x)
V=1: : :
1 Pi(Xg-1) -+ Py-1(Xg-1) ]
Dy =diag(xo,...,;Xq-1), Xi:Py(%)=0
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SeR constitui a matriz camarada do pdiimio Py(z), no sistema de poldmios ortogonais que
satisfaz a reldo de reco@&ncia (3.11), e@ip a matriz

Bk Yk

ok Bri1

i
%
o

Oki1 - Ykige2

Bkig2 Ykrg-1
Ok+g-2 Brig-1 ]

€ a matriz camarada do padimio Pék) (X) no sistema{Pi(k) (X)}i>0 de poliromios ortogonais ditos
associados, definido pela redaxde recogncia
xR () = ainiPEL (0 + BesiPY 00 + P (00, > 11 (3.12)

P =1, PMX) = (x—PBy)/ax

Com os polibmios associadog, posével obter uma diagonalizag para a matric®), como se
mostra com a proposiQ seguinte.

Proposigio 3.3 A matrizC® = C(P¥ (x)) & diagonalizavel por

com

1 PY%1) - PY (k)

DY = diag(xo. .., ¥n-1), X : P (x) = 0

Demonstrago. Da rela@o de reco@ncia (3.12), arbitrando abcissgs. . ., x,_1, obtemos
Xo 0 - 0 oun1PRY (%)
. VALV o LRI : .
Xn—1 0O --- 0 ak-&-n—lpr(lk)(xnfl)

Tomando para; os zeros do polibmio P,Ek) (x), fica demonstrado o resultadm.

Com este resultado obtemos p&ra- QIP/dl

VP E = pPHY Ly (p+)
Designando as matrizes Vandermonde polinomiais por

g-1
M=VPHy = (Pj(pﬂ)(Yi))i g W PP (yi) =0

uma vez que o0s zeros, i =0,...,q— 1 dos polirbmios ortogonais,ao distintos, e@oN &€ uma
matriz regular [18] e obtemos a propdsicseguinte.
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Proposicdo 3.4 SejaH = HP/9 uma matriz satisfazendo a eqé@ac(3.7), eréio
H=M-H-N"*!

€ uma matriz tipo-Cauchy que satisfaz a eqimde estrutura

D{D;ml) D&O)}(H) = D>(<p+l) H-H 'D>(<O) —G-B (3.13)
comG=M-GeB=B-N1

Demonstragio. Em (3.7), multiplicanda esquerda pdvl e a direita poiN—1, obtemos

M-F-H-N!-M-H-RRN!1=M-G-B-N?!

Utilizando a proposio anteriorM - F = D{*'Y .M eR-N-1 = N-. D\’ obtemos o resultadcm
Calculada§ as matrizése N, a resolu@o do sistema de Frobenius-R&t- b= —h & equivalente
a resolver pard, o sistema

H-b=—h (3.14)

comh =M h e resolver para o sistema
N-b=b (3.15)

Supondo calculados os valones. .., Xq—1, a resolu@o do sistema (3.15), constituindo um sistema
Vandermonde polinomial, pode fazer-se de forma éouna, do ponto de vista do volume de
aritmética envolvido, utilizando um algoritma@pido [29], emO(qlog?q) operades aritnéticas.
Analogamente, o sistema (3.14) pode resolver-se utilizando um algorépiborde factorizeio
triangular, baseado na eq@acde estrutura (3.13), que traduzida nas componentes das matrizes
resulta em 3 3

(Vi —xj)hi;j = Gi - bj,
onded representa a linhade G e Bj a colunaj de B. Esta brmula, sey; # Xj, ,j=0,...,9—
1, permite inverter o operador e construir um algoritmo de factd@izat) em O(g?) operades
aritméticas [21].

Este processo deixa em aberto o problema de calcular os zeros d@srposirortogonaiy(x)

e Pép“) (x) ou, 0 quee equivalente, calcular os valore®prios das matrizeE e R. Sem pretender
aprofundar o problema, pode dizer-se que um algoritmo baseado résttoraeh (til nos casos em
que o esforgco envolvido na resoligdeste problemeio ultrapassar os ganhos relatigostilizagio

da estrutura das matrizes. Estelaramente o caso dos pdlmios de Chebyshev, em que os zeros
s40 bem conhecidos.

No ambito deste trabalhoan querendo particularizar a féia de polirbmios envolvida naérie
a aproximar, optou-se por seguir 0 caminho alternativo, e nesse sentido mais original, de inverter
parcialmente o operador.

3.3.2 Inversao parcial do operador

Se, como vimos, a diagonalizegdas matrizeB = QIP/4 eR= QI-1/9 que definem o operador
de desvio de caracfsticall;r gy (H) = F -H —H R, conduz a algoritmos de resoagdos sistemas
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de Frobenius-PademO(q?) operades, mas envolve datculo dos zeros de polimios ortogonais,
podemos implementar um algoritmo quiorpasse por tal diagonaliZex

Podemos aplicar ao operaddfr gy 0 resultado da proposig 3.2, logo, sabemos que os com-
plementos de Schur gerados no processo de factaozdgH, constituem matrizes pertencenges
mesma classe de estruturatde As formulas (3.9) permitem actualizar as matrigesR, G e B,
guando se passa de uma matriz para o seu complemento de Schur.

Com a proposigo seguinte verifica-se que, se a primeira colunaeea primeira linha d& sao
dadas, erd#to todas as outras se podem calcular, por réneria, invertendo parcialmente o operador
de desvio de caractstica.

Proposicao 3.5 A partir da equado de desvio de caracfistica

F-H —Hi-R =G;-B (3.16)
a primeira linha,ui; 111 € Ui+1 € a primeira colunal;1 do complemento de Schhk, 1, podem
calcular-se por

Ul = Ul (RO —dl) ++ (uis +q - BY), d=d+gel
liz1= % (F(') —'[|) -|i—|—% (Uiil’i —G(')-bi), tzti-i-l:*iiiui-r-el

com N
u.. u_
Hi = { |i" 4 () } » Ui #0,

T

F — d fiT f— f 0. G = i
1 — h| F(I) ) 1 — Ief].7é I (i G(I) 1]

o ()
R = ) , fi=rier #0, Bi:[bi B ]

Demonstrag@o. Identificando os blocos correspondentes em (3.16), obtemos

i +ul - (RO —dil) = —g7 - B + fie] -HO)
uihi + (FO —41) -1 =G0 b+ rHO - g

Resolvendo ambas as eqtias em ordem H(), uma vez qudi # 0 er; # 0, resulta que

el -HU = +u"- (RU —dil) + £ (o7 - BY +uis)
HO . g = % (FO—t1) -1 _Fli (GW - by — uiihy)

e a demonstrap fica completa notando que

; 1
Hija=HU - UTiIi uf

Deve notar-se que as condas f; £ 0 e r; # 0 nao representam de facto qualquer reawic
ao objectivo de implementar um algoritm@apido de resoluio dos sistemas FP, uma vez que, da
definicdo deF e deR, e de (3.9) temos qu = yp;24i €ri =0;,i=0,...,q—1equea;,y #0,i >0
da condi@o de ortogonalidade dos pdimiosR,.
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A vantagem de um algoritmo baseado nesta progosigside no facto de que, em cada item¢
apenas£ necesario calcular a primeira linha e a primeira coluna do complemento de 8hyr
Este facto reduz dég—i)2 para2(q—i) o numero de operdggs aritnéticas envolvidas no processo
de complemento de Shur. A necessidade de actualizar as matrizes do opggagere do par
gerador{ G, B; } representa o esfor¢o délculo adicional, permitindo implementar um algoritmo de
factorizag@oLU em O(g?) operaes aritnéticas elementares, como se mostra nazeseguinte.

3.4 Algoritmo e resultados

O resultado da proposig anterior, justifica o seguinte algoritmo de factordgdd) de matrizes
de Frobenius-Pa@&H = HIP/4, baseado na sua estrutura de desvio de cafstiter

Algoritmo 3.1

Dados: p,g,e N
hi,ja |:p7p+17p+q+17 j:07"'7q_17
hi,ja |:p+177p+q’ J:O,q

Calcula: {L,U}: HP/d=L.U
A ) -2 -1 -1
Parametros: {a,0ps11i}i g, {Bi.Bpsasiticgs {Vis Vorasitig

~ 1 0 Ui U :|
Notacdo: L= , U=1| % ',
o H [ i Liva } ' [ 0 Uiy

d f s g’ [
F':[hi F'(i)], R‘:[ri F?(i)], Gi:|:Gl(i>}, Bi=[b B0 ]

Valores iniciais: Fy=F, Ry =R, Gy = G, By = B, matrizes definidas como na propasic3.1,

T
Uo,0 = Np+1,0, Uo = (Np111,---,Npr1g-1), lo= (Npr20,---,Npiq0)
Calcular: P prodor o TrRaTah prefr T

Para i=0,9—2
Seu;; = 0 enio "u;i € nulo” e Termina
d=d +uLiii|i+1,i
t=ti+ o
upy = ¢ul - (RY—di) + £ (uis +g'-BY)
liyn =3 (FO—t1) 1i+ 2 (uiri = GU - by)
Ria=FO &l 7
Ry =RU—gr-uf
Gii1 =GV —&li-gf
Bii1=BY—ab-uf

Fim i
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Contando o imero de operdigs aritnéticas, verifica-se que este algoritmo efectua a factori-
zag@oLU da matrizq x g, HP/9 em (39— 1)2 multiplicagdes. Para calcular os coeficientes do apro-
ximante[p/q]¥ sio ainda neceasiasg? multiplicagbes para resolver os dois sistemas triangulares
obtidos com esta factorizag e(p-+ 1)q multiplicagdes para calcular gs+ 1 coeficientes.

Refira-se que, com este algoritmo, paraatcalo da factoriza®o LU da matrizH!P/4, ndoé
necesario calcular todos os elementos da matriz. De facto, as matrigéssao calculadas a partir
dos valores da primeira linha e da primeira colun&ii®9 e das matrizes gerador@sB. Sendo a
primeira coluna déi[P/9 composta de coeficientes de Fourier da ambio=fi,i=p+1,...,p+
g, enfio apenas necessitamos de avalis trectores de coeficientas: a primeira linha da matriz
HIP/d, constitida pelos elementoy, 1} 5; a coluna{hi,q}f’:&l que constitui simultaneamente
adltima coluna da matriz e o vector dos termos independentes do sistema FP; as ﬁhﬁa}{&

e {hp+q+17i}iq;01 da matrizB. Nesta situago, do ponto de vista do volume de arétiica, parece
vantajoso utilizar o algoritmo baseado nos coeficientes de lineadzapresentado em 2.2.2. De
facto, este algoritmo calcula cada elementp para o caso de a fdlia de poliromios envolvida
pertencer classe de Gegenbauer, cpmultiplicagdes, o que totalizéq(Sq —3), contra adbq(p+

g) multiplicagdes necessias para calcular o0s mesmos elementos por r&coid.

Resultados Nung&ricos

Este algoritmo foi programado eRortran, com aritniética de dupla pred®. Para testar a sua
eficiéncia computacional, foram feitas diversas ex@erias nuréricas.

Exemplo 3.1 Retomamdo a faiia dos polirbmios de Laguerrdl;ﬁ,“)(x), referida no exemplo 2.5

do captulo anterior, e que se define [24] como os poélnios com coeficiente principé-1)"/n!
correspondentea fungo peso

w(x) =x"e, a > -1, x>0.

Temos, neste caso,
ah=—-(N+1), Bp=2n+a+1 yp=—(n+a). (3.17)

logo, coma = 0, as matrize$- e Rdo operador de desvio de caradigtica s.0

1 -1 0 - 0
-1 3
F=| 0 -2 . 2-q ©
. 29-3 1-—q
| O 0 1-qg 29-1 |
e -
2p+3 —(p+2) O 0
—(p+2) 2p+5 : :
R= 0 —(p+3) - —(p+9-1) 0

: : 2p+29-1 —(p+aq)
0 0 —(p+@ 2p+29+1 |
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O programa foi testado tomanddz) a partir da fun@o geradora dos poliamios de Laguerre [24],

fa(z) = (1—a) % lea1?= Z]a”Lﬂ(z), z>0

n=

coma = 0 e para diversos valores de Nestes casof = ai, i > 0e com asrmulas de reco@ncia
do exemplo 2.5 podem calcular-se os elemehtp&nvolvidos no &lculo dos coeficientes de cada
aproximante. Os resultados apresentados nas figuras seguintes, correspondema-tolyidipara
aproximar a funéo

f12(2) Z)Z "Ln(2), z>0
ea= —1 para aproximar a fungo

f_l - = - nLn Z> 0
n>

Com o objectivo de comparar os resultados do algoritmo, com resultados obtidos com rotinas de
decomposigoLU gerais, resolveram-se os sisteril®' % - b = —h[P/d para uma amostra de pares
de valoreqp,q), utilizando o algoritmo&pido de decomposip LU proposto na se&p anterior, e
calcularam-se os vectores dosidemsr[P/9 = HIP/d . b+ WP/d obtidos, ondd representa a sol&g
nunérica calculada. Os mesmos sistemas foram resolvidos com uma rotida pa$olvendo um
sistema de equaes lineares com uma matriz gegita de coeficientes reais utilizando factoréaac
LU baseada na eliminag de Gauss com pivotagem parcial. Nas figuras 3.1 e 3.2 representa-se, para
as duas funges tomadas como exemplo, a componerégima do regluo, istoé Hr[p/‘ﬂ » obtida
com ambas as rotinas, para os valorep éedeq indicados.

Nos casos observados, verifica-se que ambas as rotinas produzebesalsgociadas a vectores
de resduos cujas componentes crescampidamente com a dimeis do sistema. Os riekios
obtidos &0 consistentemente menores com o algoritapdo do que com o algoritmo geral, para
as primeiras colunas da tabela. Com valoreg deescentes, a vantagem da sa@lbigom 0 novo
algoritmo, vai desaparecendo.

A superioridade dos resultados obtidos com o algoritapido, relativamente aos resultados ob-
tidos com algoritmos quedo consideram a estrutura da matriz, constitui uma carsitarcomum
a outros algoritmosapidos [22].

Para satisféio do objectivo da resol&ig destes sistemas, istopara calcular os coeficientes
dos AFP, encontrar sol@ies afectadas de fidsios pequeno$€ mais importante do que encontrar
solugdes afectadas de erros pequenos. Com efeito, designando por

rlPA = (rg,...rq-1)"

o0 vector dos rdsgluos, e por

b= (bo,...bq 1)"

a solu@o calculada, tal que
HIP/d .= —plp/d 4 plp/d

enfo, uma vez que as primeirps- 1 equages em (2.4)#o resolvidas de forma exacta, c@i#/d
definida em (2.6), com
i—glPd.p
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Figura 3.1:||r[P/d]| | parafy»(z) = 2e7% com o algoritmo @pido de decomposapLU (+) e com
uma rotina pado (e)

obtemos um aproximante

[0/dl; (2) = N(2)/B(2)

gue em vez de (2.1), satisfaz

com
q-1

R(z) = Z) riPo+1+4i(2)

1=
Ou seja, a cond#p, fundamental na defirdig dos AFP, de o erro constituir umarie de ordem
Pot+q+1, € satisfeita de forma exacta na parte principal@#si.e. nos coeficientes &, ...,P, que
sao todos nulos. Para os coeficientesPgey, . ..,Pyq, €m vez do valor nulo, obtemos os valores
dos regduosr;, desejavelmente pequenos em valor absoluto.

Como previsto, podemos verificar que, para as duasdbisiestadas, a fiesios pequenos na
solu@o do sistema FP, correspondem erros pequenos na aprawimagonal. Nas figuras 3.3 e
3.4 apresentam-se as curvas do valor absoluto do erro reléti® — [p/q]%(2))/f(2)| em escala
logaritmica, para os pares de valorgsq) indicados, obtidas com ambos o&tedos de resol@p
numérica do sistema FP: utilizando o novo algoritfie); e utilizando uma factorizé&p LU geral
(e). Para @m das primeiras colunas da tabela, onde éfiags do erro relativo nas duas rotinas
coincidem, podemos observar que o algoritmo baseado na estrutura de desvio deistaracter
produz uma sol#p com mais algarismos significativos correctos, na generalidade dos pontos do
intervalo, do que a sol@p baseada na elimiréag de Gauss.
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q=8 q=10
o o9 P
° + ®e
LIy 1 o® +
0-001 o’ +++++ o.oo.++$+ i
®s0® ++ 4 °® + +
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0.1 $+ 100000. oo
* te
L[] +‘.
o* 100 °°
0.001 o, st
o + °
0 5 10 15 20 25 0 5 10 15 20 25
p p

Figura 3.2:||r[P/d|| | paraf_y(2) = %e%z, com o algoritmo &pido de decompogipLU (+) e com
uma rotina padio (e)

p=8, q=10 p=8, q=16 - - p=10, =16
0.1 7 7 0.01 p=10, g=10 - 10000 %
1000 / /
0.001 0. 0001 10
v 1106 0.01 |
0. 00001 0. 001 o
’ 0. 00001
. 1. - 108
1.-107" 1. .10 1. 108
1. .10
510 15 2 510 15 2 5 10152 510 15 2
z z z z

Figura 3.3:‘(f(z) —[p/dl%(2))/f(2)|, com o algoritmo &pido de factoriza#o LU (a cheio) e com
factorizag@oLU pad@o (tracejado), paréy»(z) = 2e~*



3.4. ALGORITMO E RESULTADOS 53

p=8, g=10 p=8, q=16 p=10, g=10 p=10, g=16
1.-10° e b .
= 107 0. 0001 Y 1.-10 0.001},
1. -107 T 1. - 108} 0.00001 §
5.-108 ’ ‘
1. -10° 1. - 1077
1. -108 1. .10°8 ‘:l:
5.-10° 1 .10t i 1. -10°
i
510 15 2 5 10 15 2 510 15 2
z z z z

Figura 3.4:|(f(2) — [p/d|%(2))/f(2)|, com o algoritmo &pido de factorizép LU (a cheio) e com

factoriza@oLU padi@o (tracejado), par& 1(z) = %e%z

Na tentativa de explicar os resultados rarimos obtidos na resolag dos sistemas, exibindo
vectores de réduos com componentes consideravelmente grandes, podemos utilizar rotinas padro-
nizadas para calcular estimativas domero de cond@o das matrizes. Para os pares de valores
(p,q) seleccionados, a matrit = H!P/9 foi calculada e utilizou-se a rotin2L FCRG incluida na
bibliotecalMSL MATH/LIBRARY fornecida com dMlicrosoft Developer Studipuntamente com o
compiladorFortran 90daMicrosoft, para calcular uma estimativa domero de cond&o da matriz.

Os valores apresentados na tabela 3.1 correspoadinigocond (H) = ||H||1|[H %||1. A tabela
representa, em cada pdsiy p,q) indicada, a ordem de grandeza dowero de cond#o deH!P/d,
isto élog;q(cond (H)) arredondado a inteiro.

a=-1 a=0.5
0r0 4 7 11 15 18 22 26 29 00 3 6 9 11 14 17 18 19
40 6 11 15 19 23 27 31 34 40 4 8 10 13 16 18 19 18
p p

80 7 13 18 22 27 31 34 37 80 5 9 12 15 18 18 20 19

12, 0 8 14 20 25 30 33 36 39 12,0 6 10 14 17 19 20 20 21

4 7 10 13 16 19 22 25 1 4 7 10 13 16 19 22 25

q q

Tabela 3.1: Ordem de grandeza decimal dmero de condio deH(P/9, i.e.log, (cond, (HIP/d))
arredondado a inteiro, pafa;(z) = %e%z coma= —1e paraf;/»(z) = 26" coma= 0.5

Na tabela, podemos observar que as matrizes de FrobeniaszRladladas,a extremamente
mal condicionadas. Variando dumero de cond#&o, nos casos observados, entre aproximada-
mente10® para uma matriz x 4 e 10°9 para uma matri25 x 25, podefamos esperar resultados
catastoficos na resoluip dos sistemas. Como ficou exposto, o facto de os erraslowl@ dos coe-
ficientesa;, i =0,...,peb;, i =0,...,g— 1 s0 afectarem os coeficientes da ordem de aproxamac
a partir do grayp+ 1, explica os bons resultados obtidos com os aproximantes, ilustrados nas figuras
3.3e34.
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Um exemplo, envolvendo outra fala de polirbmios ortogonais, foi testado.

Exemplo 3.2 Considerando pard (z) a fun@o geradora dos poliamios de Legendre, introduzidos
no exemplo 2.1

1 .
f(2) = ———==Y adR(2.
@ V1-2az+a? i; 2
Neste caso - _
I+ I .
al 2I+17 BI 07 yl 2|+1, I_o
e
fi=a, i>0,

para cada valor do péimetroa, sio os dados para o programa.

Para valores da < 1 a <rie converge no interior da elipsg com focos ent-1 e semi-eixos
%(a+ al)e %(a*l —a) [15]. O programa foi testado com o @anetro,proximoda fronteira dos
valores de conveémcia,a= 0.8. Com este valor do pametro, a fungo

5
V41— 407’

tem uma singularidade no porte- 41/40=1.025 Diversos valores dp e deq foram considerados
para o programa e os resultados obtidis itustrados nas tabelas e noafgros seguintes.

f(z) =

Na tabela 3.2, apresentam-se o0s resultados da apr@omam termos dolnmero de @hitos
decimais exactos log,o(| f(2) — [p/q]} (2)|) arredondado a inteiro, num porgebximoda singula-
ridade da fungoz = 0.9, onde os valores dos aproximantés somparados com o valor exacto da
funcdo (0.9) = v/5, e num ponto mais afastado da singularidade,—0.5 onde a fungo toma o
valor f(—0.5) = 5/1/61 Dos valores tabelados, destaca-se a pertébagroduzida pela singula-
ridade, impedindo os resultados de graldasl2 casas decimais exactas na aproxiawagef (0.9).
Outro facto a destac#& a qualidade da aproxintag na abcissa= —0.5, consistentemente na$
casas decimais exactas, coincidentes com a dupla oagiizada no alculo dos coeficientes.

Os mesmos aproximantes calculados, podem utilizar-se para testar a qualidade da a@ooximac
no doninio de convergncia daérie. Na figura 3.5 representa-se a pr&ais|og;o(| f (2) — [p/d]} (2)|)
na aproximago da funéo nos pontos interiores da elipse Para efeitos de compagag; juntamente
com os resultados referentes astraproximantes da diagonal da tabela, apresenta-se o resultado
obtido com a soma parcial darse, consideradaa4 termos, tantos quantos 0s ne@gss para cal-
cular os coeficientes do aproximar{8¢8]'f°. Dos resultados destaca-se a vantagem dos aproximantes
racionais, mesmo 0s que envolvem menos termos do que as somas parciais, em todos os pontos do
dominio de convergncia da érie.

Nos géficos da figura 3.6 destaca-se o erro relatiiqz) — [p/q)¥(2))/f(z)| em escala lo-
gailitmica, para os pontos do intervalol < z< 1. Em cada um dos dois @ficos, apresenta-se
um conjunto de curvas relativas a aproximantes calculados com o mésneoade termos d&se.
Nos exemplos observados, verifica-se que os melhores resul@mabisdos com aproximantes
localizados na vizinhanca da diagonal principal da tabela, i.e. taip gug. Outro facto, confir-
mando o factor perturbador introduzido pela singularidade da&afyrcque o ganho de preéis,
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2=0.9 2=-0.5
41 4 6 6 6 6 5 42 8 12 12 12 10 9 9 8
8tr1 6 8 7 7 6 5 8r2 11 14 13 12 10 10 10 9
1201 8 9 8 8 8 8 12/ 2 14 16 15 13 14 13 13 12
163 9 9 10 9 9 9 1613 16 15 15 16 16 15 16 16
p20r2 10 11 10 10 10 10 p20r3 16 16 15 16 16 15 15 15
2443 12 11 11 11 11 11 2413 16 16 16 16 16 16 16 15
2843 10 11 12 11 11 11 2815 16 15 15 16 16 16 15 15
32t4 10 10 12 10 10 10 3214 16 16 16 16 16 15 16 16
3+4 10 11 9 11 10 10 35 15 16 16 15 15 16 15 16
5 10 15 20 25 30 0 5 10 15 20 25 30 35 40
q q

Tabela 3.2: Nimero de @itos decimais exactos; log,o(| f (2) — [p/d]f(2)|) arredondado a inteiro,

na aproximago def (0.9) e def(—0.5), paraf(z) = \/ﬁz
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24 ternos

36 ternos
=0, q=12 =0, q=18
\\\\\\\\\\\“\ﬂﬂvNF¢ B:249q:0 \v/\ Y p_ q ’
0. 0001 A W 0. 00001 \//“VVVM’V\// p—26, q;g
= =11 =2, 0=
J B=%29q=1 p==1
p:ﬁ' q:9
. p=8, g=8
1..10 W 1 .108
\ p=10, q=7
1. - 1010 1. - 101
1. .1018 1. -101
1 05 0 0.5 i -1 0.5 0 0.5 1

com a progres® no sentido da diagonal da tabedatanto maior, em cada pontp quanto mais
afastado e&to ponto do extremn= 1.

Este exemplo pode utilizar-se para ilustrar uma propriedade destes aproximantes racionais, par-
tilhada com os aproximantes de Bael referida em [25], relativamente aos zeros e d@bsspdos
aproximantes. Consiste esta propriedade no aparecimento de um conjublimscins aproximantes
acumulados fora do ddmo de analiticidade da fu@@, ou seja neste caso, a edigtia de plos
acumulados sobre o corte no plano complexs 1.025 Para aém desses, observam-se outros
polos, cuja posigo varia com a ordem de aproxindag e que aparecem frequentemeratecelados
pelos zeros dos aproximantes. Calculados os coeficientes dos aproximantes, utilizou-se uma rotina
geral de determind@p de zeros de polimios, no caso a fuldp Solvedo Mathematicaos resultados
apresentam-se na figura 3.7.

Comparacao de resultados com outros algoritmos

Em [34] apresentam-se dois algoritmos recursivosaeuto de suce$es de aproximantes da
tabela Paé-Legendre. Evitando a resoi@ nunérica do sistema de eques lineares associado
ao @lculo dos coeficientes dos denominadores, ambos os algoriadsaseados em refzgs de
recoréncia envolvendo os numeradores e 0os denominadores dos aproximantes. Estes algoritmos de
A.C. Matos, para &m da aplicago ao @lculo dos aproximantes de Rategendre, podem sem
dificuldade, aplicar-se a toda a classe mais lata, dos aproximantes de FrobegiuP#®gdedindo
por recoréncia, estes algoritmo®i@ indicados para calcular sucass de aproximantes. Nesse
sentido, se o objectivo consiste nalaulo dos coeficientes da sucasiN —q/q¥(2), q=0,...,N,
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Figura 3.7: Os zerod() e os plos (/\) dos aproximantes e a singularidade da amé), para

_ 5
f@ = /i
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ou no conjunto de aproximantég/q)f(z), tal quep+2q < N, comN fixo, respectivamente, o
algoritmo designado por tipo Kronecker (Kta) ou o algoritmo designado por tipo Frobenius (Fta),
sao indubitavelmente melhores, em termos do volume de é&tiiten do que o algoritmo baseado na
estrutura de desvio de caratstica (EDCa) aqui proposto.

Estes algoritmos foram programados, tal como o algoritmo EDCa, em Fortran coitigdtde
dupla precido. Os gaficos seguintes ilustram os resultados das e&peias nuréricas efectuadas.

Na figura 3.8 compara-se o erro relativo no AFP obtido com o algoritmo EDCa, com o obtido
com o algoritmo Kta. Nestes @ficos observa-se, paraeal dos fracos resultados, com ambos os
algoritmos, em abcissasgximas do extrema = 1, que os resultadofie quase coincidentes para
aproximantes de baixa ordem, para valores inéelios dep e deq os aproximantes obtidos com o
algoritmo Kta §0 mais precisos, em quase todos os pontos do intervalo, e que o algoritmo EDCa se
torna mais preciso do que o concorrente, com valorgseldeq crescentes.

Os mesmos comemtios podem fazer-se quardocomparago dos resultados com os obtidos
com o algoritmo Fta, como se pode observar nagigws da figura 3.9. Neste caso, a vantagem dos
aproximantes calculados com o algoritmo E¥Cainda mais expressiva.

Com um volume de aritética deO(g?) multiplicagdes, o algoritmo Kta pode competir com
o algoritmo EDCa se o objectivo consiste em calcular os coeficientes de apenas um aproximante
[p/q¥(2). Este @oé, no entanto o caso do algoritmo Fta, com um volume de @tiitendeO(q?)
multiplicagdes.

3.5 Concludes

Neste cafiulo, revelou-se a exighcia de uma estrutura de desvio de caratiea nas matrizes
de Frobenius-Pad Esta estrutura foi explorada, com sucesso, no desenvolvimento de um algoritmo
rapido de factorizegpo triangular das matrizes de Frobeniuséad

O algoritmo apresentado revelou-se suficientemente robusto para produzir aproximantes de grande
precifio. Frequentemente, nos exemplos apresentados, os resultados da apmxianfmao,
coincidem ou aproximam-se dos 16 algarismos significativos exactos, ou seja, dagpdeagdculo
utilizada na implement&p do algoritmo. Este resultadotanto mais surpreendente quanto as
matrizes envolvidasa® significativamente mal condicionadas. Uma padsxplica@o para este
facto, apresentada com os con@its aos resultados do exemplo 3.1, reside no facto de que, com
este algoritmo, a perturbag aritnética introduzida no processo dalaulo dos coeficientes dos
aproximantes, manter a ordem de aproxiamexacta, pelo menos, nos primeiros coeficientes do
erro.

Com o objectivo de comparar o algoritmo apresentado nesféuttagom um algoritmo de
factoriza@o LU, baseado na elimindg de Gauss com pivotagem parcial, efectuaram-se diversos
testes nuraricos. Nos resultados observados, o algoritmo proposto compete favoravelmente com
0 processo éssico, no sentido em que os coeficientes calculados conduzem a aproximantes mais
precisos. A mesma compatas; foi efectuada com outros algoritmos recolhidos da literatura, tendo-
se verificado que, comparativamente a dois algoritmos recursiv@asados aproximantes Pad
Legendre, o novo algoritmo aparenta maior estabilidadenican uma vez que produz aproximantes
mais precisos para ordens de aproxigamais elevadas.
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Figura 3.8:|(f(2) — [p/d¥(2))/ f(2)|, com o algoritmo &pido de decomposipLU (a cheio) e com
5

o algoritmo tipo Kronecker (tracejado), pdréz) = W/
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o algoritmo tipo Frobenius (tracejado), pdrig) = ——=
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Na sec@o 3.3.1 descreve-se um processo alternativo ao desenvolvido neste trabalho, que consiste

em alterar a classe de estrutura das matrizes de Frobeniasgéadia da diagonalizag das matri-

zes associadas ao operador. Este processdon utilizado porque envolve os zeros dos patimos
ortogonais e os zeros dos pdimios ortogonais associados. A possibilidade de implem&atac

de um algoritmo baseado neste procegs@romissora para 0s casos que envolvamilfasnde
polinbmios ortogonais de que se conhecem 0s respectivos zeros. Sendidiaadampoliromios

de Chebyshev um desses casos, fica em aberto o estudo daZapiieaeralizada, i.e. para qualquer
familia de polirbmios ortogonais, deste algoritmo.

A possibilidade de contornar quebras do algoritmo, na eventualidade daneiaste algum
pivot nulo, implementando o algoritmo na base de uma [Eotiias matrizes por blocas deixada
como trabalho futuro. Outro tema géedeixado para futura reflag, consiste na introdég de
pivotagem no algoritmo. A simples permuta de linhas ou de colunas da matriz, porque destroi a sua
estrutura, Ao se apresenta como unégnica compatel com um algoritmo baseado nessa mesma
estrutura. Fica em aberto a res@ogdos problemas surgidos com e&eanica de pivotagem e a
pesquisa de eventuaichicas que possam constituir alternativa.

A estrutura das matrizes de Frobenius&admo ficou demonstrado, constitui uma congegia
directa da rela@o de reco@&ncia de ordem dois, caradtgica dos polibmios ortogonais. Este facto
sugere a possibilidade de utilizar a mesémntca para aproximar outros desenvolvimentosé&ne s
gue rao €ries de Fourier em polimios ortogonais, definidos em bases de G@s¢satisfazendo
algum tipo de relago de reco@&ncia mais geral. Este assuiteetomado néiltimo captulo da tese.

A implementa@o do algoritmo apresentado nesteittdp em conjunto com o algoritmo apre-
sentado no cdfulo anterior,é elementar e serve para calcular uma s@ese aproximantes da
mesma linha da tabela de Frobenuis#ad @lculo recursivo de sucdsss de aproximantes ARP
0 objectivo do cajtulo seguinte desta tese, onde este térdatalhado.



62

CAPITULO 3. ESTRUTURA DE DESVIO DE CARACTERSTICA



Capitulo 4

Relagdes de Recoréncia na tabela de
Frobenius-Pack

4.1 Identidades de tipo Frobenius generalizadas

Tal como no caso da aproxintagde Paé, em que posével estabelecerem-se alguns resultados
relacionando elementos adjacentes da tabela de Pad[5] e [7], tambBm no caso da aproximag
de Frobenius-Pa&g se podem encontrar refsgs entre elementos adjacentes da tabela de Frobenius-
Pack.

Até final deste cdfulo, NIP/9(z) e DIP/9(z) representam as componentes i.e., respectivamente,
o numerador e o denominador, do aproximante de Frobenius-Pad

p/d
[p/dlf(2) = W

gueé suposto existir e satisfazer as codeig de normalidade para os graus e ordem de aproonac
ie.

NIP/d(z) = 5P aP9R(2), alP/d o
DIP/dl(z) ZZ?:obi[p/q]Pu(Z), bgp/q] 240 . 4.1)
NIP/d(z) — DIP/d(2)f(2) = 2i2p+q+1ﬂ[p/q}P|(Z), e[pp+/g]+1 £0

segundo a defin@p apresentada no dago 2.

E facil verificar que as reldgs de Frobenius, geralmente representadas pgeibslos

* *

relacionando as componentes de elementos adjacentes da tabelaédetl®agossuem corres-
poncencia directa para elementos da tabela de Frobenius-Fadxemplo seguinte ilustra as di-
ficuldades que podem surgir quando tratamos dos aproximantes de Frober@usePatvolvendo
desenvolvimentos em pobmios ortogonais. Suponhamos que se pretende calcular congtantes
p, tais que:
{ NIP/d(z) = )\N[pil/q“](z) +pz|\|[p71/q} (2) | 4.2)
D[p/q}(z) — ADIP-1/a+1] (2) + pzDP 1/q](z)

63
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em analogia com uma rekag deste tipo para os aproximantes de&fd. A dificuldade surge
do facto dez(DIP-%d(2)f(z) — NIP-¥/d(2)) = O(P,.q-1) para os aproximantes FP, enquanto que
z(DIP-1/d(2) f(z) — NIP-1/d(2)) = O(zP*%+1) para os aproximantes de RadNeste caijpulo procu-
ram-se relaies entre elementos da tabela de Frobeniug;RHiin de obter reldgs de recoéncia
envolvendo os coeficientes dos respectivos numeradores e denominadores.

Para estabelecer as rdda@g de tipo Frobenius generalizadasnecesario recorrer repetidas
vezesas Hrmulas que estabelecem a rélagntre os coeficientes de Fourier de uma dada&fung
e os coeficientes de Fourier do produto da &mgelo mobmio z. Tais Hrmulas encontram-se
estabelecidas na seguinte propasic

Proposigio 4.1 Se{R };., & a fanilia de polirbmios ortogonais que satisfaz a refacde recoréncia

{ ZR(2) = aiP11(2) +BiR(2) +ViP-1(2), 1 > 1 4.3)
Po(z) =1, Pu(2) = (z—Po)/0to, @i,Yi#0,i1 =0’ '
e
1. f(z) éa<rie
f(z)= fiR(2),
(2 i; iR(2)
2. p(z) & o polirbmio
n
p(Z) - pipl(z)a
i=
3. e(z) é afun@o
2= Y aR (2.
i>n
enfo:
1.
do=PBofo+Vvif1
f(z) = P . 4.4
21 i;gl @ { g =0i—afi1+Bifi+yieafis, 1217 (44)
2.
" o = BoPo+Y1P1
n .
O = Qi—1Pi—1+Bipi +Vi+1Pis1, 1=1,...,n—1
=Y qPR 4.5
i i;ql @, 0On = On-1Pn-1+ BnPn (4.5)
On+1 = UnPn
e
3.

dn-1 = Ynén
z62)= 3 diR(2), { Oh=Pnen+Vnr1enia . (46)
d=0ai_16_1+Bie+Vi1a4+1, i>n+1
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Convencionando quen 1 = pri2 =0em (4.5),en.1=€e,_2=0em (4.6) e qud_1 = p_1 nOS
casos 1 e 2, podemos resumir qualquer dasilas ahj = a;_1F_1 + BiF + v+ 1F.1 para os tés
casos e para qualquer doslices envolvidos. Esta convérgesa presente em todas awulas
gue se seguem e que envolvam o produta pier um polirbmio ou por umaérie.

Na sec@o seguinte procura-se de forma sisdéioa, encontrar rel@gs de recoémcia envol-
vendo os coeficientes dé&frelementos da tabela FP. Nas restante§escieste caplo, constroem-
se relages de recoémcia a quatro termos e estabelecem-se algoritmoaldela dos elementos da
tabela, baseados nessas réts;

4.2 Rela®es de recoréncia a trés termos

Para encontrar as refégs posweis envolvendo &s elementos da tabela de FrobeniuséPad
podemos partir do caso geral e sistematizar a busca debsslggie permitam estabelecer rékes
de recoréncia entre os coeficientes dos elementos dos aproximantes envolvidos.

4.2.1 Caso geral das relages a tés termos

Com o objectivo de generalizar as rdlag de Frobenius entre as componentes de elementos
adjacentes da tabela de Badamos procurar constantes, p eT, tais que:
NIP/d = (A+nz)NIPH/atl 4 (p 4 1z)NIPHR/aH]
oo 4.7)
DIP/A = (A +4nz)DIPH/ati] 4 (p 4 1z)DIPHR/AH]

para todos os valores gee deq, tais que os s aproximantes envolvidos existam e pafjak el
inteiros fixos. Limitando a busca a retss que envolvam elementos vizinhos da tabela, no sentido
de estarem confinadas linhas e colunas maisgimas, seja

®[p-2/0-3 ® ® * ®[p-2/q+2
[ ] [ ] [ ] [ ] [ ]
[ ] (] *plg @ [ ]
[ ] [ ] [ ] [ ] [ ]
®lp+2ig-2 ©® ® ¢ ®p+2g+2

a regho de proximidade a considerar, @ntte& de ser-2 < i, j,k,| < 2. A procura exaustiva de
soluges, atribuindo 0§ valores posiseis a cada um destes quainadiices, produs* = 625 casos
posdveis. Este fimero pode reduzir-se, permutando as constanep oun e T, que permitem
identificar algumas possibilidades umas com as outras. Ainda as3orparece boa estégfia
estudar o problema sem sistematizar a procura de &sdutentando reduza partida o amero
de casos com viabilidade de produzir s@es.

Podemos comecar por estudar a tré&augde cada uma das condiés (4.1) impostads compo-
nentes dos aproximantes em (4.7), em termos dos seus coeficientesc@tmoe que as condges
impostas se traduzem em termos dos coeficientes dos numeradores, dos denominadores e do erro de
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aproxima@o. A condi@o sobre os numeradores pode traduzir-se, em termos dos coeficientes, por:

Z) [p/q P,=A Z) p+| q+J (4.8)
[+ /4] P/t PR prk/ar]
+n'y o Patp P+t S o Po,
Zo % 2,

e para os coeficientes dos denominadores, obtemos:
S pap )X e/ 4.9)
n— n .
P 2

T orifat T gy T k]
+n h Pht+p ) b PrtT h Pn,
n;) n n nZO n n n; n n

comgh! = an_1a) | + Bral +Ynr1a, ehfl = an_1bl! ;| +Babl +yn b, conforme (4.5). Mul-

tiplicandoD!P/4(z) por f(z) e subtrando aN[P/d(z), obtemos:

N[P/d _ plP/d§ — (A 4 nz)(NPH/aHI] _ plPH/atil§) 4 (p 4 1z)(NIPH/aH] _ plptk/a+ )

e aplicando (4.6)

a[qp/q]Pn _a z eLp+i/q+j]Pn+n Z dr[]p+i/CI+j]pn (4.10)
n>prg+l n>p+qFi+j+1 N>p+0+i+j

1p Zk a[1p+k/q+l]pn +1 z dr[]p+k/q+llpn
n>p+o+k+1+1 N> p-+g+k+

comdl! = an_165 | + Bk + Yna 16, 5.
Com a condigo (4.8), para satisfazer os graus dos fwiios envolvidos, obtemos
pn = 1+ max{i, k}
equages lineares em, n, p eT. Com a condigo (4.9) obtemos mais
go =1+max{j,l}
equades lineares. A condip sobre a ordem de aproxindac(4.10) imfem mais
er =1-—min{i+ j,k+1}

Porltimo, uma vez que (4.7) defiig/q)f a menos de uma constante multiplicativa, podemos, no
caso normal, impor qulagp/q] =1, 0 que introduz mais uma equaxlinear envolvenda, n, p eT.
As condiges (4.8 )-(4.10) para serem satisfeitas, obrigam guep e e sejam R0 negativos.

A andlise da condigo (4.10) permite verificar que §é&k+1) — (i + j)| > 1 obtemos

gPti/atil \ _ g glPk/atl] p=0
WP [P+ /q] ou thﬁgﬂﬂ [p+k/g+]
epp-qu+|+1 A+ dp+q+| n=0 Corqtk+l P + dp+q+k+l =0
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conformek+1 >i+joui+ j > k+1, respectivamente. Sendo a condoisilo mesmo tipo em

ambos os casos, suficiente considerar o primeiro, e porque @arfula 4.6 temos qué[p+'/q+” =

: _ _ ‘ p+g+i+j —
o ePH/A] ghtemosh = n = 0, uma vez queelP /4] 0 devido a condi@o de
PHOH+ I+ prgtitj+1 pHaH+j+1

normalidade do aproximanip+i/q+ j]¥(2). Neste caso, obtemos uma rélago tipo

[p/d] = [P+k/aH]
NPA(Z) = (p+T2N @ (4.11)
D[p/q}(z) = (p+TZ)D[p+k/q+I](Z)
logo, out =0ek=1=0e obtemos a igualdade trivial com=1, out #0ek=1= -1 para

satisfazer os graus dos pdimios, e neste caso, obtemos para a ordem de aprex&dBy 1) =

(p+Iz)znzmq,le%pfl/q*l]Pn(z) 0 queé impossvel comt # 0. Conclimos que o problemabs
pode ter uma sol@p r&o trivial se|(k+1) —(i+ j)| < 1, o que reduz o problema a duas sitiesg
poss$veis: ouk+1 =i+ jouk+I| =i+ j-+1, umavez que, permutandocomk e j coml, a situa@o
k+I1+1=i+ | & idéenticaa segunda. De forma aloga, podemos concluir que—i| < 1 e que
|l — j| < 1. Natabela seguinte, resume-se o conjunto das Siesggosiveis considerando os valores

gue podemos admitir paka—i el — |,

ISR ENENECE
-1 -1 | Imposs$vel
-1 0 4 i+1 | j+1 | 2-(i+))
-1 1 3 i+1 | j+2 | 1-(i+))
0 -1 2 i+1 | j+1 | 2-(i+))
0 0 1 i+1 | j+1 | 1-(i+))
0 1 5 i+1 | j+2 | 1-(i+))
1 -1 3 i+2 | j+1 | 1-(i+))
1 0 4 i+2 | j+1 | 1-(i+))
1 1 | Imposs$vel

As situa@esk —i = | — j = £+1 sdo incompdteis com a condigo |(k+1)—(i+j)| <1 O
nimero de situdies posleis distintas pode reduzir-se, considerando que as 8ggagpmi > k
se podem reduzir a situdes com < k, sem perder generalidade. Ficamos reduzidos a cinco casos
distintos: No caso 1, co= i, | = j obtemos a situ@p (4.11), impossel pelas rages apontadas;
Nos restantes 4 casos, CQK + gp + e = 4 equades, juntamente com a norméalb;bép/q] =1,
resulta num sistema, geralmente sobredeterminad®edaa@es eny incognitas. A caractéstica
de tais sistemas depende dos valores particulares dej.

Analisando caso a caso os sistemas obtidos, verifica-se que muitos deles incluetie®quac
incompatveis, r&o produzindo qualquer solig; outros sitemasbssAo possreis no caso de os
coeficientes dos aproximantes do segundo membro satisfazerem determinadassegtdgrodu-
zindo por isso, soluies gerais que possam utilizar-se @&dcalo dos aproximantes; existem ainda
alguns casos que produzem uma satutrivial, istoé, por exemplo com= j = 1, para qualquer
valor dek e del, a solu@oA =1, n = p =1 = 0; aslnicas situaes que produzem reldgs com
alguma utilidade, do ponto de vista dalculo da tabela FP, surgem dos casos:
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2. Comk=i=1, j=0, | =—1obtemos um sistema equivalente a
T=n=0
A=1 ,
p=— a[p|0++11/q] /a[prfll/qfll

ag’jll/q*l} = 0 por hipbtese de normalidade. Esta s@agorresponda relag@o de reco@ncia

NIP/d(z) = NIPHYd (2) 4 pNIPHY/a-1(2)
{ DIP/d(z) = DIPtY/d (z) + pDIPt1/a-1(z)

3. Paraocaso=I|= -1, j =k=0, obtemos

T=n=0
A=1 .
-1 -1
o+ ol M0

Uma vez quee[p/qfl] = 0 por hipbtese de normalidade, este caso produz a &olug

p+q
N(p/dl (2) = N[pfl/q](z) + pNI[p/a—1] (2)
{ DIF/dl(z) = DIP-1/d (z) 4+ pDIP/a-1(2)
P2/
comp = — Fra
€ptq
4. Comosvalores=—1, j=1=1, k=0, obtemos) = O, do coeficiente d&,.q ha equago

sobre a ordem de aproxinia: Com este coeficiente nulo, obtermes 0 das condifes sobre
os coeficientes dos denominadores, e com estes coeficientes nulos, as restariies équac

Ap=0
b YN 4 plP/ Iy =1

Logo

N(P/dl (2) = ANIP-Y/at+1](7) _ ANIP/a+1](Z)
{ DIP/dl(z) = ADIP-Y/a+1(z) — ADIP/a+1] (2)

com
A — (b([qpfl/qﬂl _ bgp/qﬂ])—l

excepto nos casos em gbg /4" = pP/atY,

seguinte, mostra-se que esta coidig imposével.

Mais a frente no cordrio 4.2 da se@p

Estes tés casos, encontram-se apresentados na praposig da se@p seguinte. Uma vez
gue os aproximantes envolvidos ocupam as mesmasiessi¢lativas na tabela FP, aastibrmulas

. . *
podem designar-se genericamente por .
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4.2.2 Relages .

A proposi@o seguinte e 0s seus c@bs representam oL casos posgis de relages de
recoréncia a tés termos na tabela FP, obtidos na &eanterior. Com os cor@tios que se seguem,
como se ve, para o caso de tabelas normais, ests felafes podem reduzir-se a unfaica
relago.

Proposigio 4.2 Sejamp,q > 1, tais que, os aproximantép — 1/q]%(2) e [p/q— 1% (2) satisfazem
as condies de normalidade (4.1), &t

NP/l (z) = NIP-2/d (z) 4+ AN[P/a-1(2) °
{ D[p/q}(z) = D[pfl/q](z)Jr)\D[p/qfl](z) °
eom glP-1/dl slp/a-1]
A=—€piq q/epp+g ,

define o aproximantgp/q]f (z) = NIP/d(z) /DIP/dl(z). Alem disso[p/q]¥ (z) satisfaz as condies de

normalidade sse’ /% +xe”/& 7 0.
Demonstrago. A hipotese de normalidade dos aproximarites 1/q)% (2) e [p/q— 17 (2) & sufici-
ente para garantir queest bem definido @ r&o nulo, logo qua!P/d (z) tem graup e queD!P/9(z)

tem graw. A condigiob’¥ = 1 resulta deb”¥ = 1 por construéo do aproximante B >4 =1
por hipbtese de normalidade. Falta demonstrar a c@udipbre a ordem de aproxindag que resulta
de

DI/ § — NIP/dl = plP-2/d § _ NIP-1/d 4 \(DIP/a-1 § — NIP/a-1)
Z q[p 1/Q]p+)\ Z elp/q 1

i>p+q i>p+q
_ Z (Q[pfl/(ﬂﬂ_)\qp/q 1])p|
i>pro+1

0 que demonstra o resultadm.

O resultado desta propoaig, apresentado como o caso 3. na&e@pterior, pode referir-se por

ser do tipo
[}

®

por relacionar elementos da tabela com estas pesitelativas, permitindo calcular o elementa
partir dos elementos. As formulas encontram-se ekgltas no seguinte coratio.

Corolario 4.1 Nas condiges de normalidade da tabela de Frobenius®ads coeficientes dos
aproximantes e do erro satisfazem a rélac

alP/d = \glP/at

S e B L e T Y S .
(p/d _ plP—1/d]

E?p_/é] E?p 1/q]i;bw/q U i—0,..q-2

E%[p/q _qp 1/q) Jr)\q[p/q 17 i>p+q+1l
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eom [p—1/q] ; [p/a—1]
A=—e€pq /el -

Deve notar-se que darfmula paraa,[p/q] comi > p+q+ 1, deve ler-se que qualquer algoritmo

baseado nestas reisgs deve proceder com= p+q+1,...,Lpq, sendoLpq determinado, quer
pelos dados, quer pelas necessidades @oslos subsequentes. Concretizando: o valdrdgest
limitado pelo conjunto de coeficienta@fl/q} ee,[p/q*” disporiveis, e por iterago, pelo conjunto de
coeficientes dagsie que podem calcular-se; a determamadel ,  tamkem teb em conta o conjunto
de coeficientes a calcular em cada passo, de forma a poder prosseguir pénaork aplicago
seguinteg ilustrativa do que ficou exposto.

A utilizacao repetida do coratio anterior, permite calcular os elementos de umacegiangu-
lar da tabela

(4.12)

® x k... ok

a partir dos elementos da hipotenusa. &alo dos elementos desta anti-diagonal da tabela pode
fazer-se, a partir do conhecimento dos coeficientes do desenvolvimenterienda fungo, aé a
ordem2p+ 1 para calcular a sucess|p — q/q]?(z), g=0...p, utilizando o algoritmo apresentado
em [34] para o caso particular dos aproximanteseRaefjendre, mas cuja generalidaga outros
aproximantes de Padortogonaise imediata. Como se verifica nasrinulas acima, o aculo

do coeficienteh envolve apenas o primeiro dos coeficientes dages dos erros associadas aos

aproximantesp—1/q)% (2) e[p/q— 1] (2) e o @lculo do primeiro coeficiente dase do errce[ppighl

envolvee[p'iqlfl‘] e gﬂg;f, que h.‘ﬁo os segundos coeficientes dases respectivas. Conéinos
gue para progredir na tabela utilizando estasnulas, para calcular os elementos de cada uma das
anti-diagonaisp+k — m/m]‘f’(z), m=Kk,...,p, k=0,..., p&neceswio, em cada passo, utilizar as
formulas dadas para calcular2ip — k) coeficientegl” ™™™ i = p+k+1,...,3p—k Tomamdo
k= 0, verifica-se que o aproximantp/0]%(z) = 5", fiP(2) tera de ser conhecido juntamente com
0s primeiro2p coeficientes do erre}p/o] =fi, i=p+1,...,3plogo, para calcular todo o conjunto
dos aproximantes desta ragitriangularg neces&rio conhecer os coeficientes dais aé a ordem

3p.

As mesmasdrmulas do cordlrio 4.1 permitem calcular os elementos nadegectangular

e o [ ]
*
* *
® X * *

a partir de dois lados. Para alculo desta primeira linha pode utilizar-se o algoritmo recursivo apre-
sentado em [35] e reproduzido na saz@.3, e que permite calcular uma suéesde aproximantes
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na mesma linha, utilizando uma redacde reco@ncia entre os coeficientes dos denominadores
baseada na decompdsi .U das matrizes Frobenius-FadUma alternativa, computacionalmente
mais ecodmica, apresenta-se na séa¢t.3.1 deste céplo. O dlculo da coluna iniciaé imediato

se esta for a primeira coluna da tabela, corislitypela suceé® das somas parciais die dada. Os
comenérios e as concld@es, apresentadas acerca étwalo da redio triangular da tabela, ma&mh
validade para oalculo desta rego.

Uma conseg@ncia imediata do coratio anterior, e que vai ter aplicag na demonstrag de
outros resultados ao longo das seEs; seguintes deste éaypo, consiste no seguinte:

Corolario 4.2 Nas condifes de normalidade da tabela de Frobenius-®agodemos definir uma
quantidade\ = AlP/9 que satisfaz

A= — pp+ql/q /epp+/3 1 Lp/q}/akp/qfll b[p/q] b[p 1/d] £0,pg>1.

Com estas igualdades obtemoésnfiulas

e
* @ °

gue permitem calcular a ré@ triangular da tabela (4.12) a partir de um dos catetos, desde que os
aproximantes nessas pdsg sejam conhecidos juntamente com @mero suficiente de coeficien-
tes das respectivagiges dos erros.

Corolario 4.3 Nas condiges de normalidade da tabela de Frobenius-&ad

1
N(p/a-1 — § (N[p/(ﬂ — N[pfl/Q]) .
Dlp/a-1 — = (DIP/d —plp-Y/d) A= bgli/g] _ bg‘i‘f/‘”, p,q>1 * o
e
NIP-1/d — NIp/d — ANIP/a-1]
DIP-Y/d — plp/d — ADIP/a-U A = alf¥ /alP/ a1 b g>1 .

Estas ébrmulas representam as rddas 4. e 2. obtidas no contexto da secanterior. Uma

consegéncia imediata do coratio 4.2,& que as condﬁ;ase%oplg+1 #0eap b/l # 0 para todos os

pares(p,q), incluidas nas cond@es de normalidade da tabela, implicam qg?_éf bgp_ll/q], para
todos os parefp,q), queé a restrigo de aplicabilidade em 4., e que assim se verifica constituir uma
condi@o universal em tabelas normais.

Podemos concluir, com os resultados destes anodl, que as &slnicas relages a tés termos,
validas sem restriies sobre os coeficientes, obtidas na&@egrecedente, constituem afinal um s
resultado, que pode utilizar-se para calcular qualquer um dos elementos envaluidts dos outros

dois. Deve notar-se que apenas a r@d}ag. ; constitui uma progreé® na tabela, no sentido de

produzir um aproximante de ordem de aproxi@mguperior aos aproximantes dados. As outras
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duas formas da relag apresentada configuram retrocessos na tabela, uma vez que fornecem um
aproximante a partir de um aproximante de ordem superior, sendo por isso, em terrafilte ¢
dos elementos da tabela, de interesse limitado.

Qualquer uma desta€s Hrmulas de progreés na tabela de Frobenius-atem a sua cor@mere
valida para o caso da tabela de acbmo se mostra em [5a9. 140 e 145].

A obten@o de outras relédgs na tabela pode fazer-se introduzindo mais um termo no segundo
membro das equaes, introduzindo assim as reles de recoémcia a quatro termos.

4.3 Rela@es de recoréncia a quatro termos

Com o objectivo de encontrabifmulas, que permitam obter outras réles de recoéncia
nos coeficientes dos elementos da tabela de Frobenigs-pademos introduzir mais @anetros,
introduzindo mais um termo nas refess do tipo (4.7). Nesta séagapresentam-se alguns resultados
envolvendo relaies do tipo

[p/dl — [p+i/a+]] [p+k/a+] [p+m/q+n]
{ N (A+nz)N +(p+T12)N +(8+wz)N (4.13)

DIP/A = (A 4 nz)DIP/atil 4 (p+12)DIPH/AH] 1 (8 4 z) DIPTM/aH)

para todos os valores gee deq tais que 0s aproximantes envolvidos existam e parek, |, men
inteiros fixos.

As férmulas seguintes podem considerar-se como uma geneaalidag érmulas de alculo
recursivo dos aproximantes de Rafe facto, se em cada uma das profiescseguintes, substituir-
mos 0s AFP pelos aproximantes de &aslbstituindo os polémios ortogonai®, pelas pakncias
Z, obtemos em cada caso, uma dasifulas de &lculo recursivo dos aproximantes de Pagresen-
tadas em [5] e [7].

Em todos os resultados seguinesuposto que 0s aproximantes envolvidos existem e que a
tabela de Frobenius-Paé normal. Logo, para cada pgy,q) sdo satisfeitas as condies (4.1).

Os valores;, Bj ey, nas brmulas seguintes, constituem os coeficientes dazrelde recoéncia
dos poliromios ortogonais (4.3), introduzidos por via dasiulas da proposip 4.1.

Uma vez que asbfmulas apresentadas envolvem, com as mesmas edpsessimeradores e
denominadores de aproximantes adjacentes as duraslfs (4.13) substituem-se por utndca

SP/A(z) = (A +n2)SPH/4 1l (2) 4 (p+12) IPH ] (2) + (84 wiz) ISP+ (2)
comSP/4(z) a significar simukineament&!?/% (z) e D[P/ (z).

Comecando com valores gel, n negativos, obtemos reldes de progreée da esquerda para a
direita na tabela Frobenius-Rad

4.3.1 Progreséo da esquerda para a direita na tabela

O resultado seguintedo tipo (4.13), cong substitado porg+ 1 para simplificar as notées.
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Proposigio 4.3 Sejamp > 1 e g > 0, tais que, os aproximantdp — 1/q%, [p/qf e [p+1/q)}
satisfazem as condies de normalidade (4.1), &

[ ]
SP/atl = \SP-1/d 1 (1 +12)SP/d 4 pSP+L/dl o

com
P=—0p gt
[P/Q]
A= —Ypiq+iTs o 1/q]T

1
\ n= e[p/q (dgi/gllHe[p‘lql?]?\)

define o aproximantgp/q]f.

Demonstrago. Das propriedades dos palimios ortogonais, temos que, # 0 logo T es bem

definido. Atendendas condides de normalidade, temos a9 % 0, &P /¥ 0 ee?d,  £0,

0 que permite concluir que, A e n tamkem esdo bem definidos. Substituindo naula acimes

por D, verifica-se qué)gﬂ/f*l] = Thgﬁ], e utilizando (4.5) temob[p/q] = agbt”’¥, logo b[p/q“}

b([qp/q] =1, por hipbtese de normalidade. Analogamente, substituidor N, obtemos
g[pri/g]TJraijll/Q]p a a[p/Q]T+a[p+l/q]p —0,

logo N[P/a+1] tem graup. Para verificar que a conéig sobre a ordem de aproxindag satisfeita,
utilizando a brmula dada, podemos escrever

DIP/atl f — ADIP-Y/d f 4 (n+412)DIP/d f 4 pDIP+1/d f
{ NIP/a+1 = A\NIP-2/d]  (n 4-12)NIP/9 1 pNIP+1/d

Subtraindo membro a membro e utilizando a definida ordem de aproximag, de cada um dos
aproximantes do segundo membro, temos

DIP/a+1l§ _ NIP/a+1] — ) z el[p—l/tJ]PIJrn z el[p/q]pIJFT di[p/Q]P.er Z Q[p+1/Q]pI
i>p+q i>p+g+1 i>p+q i>p+q+2

com di[p/q] dado por (4.4). Para terminar a demongiracfalta mostrar que o segundo membro
desta equaip, constitui umaésie de ordenp+ g+ 2, para o qued suficiente mostrar que A en

satisfazem as equdes
{ [p 1/Q])\+d[p/q

Fp 1/q)\+e[%/3] rl+d (p/d] 0

€pigr1 pa+1 pragt1l =

0 queé imediato, uma vez que, de (4 /g] = yp+q+1e[plq]+l ]

O calculo dos coeficienteg, A e n para esta rel@p de reco@&ncia, bem como para todas as
outras a seguir neste dago, leva-nos a ter de supor que, dos aproximantes que figuram no segundo
membro, 80 conhecidos, juntamente com os coeficientes do numerador e do denominaduero n
de coeficienteg[p/ 9 das respectivasesies do erro, suficiente para calcular todas as quantidades
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envolvidas. Este problem@aretomado, maia frente, quando do desenvolvimento de algoritmos
baseados nestaérfulas. Por agora, vamos designar pgg 0 indice néximo do conjunto de

coeficientes; P/ g calcular, deixando para mais tarde a deterndioap seu valor.

O resultado da proposig anterio€ do tipo

permitindo progredir na tabela de Frobenius-#ad sentido da esquerda para a direita. kmfilas
encontram-se exlitas no seguinte corafio.

Corolario 4.4 Nas condiges de normalidade da tabela de Frobenius&ads coeficientes dos
aproximantes e do erro satisfazem a rélac

/

p/q+1 [p/d] (p/d] [p+1/q]

p/q+1

=nap
}\aip 1/q]+nal[p/q +Tg[p/q]+pa1

af/ Y = + 19}
[ ]
[ ] _

+pay
Prfd =0, p-1

blp/q+1 )\b[p_l/q]+r]b[p/cﬂ—i—Th[p/q]+pb[p+l/q] i=0,...,q-1
P/ AU _ peP VI nelPd 1Py pdPYA = pyq2,.. . Lpgi
com
gPd — i, allo/Q]JrBalp/q}er @3 i=0,...,p
hP/d = o 4blP 4+ 3P 4y bl =0, g
P — g, eiﬁ/lq]+|3,e,p/q]+\/| @77, i=p+gt2... Lpg

A utilizacao repetida desta relag de reco@&ncia, permite calcular os elementos daaegia
tabela

a partir dos elementos da primeira coluna. A possibilidade de pr@grdssalgoritmo nas colunas da

tabela at a colunag+ 1, depende doimero de coeficiente%;p*l/q], e,[p/q] e q[p“/q], calculados na
colunag, istoé, depende dos valoreg_1 g, Lpq €Lp+14. ESte estudo samrealizado posteriormente

neste caftulo, juntamente com a$fmulas de progreés dadas pelas propo8gs seguintes.

Substituindo, no enunciado da prop@sigos aproximantes de Frobenius-®g1/q|f (z) pelos
aproximantes de Padp/q] (z), com a consequente substifiuicde (4.3) poexZ = Z*1, obtemos o
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(p+1/q

resultado da proposip coma; =1, By =y, =0, i >0, logoA=n =0, T=1, p= —ap’¥ /aerl

ou

(0/Q+ 1] (2) = FooNrr2id(a) agiitaNrid(o .
pra+ iz = ap/Iplp+1/dl (2) 2l 9zDIP/d (2)

que corresponda relago (3.11) de [5].

Com os mesmos dados da propési@nteriorgé posével calcular outros aproximantes, como
se mostra nas propodigs seguintes. Por serem semelhaateéa proposi@o anterior, os resultados
apresentam-se sem demonsi@ac

Proposicao 4.4 Parap > 1eq > 0, tem-se

® X
gp-Y/atl — \grt1/dl 4 (4 12)SP/d 4 pSP-1/d o
[ ]
com
T=1/0q
A G
Oq glP+1/d
Y p/d
_ g™t iyt By
N= G P70 ~ ag 79  aq
__ Yptg+1 e[;ﬂglrl
P=""q; do1d
p+q

Corolario 4.5 Nas condiges de normalidade da tabela de Frobenius&ads coeficientes dos
aproximantes e do erro satisfazem a rélag

( a1[p i/q+1 a|[p+1/q]+nal[p/q +Tg|[p/q]+pa1[p 1/q] i=0,...p-1
b([qp /Q+]_}\+n+q (aq lb[p/q +B)
bi[pfl/qﬂ] :}\b[p+1/Q] Jrr]b[p/cﬂ +Th[p/q] +pbi“°’1/‘ﬂ, i=0,..,q-1
—1 1] 1
e[p+ql+/c11+l] _ r]e[p/ql] JrrO|I[Op+/3]+1Jr peLqu /] 1
\ e,p* /a+1] _)\elp+ /q +nqp/q]+rd,[p/q]+pe,[p /q] i=p+q+2... Lp1qi1

Proposicdo 4.5 Parap > 1eq > 0, tem-se

°
grtl/atll = \FP-1/d 4 (n +12)SP/d 4+ pSPL/l o
®
com
1=1/aq .
A= _ Ypta+1 e[ngﬂ
- Oq [p 1/dl
-1
n= Yp+g+1 & [pl:—qﬁ — Yp+at2 e[p%gL—Z Bp+a+1
Oq [pp ql/q] Oq e[n/;]+l Oq
_ 1 (drP-1/d [p/d [p/d]
pP= e[p+1/q] ( p+g+2 A+ ep+q+2n + uqdp+q+2)

\ p+a+
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Corolario 4.6 Nas condies de normalidade da tabela de Frobenius®ads coeficientes dos
aproximantes e do erro satisfazem a rélac

erl/qﬂl upa[p/tﬂ +pa£)p++1/q}
Lp+1/Q+1] Ir]a[p/cﬂ (ap a[p/q B ap/q])+pa[p+1/q}
ai[p+l/c1+l] )\alml/qJrnal[lo/qJr gl[p/q +pa,p 1/d i=0,...p-1

bgp+1/q+1] —A+n+ L L (aq 1b [p/d] +Bq) +p

bi[p+1/q+1] _ )\bi[pﬂ/tﬂ + r]b[p/q] + (thi[p/q} + pb[pfl/q] i=0,..,q-1
[P+1/q+1]

1 .
d :)\e,“” /dl Jrr]elp/q OT1qdi[|o/q] +p6,p /q = P+0+3,... Lpiigi
[ ] [ ] * [ ]
Com as brmulas resultantes das rel@s e « , o e e jaé posével, no caso normal,
[ ] [ ] [ ] *

calcular toda a tabela de Frobenius-@agartir dos elementos da primeira coluna. A implemé&atac
destas drmulas num algoritmo deatculo dos aproximantes tem de ter em conta qual o conjunto
de coeﬁuenteaﬁp/q] i=p+g+1,...,Lpg necesarios em cada passo para permitir calcular os
[ ]
coeficientes envolvidos no passo seguinte. Por exemplopnasifas e verificamos que para
® =k
calcular os coeficientes do numerador e do denominaddp ¢el/q+ 1]%(2) sao neceswios os

P9, el /Y e el /9 do aproximantdp — 1/¢]7(2), os valores dos

coeficientess”/d, , eﬂﬁhz e e[pplg% (estedltimo interem no @lculo ded”/d. ) do aproximante

[p/q)%(2) e apenas o valor do coeﬂmedéq /Y do aproximantép+1/q]% (z). Estendendo a @fise

valores dos coeficient

[ J [ ] *
asbrmulas e * e e verifica-se que estes sete coeficientis suficientes para calcular os
[ J [

coeficientes dos numeradores e dos denominadorgs/de- 17 (z) e de[p—1/q+ 17 (2). Istoé,
verifica-se que para catculo dos coeficientes dos numeradores e dos denominael oexesario
conhecer os &s primeiros coeficientes darge do erro dos aproximantfs— 1/q)7(2) e [p/q]%(2)

e apenas o primeiro do aproximarfe+ 1/q]%(z). Por outro lado, se se pretender queatcalo

dos aproximantefp — 1/q)%(2), [p/q)5(2) e [p+ 1/gF(2) recorra das mesmasériulas, verifica-

se que para calcular cada um dos valas”?, a”9 e &% & necesario conhecegl /%Y,

gP/ ot gP/a-tl glp[a-tl ¢ dPH/94Y - considerando que se pretende calcular os coeficientes dos
aproximantes das linhgs— 1, p e p+1 até a colunag+ 1, na tabela seguinte indica-seiralice
maximoLm do conjunto de coeficienté"/”] de cada aproximante, necéds ao prosseguimento
dos @lculos:

m ‘ Lmo Lmg-2 Lmg-1 Lmg
p—1| p+29+2 p+9+4 p+qg+3 p+q+2

P | P+29+3 p+9+5 p+g+4 p+q+3
p+1| p+29+2 p+9+4 p+qg+3 p+q+2

Pode concluir-se que para o arranque do algoritmo a partir da primeira coluna, tdagtidla
sucesao das somas parciaésnecessrio conhecer os coeficientqlg/o] = f; atta ordemp+2q+ 3,
valor este coincidente com dimero de coeficientes darge necesaio para calcular o aproximante
[p+1/g+ 1% (2) com outros algoritmos, ver [34] e [35].
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Procuremosdrmulas que permitam percorrer outros caminhos na tabela FP.

Proposigio 4.6 Sejamp > 0 e q > 1, tais que,[p+1/q— 1%, [p/q— 1]F e [p/q]} satisfazem as
condiges de normalidade, i

gp/atl] — \gp+1/a-1 L ngp/a-1 4 (p+12)SP/d

com
T=1/0aq
a[P/Q]
> e[p/q]
N =—Ypra+1iJ; [p/q STt
[pp+1/q 1])\+e[p/Q—1]n+d[p/q] )

P=—7 /q] (ep+q+1 p+a+1 pra+1t
p+q+l

define o aproximantfp/q+ 1% (2).

Demonstrago. A verificagio de que a normalizag dos aproximantgp -+ 1/q— 1]%, [p/q— 1%
e [p/q]’f’ é suficiente para garantir qae A, n e p estio bem definidag imediata. As condies
sobre os graus do numerador e do denominaddipge+ 1]? e sobre a ordem de aproxingay

traduzem-se por
[p+1/q 1])\+g[p/cﬂ -0

p1l
h p/q}_[ -1
g+
[%31/1} o dgi/[gﬂ/T o g
p+1/9- p/q— p/q p/q
€pratt At €pigriN+EpigaP+piqT=0

A verificagdo de que os valores dados constituem a Soldp sistemaé imediata utilizando as
formulas (4.5) e (4.6

Corolario 4.7 Nas condiges de normalidade da tabela de Frobenius-&ad

( ai[p/q+1] 7\31[ p+1/0— 1]+na1p/q 1 eraI[p/q +Tgi[p/q]7 i=0,...,p
bgp/q+1} P+ Th[p/Q]
bgp/gﬂ} AN +pb[p/q} +Thgp/g]
bl[p/qul} )\b[pﬂ/q l]+nb[p/q l}+pb[p/cﬂ+rh[p/q]7 i=0,...,q—2
E%|0/q+1] )\q[pﬂ/q 1]+nqp/q 1 Jrpelﬂo/q +Tdi[p/q}7 i=p+g+2...,Lpqi1

comg ¥, hP/% e 4”9 dados pelas mesmas expi@ss do cordrio 4.4.

Proposigio 4.7 Sejamp > 0eq > 1tais que[p/q— 1], [p/d]f e[p+1/q]} satisfazem as condies
de normalidade, eéb

Sp/atl] = \SP/a-Y 4 (p+12)SP/d + nSPHY/A
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com
N = _ap a[pp q
Oq gPH1/d
p+1
gP/d
A= _ Yp+a+l Spia+l
- —1
0([q/ ?[qu | [p/d]
p:i(engﬂy dpq+1)
g\ gP/a-1 ¥PHa+1 ™ Jo/d
p+a p+q+1

define o aproximantfp/q+ 1% (2).

Demonstragio. O resultado fica demonstrado, com 0s mesmos argumentos da paopasic
terior, depois de verificado que as coriig sobre os graus do numerador e do denominador, a
normaliza@o do aproximante e a ordem de aproxiamcse traduzem por

p/q]T + a[prfll/Q]n -0
F/q]
e[p/q 1] d[p/q

/q—1]
Ep+3+1 A+ e[EK(g]]Hp + dgi/gﬂf =0

Corolario 4.8 Nas condi@es de normalidade da tabela de Frobenius®ad
AglP/a-1 [p/q] [p/d] [p+1/q]

g/t xgP Y+ pal?/d 1 1gP/Y 1 na i=0.....p
b([]p/q+1] _ p+Th[D/Q] n
bi[p/q+1] — }\b[D/Q—l] + pb[p/q] JFTh[p/q] + r]b[p+l/q] i=0,..,q-1

[p/a+1] _

&

+1/q

el[|o/q 1]+pqp/cﬂ+rd[p/q +neP i=p+q+2,...,Lpg:1

A utilizacao combinada da®fmulas

e o % e o %
e
°

permite obter umadrmula de progre$® em linha.

Proposigio 4.8 Sejamp > 0eq > 2tais que[p/q— 2|, [p/a— 1]% e[p/q]} satisfazem as condies
de normalidade, edb o aproximantép,/q+ 1] pode definir-se por

SP/aH] = \SP/a-2 1 (n +12)SP/9 1 4 (p + 62)SP/d e o o x
com
r_——A
v qe[p/qfl]
A=A
d[p/q 1] e[p/q 2 v e[P/q]
n= aq(e[pp/g 7~ Ypt+a ) RS 21) Pt e["}zgfll]
+0—
_ 1 (dp/a-2] [IO/Q—l] (p/9-1] [p/d]
p=- P CHMER) + €pigri Nt dpigi1 THApiqi16)

ondeA = a9 /alP’Y representa a mesma quantidade definida no éoiol4.2.
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Demonstrag@o. Sendod # 0, &€ imediato que o segundo membro da egoacomsS substituido por
D, representa um polinmio de grawg+ 1. Comob[p/q] 1 por hipbtese, er#to o coeficiente principal

dezDP/d & 0g, 0 queé suficiente para mostrar q /q+l] = 1. Para que a equag produza um
numerador de grap é suficiente que

1
2 ogld o

As condi@es a impor para satisfazer a ordem de aprox@oac+ g+ 2 para[p/q+ 1] sdo

)\e[p/q 2}+Td[p/g 1_p

)\ep/q 2]+ne[p/q 1]+Td[p/q 1]+9d p/dl _

Fp/q 2] p/q 1 p/q 1] ﬁo/g] [p/dl
}‘ep+q+1 TN€iqgi1 T po+q+1 TPEigi1t edp+q+1 =0

Com a utiliza@o do resultado da propoaig 4.1,& imediato verificar que os coeficientes dados
constituem a sollp destas quatro equses simulineas.m

Corolario 4.9 Nas condiges de normalidade da tabela de Frobenius-&ad

ai[p/q+1 )\aip/q 2]+na1p/q 1 _ A gl[p/q 1 +pa1p/q]+aqgl[p/q]’ i=0,....p
b[P/(Hl] O‘qql/\_*_p_'_ q(aq b P/Q]+Bq)
bgp/qﬂ] n— /\h[p/q 1]+pb[p/q]+ 1 h[P/Q]

bi[p/q+1] :)\bi[p/q 2]+nbi[p/q 1]_OThi[p/q 1]+pbi[p/Q]+a;hi[p/q]’ i=0,..,q-2

e|[p/q+1] :)\q[p/qu]jan[p/qfl] _ aAqdi p/a—1] Jrpq[p/cﬂ +a71qdi[p/q}’ i=p+q+2...,Lpgi

Este resultado permite estabelecer um algoritmoatieuto dos aproximantes Frobenius-Bad
progredindo nas colunas da tabela, baseado naarelkde reco@ncia entre elementos da mesma
linha.

Algoritmo e e e

Para construir um algoritmo baseado nasrfulas do cordrio 4.9, falta atender aos valores
iniciais, istoe, determinar os valoreé;”/(‘], bi“o/(ﬂ ee,[p/q] comq=1eq=2, umavez quey[p/o =f;,
i=0,....p 3%10 os coeficientes do desenvolvimento @miesda fungo, supostamente dadbé[ﬁ o _

le qp/o] , 1 > p+ 1 por definigo. Com vista aoaculo das componentes {:te/l]? (z) atra\es
de uma brmula do tipo

S/ Z ASP/2 ¢ (£ 12)SP U 4 (p+ 62)SP/0

podemos introduzir as defiriies artificiaigp/ — 1]5(2) = TP fiR(2) e [p/ — 27 (2) = ¢ fiR(2),

para satisfazer as condigs de ordem de aproxin&gD/P/~2(2)f(z) — NIP/2(z) = O(Ppy3) €
DIP/~Y(z)f(z) — NIP/~Y(z) = O(Pp2). Para que o segundo membro da igualdade acima, defina
um numerador de grap, € necesario que

{)\a“’/ ]+rg[p/ ] -0

)

a2 [P/ 1 (p/-1]

(/0]
p+1 + naerl + 1'-gp+1
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para normaliza[p/l]'? (z) com b[lp/l] =1, &€ necesaio que
T+0=1/09
e a condi@o sobre a ordem de aproxindacimm@em que

6=0
Y +pefld =0 -

Apos substituifes, sefp,1 # 0 e fp 2 # 0, estas cinco equaes lineares& equivalentes a

((06=0
1
=4
A= — Op+1 fp+1
Qo fp+2 ’
— _Yoi2 fpi2
p= ao fpia1
H_MM_%L_M
— ap fpr2  ao fpra o

e com estes coeficientes calculados, podemos calcular os coeficientes dos elementos componentes

de[p/1]7(2)

agp/l] _ b([)p/l] fo -+ 2% f,

ai[p/l] =A+n+p)fi+t(ai—tfi—1+Bifi+Vipa i), i=1,...,p
P/ = - aole (apfp+ (Bp+1—Bo) fpr1+Ypr2fpi2)

e[p/l] =(N+P)fpr2+T(Bpiafprz+VYprafpra)

qp/l] =Atn+pfi+t@iafia+Bifi+vieafiza), T=p+3,...Lpa

Para calculafp/2]?(z) podemos proceder analogamente com ubnafila do tipo

§p/2] — )\§p/—1] + (n —|—TZ)§D/O] + (p+ ez)gp/l]

e impor as mesmas condes do caso anterior. Resolvendo as egeabtidas, encontramos

=0

o= L

\ oy P/
T
_ _ Ypt2 epp+2
o a e [p/1 [p/1 [P/ P/
_ 1 (P2 P P P P
=— apa e e e

P ale[przl](fpﬂ( pap " +VYpt2 p+2)+Bp+2 p+2 T Yp+3 p+3)

e para os coeficientes dos elementos componentgs #& obtemos

a 2] ()\‘H’])fO‘f’p [p/ll +0(Bo aop/l i'_ya[p/l])l .
a”? = (n+n)fi+pa” Y +8(ai 18Py + Ba” Y +yiaall) =1 p
b[p/z] ()\—H])—l—pb[ /l]+e(B b[p/l +V)

] _

b[l'o/2 erG(O(ob“D/l +B1)
[p/l

&P/2 = A+ + peP Y+ 00 16P + Bie®Y +yiadP ) i = p+3 Lpo
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0 que completa o conjunto dérmulas necessias para construir o algoritmo.

Este algoritmo &o pode arrancar sk 1 = 0 ou sefp.» = 0, casos em qufp+ 1/0]F(2) ndo
satisfaz as condies de normalidade, e quebra no pagsol se as condiges de normalidadeiio
se verificam para o aproximarte/q]? (2), istoé, see[prjigll —Oousea’" =0

Para finalizar, falta averiguar quais as quantidades auxik#fdse d”¥ necesarias, ou quais
os valores dos$ndicesLpq, para completar oadculo dos coeficientes dos numeradores e dos de-
nominadores dos aproximantgs/qlf(z), q=1,...,J, para um dado valor d& Uma vez que o

, 2 3
calculo de cada valog”? envolve os valores dos elemen@g8 Y, P92 ¢ dP43 e que o
calculo das componentes g/ + 1]7 (2) envolve valores del”? ate eLpJfgLZ, enfio para o alculo

P\ & - [p/3—-1] [p/1]
de [p/J]s (2) & necesario calculareyiy ;' e, por recoréncia, e, 55 ;. Logo, em cada coluna

[p/q}'f:(z), necessitamos dos valorq@/q], i=p+9g+1,...,Lpg=p+2)—q. Por adlise das
expresdes anteriores, condlmos que necessitamos dos coeficierftes = 0,...,Ly0 = p+ 2],
para completar oaculo dos aproximante®/ql%(2), q = 1,...,J, isto @ o mesmo conjunto de

coeficientes necesso para calculajp/J]% (2) resolvendo o sistema de eqdag lineares associado
aos coeficientes.

Os procedimentos encontram-se esquematizados no algoritmo seguinte.

ALGORITMO e e e x

Dados: p, J,€ N{f;}*2’

. NIp/d]
Calcula: [p/q|f(2) = D[Tq]g, q=1,...,J

Parametros: {aj, B, yi}>'

Valores iniciais: aq_1 = agp+1 = bgq+1 =0, q=0,...,J
bq_’q:l, q:07,\]
quZOu |:p+177p+q7 qzoav‘]
aO,i:fia |:O,,p
ei=fi, i=p+l..,p+2

Calcular:

% [p/1}

blO = —%%M(prp+ (Bp+1—Bo) fp+1+ Yp+2fpi2)
=biofo+ 2 h
a1|—(b10—*)f| (O(i 1fica+Bifi+virafive), i=1....p
ey = (b1o+ Bo)f| **(m 1fica+Bifi +Virafiva), i=p+2...,p+2]1-1
Seeqpyo _Oenﬁo para
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% [p/2)F
dij = ai_1€1j_1+ Bieti + Vi+1€Li+1, i=p+2,...,p+20-2
O1i = Qi_181i-1+ Bidsi + Yi+181i+1, i=0,...,p
h1o = Bob1o+ VY1
A= _Op a1p
ay fpi1 p+l
Yp+2 elp+2
n=- 0(1 fpra
p= elp+2(()\+n)fp+2+ald1p+2)
a0 = (A+n)fo+pawo+ 4 ([306110+ yiai1)
az.—(>\+n)f.+pa1.+algl., i=1....p
boo = ()\+r])+Pblo+alh10
b21—p+ - (b1 + Bl)
(A+n)f|+pe1.+ ady, i=p+3,...,p+2)-2
See27p+3 = 0enfo ara
Parag=2,...,J—-1
% [p/q+ 1)
dgi = Qi—1€qi -1+ Bi€gi + Vit 1€q,i+1, i=p+q9+1,...,p+2)-q-1
Qg = Qi—18gi-1+ Bidgi + Yi+18q,+1, i=0,...,p
hgi = ai—1bgi—1+ Bibgi + Vi+1bgit1. i=0,...,q-1
N = Bap
_ Eyp%—lmq
o‘q €y-2,p+g-1
n= (dq Loy €4-2,ptq ) — Ypta+1 €qpiqrt
g 1eq1p+q deg-2pig-1 dg eq1p+q
p= eqpﬂm(eq 2.p+q+1A +€4-1,prg+aN + g (dq,p+q+l—/\dq—1,p+q+l))
agi1i = Aag- z.+naq Li+Pagi+ o (Ggi —Adg-1i),  1=0....,p
byt1q =P+ = - (dg- 1(bqq 1— )+Bq)
g 1.9- 1—ﬂ+pbqq 1+ 5 (hqq 1—/\(0(q 2bg-1,g-2+ Bg-1))
Bg1i = Abg—2i +nbg- 1.+pbq|+ (hq, —Ahg_1), i=0,...,q-2
€q+1i = A2 +N€—1i +PEqi + 5= (dq,l Ndg-1,), i=p+g+2,...,p+21-q-1
Seegt1,prgr2 = 0 enfio mara

Resultados: Np/q]—z, g2R,  A=1..J
DIP/d = Z obql R+ Py, q=1...,J
plp/d § — N[P/d = lequﬁleql 4+ O(Pp25_qi1), g=1,...,J-1
Para aém dos coeficientes das componentes dos aproximani@§(z), g=1,...,J, este algo-
ritmo calcula os coeficientéo/cﬂ, i=p+q+1,...,p+2]—q, dagrieDP/d(z)f(z) - NP/ (z) =
ElP/d(z) = z,>p+q+le, P/9R (z). Uma vez que, por constréig de AFP,

[p/d]
f(2)—[p/df (2) = E[E/Z] 8

en@o, com os coeficientes calculados, podemos utilizar

sP 9 PR ()

DIp/d (2)
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para aproximar o erro com ql[lp/q}'f: (z) aproximaf (z).

Contando o fimero de operdggs aritnéticas em cada passo do processo, comds que se po-
dem calcular os coeficientes dos aproximam¢q}'f° (2), g=1,...,J com aproximadamente2]? +
8(p+ 1)J multiplicagdes. Comparando com o algoritmo 2.2, baseadoahtuto da decomposip
LU das matrizes Frobenius-Fadssociadas aos aproximantes, apresentado em [35] e reproduzido
na sec@o 2.3, onde 0 mesmo conjunto de aproximantes se calcul@d¢dth multiplicagdes, vemos
gue o algoritmo aqui apresentado, sob este ponto de &istgnificativamente favawel.

O algoritmo foi programado erfortran, com aritnética de dupla pred@®, e foi testado com
duas fundes.

Resultados Nun&ricos

Nos testes nuéricos apresentados, utilizam-se f@ag satisfazendo dois requisitos: os coefici-
entes do seu desenvolvimento e@nis de Fourier podem calcular-se, pelo menos teoricameste, at
uma ordemdo longe quanto 0 neces®, com a precio de @lculo da naquina; a fungoé descrita
por uma brmula andtica exacta, permitindo calcular o seu valor, pelo menos teoricamente, em
cada ponto do intervalo de aproxind@ag com a prec#o de @lculo da nadquina. O primeiro destes
requisitos, permite calcular as sudgss de aproximantegd longe quanto se queira, sem resies
sobre os graus dos numeradores e dos denominadores e, sobretudo, isolar os erros inerentes aos
processos deaiculo implementados com o algoritmo, dos erros nos dados ou seja, dos erros nos
coeficientes da&ie. O segundo requisito prende-se com a necessidade de analisar o algoritmo
comparando os resultados, tanto quantoipesscom os valores exactos da faag

Exemplo 4.1 Relativamente fanilia de polinomios da classe de Laguert€l(z), referidos no
exemplo 2.5, ortogonais no intervaio> 0 para a > —1 arbitrario, a fun@o f(z) = zZ" admite
0 desenvolvimento erérge [27]

. F(m+a+1)r(m+1)
=2 Y e rarrm ns 1)

L{'(2),z>0

Param> —(1+0a)/2, & sabido que a&ie converge para todos os valoresxde 0 [27]. Por outro
lado, para valores-(1+a) < m< —(3+2a)/4 esta &rie & divergente em todos os pontos 0
[36]. O algoritmo foi testado, corn = 0, para duas fun@es: comm= —1/4, temos que

c 1 i r(§>2
f%(2) = — = i;}(—1) mu(z), z>0

constitui uma 8rie convergente, e que arse, comm= —3/4,
1 - T(3)?

fd(z) = T\/Z»s = i;(—l)'m

ENI

Li(2),z>0

EN

diverge em todos os pontos.

Sendo
zli=—(i+1)Li1+ (2 +1)L —iLis1
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a rela@o de recogncia dos polibmios de Laguerre, efo; = —(i+1),Bi=2i+1ley = —i sdo
os dados do algoritmo. Para alculo dos coeficientes das duasiss, utilizando as propriedades da
funcaol” podemos concluir que
rG-n=-G+nr-;-n
rG-m=-G+nr-3-n
0 que permite calcular os coeficientes por re&cia

f¢(2) =T (3) izo fLi(2), 2> 0

fo=1 f1= 4‘(1211) ff,i=0

fd(2) =T (3) Sis0 fLi(2), z> 0

f§ =1 fl= 455 i>0

Para testar a qualidade dos aproximantes obtidos com este algoritmo, foram calcatadas v
linhas da tabela. Os aproximantes foram calculados em duas alxisshe z= 16 e os valores
obtidos foram comparados com os valores exatt(l) = f9(1) =1e f¢(16) =1/2, f9(16) =1/8.

Na tabela 4.1 representa-se, em cada posip, ), 0 numero de @itos decimais do aproximante
[p/d]k(2) coincidentes com os valores exactos respectivos. Poesate facilidade de leitura, apenas
sao apresentados alguns dos valores de cada Sucesisulada.

z=1 z=16 z=1 z=16
14767738 4+27 910111111 0466777 4+37 910111112
167 87 838 819 1212121213 06 6 77738 8+39 1111111212
1213 6 7 8 8 811 12:11101113121314 121 6 7 8 8 8 8 12:3101012131312
p16 19888119 p16-1121213131314 p160 6 77 899 p16-39 1213131213
2011 8 8 8109 9 2010 101313131214 2010 7 7 8 9 9 9 20+2101112111414
2412 7 8 9 9 910 24+1111213131313 2410 7 8 9 9 9 10 2412101213131413
0 51015202530 0 51015202530 0 51015202530 0 51015202530

q q q q

nme- 0. 25 me- 0. 75

Tabela 4.1:—log, (| f (2) — [p/q)%(2)|) arredondado a inteiro, cofi(z) = %Z no casan= —0.25e
1 - _

f(z) = 75 N0 casan= 0.75

Destes resultados pode destacar-se a qualidades das apfesmmes pontos observados, e
sobretudo o facto de a preéis obtida com estes aproximantes racion&ie ser afectada pelo
caracter divergente daesie para o casd(z) = 4—\/1;3

Os mesmos aproximantes calculados, servem para ilustrar o comportamento da apmkimac
num intervalo de valores. Nas figuras 4.1 e 4.2 representa-se, em escatemiogaas curvas do erro
relativo de aproximantes de duas das suiessalculadas para cada uma das dua$gsgtilizadas
para teste, com o intervalo de aproxirdag > 0O restringido, para efeitos de represeatgiafica,
ao intervalaz € [0, 20].
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p=4
1 /
0. 001
1. .10
1.-10°
1.-1012
0 5 10 15 20
z
p=4
0.001
\
0. 00001
1.-107
!
1..10°
y
V \ﬂm
1. .10
0 5 10 15 20
z

Figura 4.2:((1%(2) - [p/dl(2))/ 1(2)| com f(z) =

q=0

q=2

a=4

q=8

q=16

gq=24

q=24

q=16

0.001

1.-10°8
1..10°
1. -10%2

0. 0001

1. -101°

1. - 10%
0

p=8

q=0

a=2
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Do conjunto das curvas apresentadas, destaca-se que 0s erros relativos oscilam, entre valores de
amplitudes que decrescem quer com o valay daer com o valor d@. No caso daérie divergente,
os resultados discordantes, obtidos nos ddifigys com asiltimas colunas apresentadas, parecem
indicar uma perturb&p associada a alguma instabilidade Buoa para valoreq > 16. No caso
da €rie convergente, a instabilidade nemca rao se observa, pelo menos de forma a piorar os
resultados, &a colunag = 24. A convergncia dos resultados da AFP observada na figura 4.1 em
dois pontos, quer com @se convergentd®(x) quer com a &rie f¢(x) que diverge em todos os
pontos, parece poder estender-se a todos os pontos do intervalo observado, como sugerem as figuras
4.1e4.2.

Exemplo 4.2 Tomando como exemplo a fi@dwg vulgarmente designada piumcao salto de suporte
compacto e possuindo uma singularidade num ponto interior do intefvdldl):

f7) — 0, —-1<z<a
(2) = 1, a<z<1

A expan&o em g&rie de polibmios de Legendre

(@)= 51-2)- 5 3 Poa(@ P a(@lRu(@, ~1<z<1

converge pard (z) em todos os pontos onde a fé@og contnua e paraj = 3[f(a+0) + f(a— 0)]
na abcissa = a[27].

Este exemplo foi tratado em [34] com o vale 0.1. Tomando o mesmo valor dg temos
que fo=0.45e f; = —3(P11(0.1) — R_1(0.1)) s40 os dados &; = 4%, Bi =0 ey = »'; S0 0s
pal@ametros para o programa daaulo dos aproximantes. Na figura 4.3 representa-se o erro absoluto
no intervalo de aproxim@&p —1 < z < 1, para alguns elementos da tabela FP nas ligphasl2 e
p=24

Destes resultados destaca-se o @stmo do erro absoluto em cada ponto, com o valay ei®
cada uma das sucées apresentadas. Nos testes @aticos efectuados, a varég do erro com o
valor dep naoé o evidente. Para valores ge- 12 observa-se que o ganho de pracisleixa de ser
aparente, ou atdesaparece, provavelmente devido a acurialde erros de arredondamento. Este
facto parece indicar que este algoritmo recurg&ivoais robusto do que o utilizado em [34], onde a
instabilidade nur@ricaé referida nas colunag> 6.

Na figura 4.4 apresenta-se destacado, o comportamento da apr@xiraapnal perto da sin-
gularidade da furip, e compara-se com o comportamento da aproxdmdas somas parciais. O
caso apresentado corresponde ao aproxim@4yel2t(z), e & comparado com a soma dérie
considerandd8coeficientes, i.e. 0 mesmamero de coeficientes necass para o élculo do apro-
ximante racional. No @fico da esquerdanobrio o caracter oscilatio, ampliado na vizinhanca da
singularidade, na aproximag das somas parciais. Estedareno, que geral naséries de Fourier
de fun@es com pontos de descontidade & vulgarmente designado penbmeno de GibbdNeste
grafico, sendo o erro muito pequeno na escala utilizada, em quase todos os ponto&pafaong
aproximante FPa& quase indistinguiveis. A ampliag feita no gafico da direita, permite distinguir
as fun@es e podemos concluir que a pertudmdntroduzida pela singularidade, na aproxigwac
da fun@o, é significativamente amortecida pela aproxi@€P relativamenta aproximago das
somas parciais, sendo o faneno de Gibbs quase imperceptivel nesta escala.
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p=12 p=24
0.1 q 4=0
J
5 0. 0001
0. 0001 a= q=2
q=4 1. - 107 q=4
1. - 1077
q=8 1.-10°%
q 12 q:8
1. - 1010
1. -10%
g=12
1. .10
1 -05 0 05 1 1 -05 0 05 1
A z

Figura 4.3:f(2) — [p/d% (2)],

f(z) & a fun@o salto conra=0.1

Os coeficientesq[p/q] avaliados no algoritmo, como quantidades auxiliaresaleuto, podem

utilizar-se para construir uma estimativa do erro na aproXam&g. Na figura 4.5 comparam-se 0s
erros na aproxima&m da funéo

f(2) —[p/df (2)

com a estimativa do erro calculada pelo algoritmo,

sP2 9 PRy

D[p/q](z)

Podemos observar nafigura 4.5 que, no interjalb7, 0.7], as curvas do erro absoluto calculado
|f(2) — [p/d]¥(2)| seguem de perto as curvas do erro absoluto estimado. Para vatoresqs dos
extremos do intervalo de aproxin@ag; os valores da estimativa divergem dos valores do erro.

Conclusies Os resultados dos testes apresentados sugerem que o algerguoficientemente
robusto para calcular as aproxindag racionais com grande preéms As sucesges de aproximantes
calculadas, produzem valores convergentes para os valores exactos. A agordalagros perturba
esta convergncia, impedindo o incremento da aproxi@agas colunag > 16 nos exemplos com
polinbmios de Laguerre @ > 12 no exemplo de Legendre.

Para a&m do incremento da preéis na generalidade dos pontos, relativamaraproximago
das somas parciais, destaca-se dos resultados a vantagem da a@oXiRaga vizinhanca da
singularidade daé&ie de Legendre. O designado &emeno de Gibbs, traduzido pelo aumento da
amplitude das oscil@gs do erro, perto da descontinuidade da &oen@], visvel neste exempl®
significativamente amortecido pela aproxirdaagacional.
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Sp
l 7, O Y A VY A WA N . N s Ny
1 AFP
0.8
0.8
0.6 0.6
0.4 0.4
0.2 0.2
0 0
0.75 -0.5 -0.25 0 0.25 0.5 0.75 0 0.05 0.1 0.15 0.2
z z

Figura 4.4: Fungo salto, aproximant4/12)%(z) e aproximago das somas parcidigs(2)
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Os testes revelam ainda a capacidade destes aproximantes de reproduzir, com gradde precis
os valores de uma fuo a partir dos coeficientes de Fourier de ugréedivergente.

No resto deste cdjplo mostra-se qué possvel calcular por recoémcia, outras suces®ss de
aproximantes de Frobenius-Rad

4.3.2 Relaes de descida na Tabela Frobenius-Péad

Na sec@o precedente, apresentam-se @acentre elementos adjacentes da tabela Frobenius-
Pacdk, que permitem progredir no sentido da esquerda para a direita. Os resultados seguintes apre-
sentam relages no sentido descendente da tabela. Uma diferenca importante entre os resultados da
sec@o precedente e os resultados seguintes reside no facto de que os resultados anteriores permitem
calcular os coeficientes de um aproximaat@usta dos coeficientes dégsraproximantes adjacentes
sempre, COMO vimos, que estes satisfazem as deslgle normalidade. Nas propdss seguintes
apresentam-se reldgs entre os elementos de aproximantes adjacentes da tabela de Frobenius-Pad
onde, para &m das condites de normalidade, a possibilidade de progess tabela estdepen-
dente dos valores dos coeficientes dos aproximantes envolvidos.

Em todas as propogies que se seguemsuposto que dos aproximantes que figuram no segundo
membro das equées, esio calculados os coeficientes do numerador e do denominador, e dos
coeficientes das respectivasries do erro supomos que @stcalculados pelo menos aqueles que
inteném nas drmulas dadas. Para o estabelecimento de algoritmos baseaddsmaka$ de
recoréncia estabelecidas nestas proposs;é necesaio estudara semelhanga do exposto no
algoritmo da sedo precedente, qual o conjuntdmmo das quantidad&.%p/q] a calcular em cada
passo. Este estudo, bem como o estabelecimento do conjimtnardos coeficientes d&se que
sA0 neceswios para cada algoritmo, édfieitoa posteriori no final do cafiulo, para o algoritmoia
estabelecido.

Proposigio 4.9 Sejamp,q > 1 tais que os aproximantép—1/q— 1%, [p—1/q]f e[p/q]} existem,
satisfazem as condies de normalidade e cujos coeficientefestalculados, juntamente com os
primeiros coeficientes das respectivasiss do erro. Definindo

NIPHY/A = ANIP-1/a-1] 4 (n 4 1z)NIP-Yd 4 (p —Tz)N[P/d]
{ DIP+1/d = \DIP-Y/a-1 1 (n +TZ)D[pfl/q] + (p—12)DIP/d

com
( elP-1/a-1
1= pﬁvq:ll/Q]
€p+q
A et et P
p=-1/9- p-=1/q p/q
n= _e[p;{ql/q] (€pq A+(dpiq" " —dpig)T)
_ 1 [p—1/9-1] [p—1/q] (p—1/q] (p/d]
pP=- SOE (prgr1 A€+ (dpigir —dpigia)T)
e

A=n+p—0g1AT

comA = bgp_/f] - bgp__ll/cﬂ cOmo no cordrio 4.2. SeA + 0 enéio

N[P+1/d(z)

Dh ~ P YAT@
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€ 0 AFP tal quebt[fﬂ/q] = A. Caso contario, a tabela Frobenius-Pa®k rdilo normal, sendo

NIP+1/d (2)
DIP+1/q] (Z) = O(Pp+q+2)

comd(NIP+¥/d) = p+1ed(DIPYd) < q—1.

Demonstrag@o. Sendo normais os aproximanfes- 1/q— 17 () e [p— 1/q/}(2), enfiot est bem
definido eé réo nulo. Da érmula apresentada paxéP+/9 resulta qu@%fll/q] —apap’1, logo

d(NIP+1/d) = p4 1. As condi@es sobre a ordem de aproxirhagroduzem

DIPHL/d § _ NIP+HL/A — p z Q[p_l/q_l]P,—i—r] z Q[p_l/q]P.—i-T z di[p—l/q]pI

i>p+g-1 i~p+q i>p+a-1
+p Y q[|0/q} P_1 di[p/q} P
i>p+a+1 i>p+q

1 1 —1
O‘e[pp+q /g } + Tqu /;ﬂ)PDJrCI*l

1/q-1 1 -1
(}\e[ppm Aty r]e[perq ANt T(dl[op+q - dgi/g]))qu

+ ()\q[p 1/g-1) Jrr]q[p—l/cx]ere%[p/q]JFT(di[p—l/q]_di[p/Q]))pI
i>pro+1

= O(Pp+q+2)

como se pode verificar, uma vez qﬂ@q P = yp+qe[pp+q1/ 9 Finalmente, da express paraD!P+1/d
resulta que(DIP+/4) < g e que

bgp+1/q] n+p+(h[p 1/q] hED/Q])T:A

uma vez quéP Y9 = aq_lbg‘i_ll/q] +Bq € queh”/d = aq_lbgi/ﬂ] +Bq. A consegéncia de que a
condigio de normalidade depende do valorde imediata a partir da defirfig do aproximante, o
gue termina a demonstizg. m

Desta propos#o resulta um corékio, cuja demonstr@p &€ imediata, permitindo calcular os
coeficientes do numerador, do denominador e do erro do aproxifigente/q)t (2).

Corolario 4.10 Nas condiges da propos#o anterior, os coeficientes dos aproximantes, satisfazem
arelacdo

a[f?fll/ d_ 4 oT agop/ q
app+1/q] _pa[p/q] +T(g“’ 1/d g[pP/Q])

a1[p+1/q] )\alp 1/a- 1]+r]a1p 1/d Jrpa1[p/q +1(gf [P—1/d] gI[P/Q]) i=0,...p-1
b[p+1/Q] A

bl[p+1/q] )\bi[pfl/qfllenbi[pfl/q}+pbi[p/Q]+T(hi[pfl/Q] _hi[p/Q]% i=0,....q-1

el[p+1/q :)\el[pfl/qfl@nq[pfl/m +pq[p/q] +r(di[p’1/‘” 7di[p/q])’ i=p+0+2...,Lpiig

ondeLp, 1 q representa uma constante a determinar e os valgrds e d; sio dados pelasdimulas
da proposiéo 4.1.
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A determina@o do valorL,, 14 depende do tmero de coeficientes” /9% P~/4 ¢ gP/d

calculados, ist@ depende dép_14-1, Lp-14 € deLyq € condiciona uma eventual prograssna
tabela, utilizando estas ou outra@srhulas dependentes dos coeficientes dos erros. Logo, o estudo
deste limite,é condicionado pelo algoritmo de progr@ssa tabela FP em que estas réés;de
recoréncia possam vir a inserir-sé.necesario notar gue, tal como no algoritmo da sae@nterior,

o nimero de coeficientes darge que esto calculados tanélm condiciona, como seria de esperar, 0
valor deLp;1q.

As proposifes seguintes representam outkasifulas de progreés descendente na tabela FP.
No seu conjunto, asée Hrmulas seguintes permitem, a menos das réssigmpostas a cada uma,
calcular toda a tabela a partir da primeira linha. Uma vez que os coeficientes dcépé‘?]rbﬁervém
nos segundos membros das ed@se necesario inclui-los no conjunto de dados necases para
um algoritmo. Este facto impede, por exemplo, que se utilize o algoritmo, baseado na decamposic
LU das matrizes associadas aos coeficientes dos denominadores, flatdoodas linhas da tabela,
proposto no cdpulo anterior, uma vez qusd,atal como o algoritmo eatapresentado, apenas se
calculam os coeficientes dos numeradores e dos denominadores. Em vez disso, dispondo de um
numero suficiente de coeficientes @ais, para o &lculo da primeira linha da tabela, juntamente com
os primeiros coeficientes das respectivases dos erros, pode utilizar-se com sucesso o0 algoritmo
(e e e x )apresentado na séaganterior.

Por serem idnticasa demonstreégo da propos#@o anterior, as demonsti@s das proposies
seguintes &o se apresentam.

Proposigio 4.10 Sejamp > 0 e g > 1 tais que os aproximantep/q— 1%, [p/qf e [p/q+ 1}
existem, satisfazem as corlikkg de normalidade e cujos coeficiente§esalculados, juntamente
com os primeiros coeficientes das respectivaies do erro. Definindo

NIP+L/d — AN[P/a-1] (n +Z)N[p/t1] + pNIP/at]] o o o
{ DIP+Y/d = ADIP/a-1 4 (n + 2)DIP/9 4 pDIP/a+]] *

com
p=—Uq

[p/d] L

_ p+a+

A= ~Yp+a+1 o1
+q

fofa-11y | Alp/d
n=- e[p/lq] (€piqriA+dpigia)
p+q+1

A=n+ aq—lb([ﬁ/g] _ aqbgp/qﬂ] +Ba.

SeA # 0enéo
NIP1/d)(Z

_ P
€ 0 AFP tal quebépﬂ/q] = A. Caso contario, a tabela Frobenius-Paxke rdo normal, sendo

NIP+1/d)(2)

DIP+1/q] (Z) = O(Pp+q+2)

comd(NIP+¥/d) = p+1ed(DIP*Yd) < q—1.
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Corolario 4.11 Nas condiges da propos#o anterior, os coeficientes dos aproximantes, satisfazem
arelaggo

alPtvad _ o a[pp/q]
f)+1/q] )\alp/q 1+r]a,[p/q JrglrJ/C1+pa‘1r>/c1+l i=0,...,p
b[p+1/Q] _

bi[p+1/q] )\b[p/q—l]+nb[p/q}+h[p/fﬂ+pb[p/q+1] i=0,...,9-1
\el[p+1/q )\qp/q 1+nel[p/q+d[p/q+pq[p/q+1] i=p+g+2...,Lpi1g

ondel p, 1 4 representa uma constante a determinar e os valgrgs e d; séo dados pelasfmulas
da proposiéo 4.1.

Nesta e nas propogies seguinte§ necesario fazer os mesmos coméanps acerca da constante
Lp+1,q feitos na proposigo anterior.

Proposigio 4.11 Sejamp > 0 e q > 1 tais que os aproximantep/q— 1%, [p/qf e [p/a+ 1F
existem, satisfazem as corfits de normalidade e cujos coeficientegestalculados, juntamente
com os primeiros coeficientes das respectivaies do erro. Definindo

NIP+Y/a+1] — yN[p/a-1] (n+ Z)N[p/q} + pNI[P/a+1] o o
{ DIP+Y/a+1] — \plp/a-1] 4 (n+ Z)D[p/cﬂ + pDIP/at1]
com
[p/q]
A= _Vp+q+1 F/; 1]
_ p/a-1] (p/d]
n=- e[p/qu ( p+a+1 A+ dp+q+1)
1]
p= p/%m] C Eﬂ&z}% + emlzﬂ + dgi/é‘lz)
e
SeA # 0ento
NI[P+1/0+1]
Dlp+1/a+1] =lp+1/a+ 1

€ 0 AFP tal qudagfll/q“} = A. Caso contario, a tabela Frobenius-Pa&ié rio normal, sendo

N[pP+1/a+1]
ey — O(Perasa)

comd(NIPTY/at1) = p4 1 ed(DIPTY/atl) < q,

Desta propos#o,a semelhanca das propdsgs anteriores, resulta um cdib estabelecendo
rela@des de reco@ncia entre coeficientes” ¥, b”’Y e d”% dos aproximantes envolvidos. Por ser
Obvia a dedugo das érmulas, baseada na prop@mcacima e nafmulas da proposip 4.1, e por
ser imediata a demonsti@, 0 corchrio rio se apresenta. Esta obsea@abrange igualmente as
proposi@es seguintes.
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Proposigio 4.12 Sejamp > 0 e q > 1 tais que os aproximantep/q— 1%, [p/qf e [p/a+ 1F
existem, satisfazem as corlikkg de normalidade e cujos coeficiente§esalculados, juntamente
com os primeiros coeficientes das respectivaies do erro. Definindo

NIPHL/a-1] — ANIP/a1] 4 (n 4 Z)NIP/d 4 pNIP/a+1] e o o
{ DIP+/a-1 — \DIP/a-1] 1 (n 4 2)DIP/d 4 pDIP/a+1]
com
p=—
e[p/q]
A= —Ypirqt1 o T [p/g =
N =aq b[p/q+1} aq- b[p/q] B
e
A=A+aq 2b[p/q]+(ﬂ+B ) p/q] e b[p/q+1}+yq‘
SeA #0ento
N[p+1/g-1]
DT =[p+1/a-1ff

€ 0 AFP tal qudogpfll/q‘“ = A. Caso contario, a tabela Frobenius-Pa&é nio normal, sendo

N[P+1/0-1]

pipria 1 — OPerart)

comd(NIP+¥/a-1) — p+ 1 eg(DPHV/a-1) < q—2.

A semelhancadareldag e e e = ,estabelecendo uma recdmcia entre quatro elementos
da mesma linh& possvel estabelecer uma recéncia entre quatro elementos da mesma coluna.

Proposigio 4.13 Sejamp > 2 e g > 0 tais que os aproximante — 2/q%, [p—1/q% e [p/qlf
existem, satisfazem as corlikks de normalidade e cujos coeficiente§esialculados, juntamente
com os primeiros coeficientes das respectivaies do erro. Definindo

[
NIP+L/d — AN[P—2/d L (n+ Z)N[pfl/tﬂ +(p— Z)N[p/q} .
{ DIP+Y/d — ADIP-2/d 4 (n 4 z)D[P-V/d 1 (p — 2)DIP/d °
%
com
o2/
A= Vp+q p 2/q1
D
2 -1
n= pp q1/q ()\e[pp-l-q fd + dI[JFqu . d{ﬂg})
_ [P—2/q] [p— 1/q] [p—1/q] [p/d]
p= /T T (A&piqi1 tNeiqi1 +dpigir —dpigin)
e

A=A+n+p—agA

comA = bgp_/f] bg ~Y9 como no cordirio 4.2. SeA £ 0 enBio

NI[p+1/d]
Dibiija — = [p+1/qf
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€ 0 AFP tal quebt[fﬂ/q] = A. Caso contario, a tabela Frobenius-Pa®k rdilo normal, sendo
NIP+1/d]
Dlp+1/d]
comd(NIP+¥/d) = p4+1ed(DIP*Yd) < q—1.

= O(Pp+g+2)

Aimplementago de um algoritmo baseado nestasifulas.é semelhante ao efectuado na &ecc
anterior. E necesario atender gueas inicializages necessias ao arranque do algoritmo, quer
ao rumero de coeficientes dérse dispoiveis para o alculo. Em cada iter@p do algoritmog
necesario atender ao limite superior dasdicesLpq, dos coeficientes do erro a calcular. Por ser
tecnicamente semelhante ao exposto nazseanterior, nesta seig 0 algoritmo Ao se apresenta.

Uma diferenca, na®fmulas estabelecidas nesta geggelativamenta anterior, reside no facto

de os aproximantes aqui consttas rao satisfazerem, em geral, a normaléabyq Al — 1. Esta
normaliza@o, para os dados das diversas profisc est includa nas hipteses estabelecidas.
Este facto impem que, para poder incrementar estas éelagara o &lculo de uma suceas de
aproximantesg necesa#io normalizar os aproximantes, dividindo os coeficientes calculados pela
constante.

Na sec@o seguinte desenvolve-se um algoritmo diewo de aproximantes, numa sussede
elementos pertencentes a duas diagonais adjacentes da tabela de Frobénius-Pad

4.3.3 Rela@es de progresdo nas diagonais da tabela
Os resultados seguintes permitem progredirsgadana tabela FP.

Proposigio 4.14 Sejamp, q > 1 tais que os aproximantés —1/q— 1], [p/q— 1% e [p/q]} exis-
tem e satisfazem as condé&s de normalidade. Definindo

{ NIP+Y/d — A\N[P-1/a-1] (n+ Z)N[p/qfl] + pNIP/d

DIP+1/d — \plp-1/a-1] 4 M +Z)D[p/q_l] +pDIP/d .
*
com
e[p/q 1]
A= Vp+qm
P
1 1 —1
R LA
p-1/g-1 p/g-1 p/g—1
P= P/q (A9L+q+l Lenelgl +aglgt)
e
A=0g_1+p.
SeA # 0ento
N([P+1/q]
Dipryg = P+ 1/qf

€ 0 AFP tal quebgp*l/q] = A. Caso contario, a tabela Frobenius-Pa@é rio normal, sendo

DIP+/d § _ NIPHY/A = O(Py g12)

comd(N[PY/d) = p+ 1ed(DIP*Y/4) < q—1
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Proposigio 4.15 Sejamp > 0 e q > 1 tais que os aproximantep/q— 1%, [p/qf e [p+ 1/q)F
existem e satisfazem as coriiis de normalidade. Definindo

NIP+/a+] — ANIP/a-1 4 (n + tz)NIP/4 4 pNIP+1/d] o o
{ DIP+Y/at+1] — \pIP/a-1  (n 4 12)DIP/4 4 pDIP+Y/dl * x
com
1=1/aq
A= _ Ypta+1 e[p%ghl
dq [p/q 1
_ [p/q 1] [p/d] )
n= epp+/l(<1+1 (€prgqei A +dpigia®)
p/g-1 p/d p/d
p=- epp+11/q] C [p+q+2])\ + eEo+q]+2n + d|[o+/q]+2T)

engioN[P+1/a+1l /plp+/atl] — [p4 1/q+ 1)7 & o AFP normalizado cot® /4™ = 1,

[ ]
Utilizando intercaladamente as duas rékes; ¢ o € ¢ : . podemos calcular uma su-
*
cesfo de aproximantes dispostos em duas diagonais adjacentes.egengy/0]t, o1 = [p+1/0]F
eey = [p+1/1)F, com as brmulas anteriores, podemos calcular a suzesie aproximantes; =
[p+2/1]F, x4 = [p+2/2F, x5 = [p+3/2F, x6 = [p+3/3F,.... %21 = [p+1/i = Uf 52 =
[p+i/ilf,..., com a seguinte disposig na tabela

0
e o)
*3 X4

Os procedimentos encontram-se esquematizados no seguinte algoritmo

[
Algoritmo e e

Dados: p, J,e N, {fi}P"¥

Calcula: {[p+ a/qa—- 1%, [p+ CI/Q]?}ZZ

Parametros: {aj, Bi, yi}>'o
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Valores iniciais: ag_1=0bq-1==¢€3pq=0, q=0,...,2]

g prarl = D2qq+1 =0, bygq=1, =

0,...,

Qq-1ptqrl =b2q-1q=0, bg141=1 qg=1,...,]
€,=0 1=0,...,p+0, q=0,...,2]

agj=fi, 1=0,...,p
ai=f, 1=0,...,p+1
eO,i:fia |:p+173p+3‘]
e,i="fi, 1=p+2,...,p+3J
Calcular:
% [p+1/1)F
doj =0i1fi s +Bifi+viafirs, i=p+2,...,p+3]-1
b2,0 = % - Wlwdo,mz

a20=bpofo+ 3t f1

= (b270— %)fi + (Tlo(ai—lfifl"' Bi fi +W+lfi+l)v i
Q7i:(b270_%)fi+%do,i7 |:p+377p+3‘]_1
Seep p13 = 0enfo mra

Parag=2,...,J

% [p+a/q—1]F

1,...,p+1

SeA = 0enfo fara
aq-1,p+q = Op+q-132q-3,p+q-1/2

dog—3j = Qi_1€2q-3i-1+ Bi€q-3i + Vit1€q-3i+1, 1=p+20—2,...,p+3]J—Q
O2q-3i = Oi—182q-3i-1+ Pideq-3j +Vit1deq-3i+1, 1=0,...,p+q-1
hoq—3; = Qi—1boq—3j—1+ Bibog-3i + Yit1bog-3i+1, 1=0,...,4—2
A= —y €29-3,p+2g9-2
1 p+2q7292q—4,p+2q—3 q
_ €29-4,p+29-2  U29-3,p+29-2
1= yp+2q72 €2q-4,p+29-3 €29-3,p+2q-2
P1= oo (€2q-4,p+2q-1A1+ €2q-3pr2g-1N1+d2q-3p+2g-1)
A= O(q_z + pl

aq-1,p+q-1 = (N182g-3,p+q-1 + 929-3,p+g-1 + P182g—2,p+q-1) /A

aq-1i = (A18q—4; +N182g-3i + U2q-3i + P1d2q-2,) /A,
bog-1i = (A1b2g—a, +N1bog—3i +hog-—3i + P1b2g-—2i) /A,
€q-1i = (M1€xq-4 +N1€2q-3, + toq—3j + P1€2g-2,)/A,
Seeyq_1,pt2q = 0 entio para

i=0,....,p+q—-2
i=0,...,9-2
|:p+2q7ap+3‘]_q
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% [p+0/q]}

tog—2i = Oi_182q-2j—1+ Bi€qg-2j +Vit1€q-2ir1, I=p+29-1,...,p+3J—q
O2q—2i = Qi—182q-2j—1+ Bidog—2; + Vi+1829-2i+1, 1=0,...,p+0q—1
hog—2i = Qi—1boq—2i-1+ Bibag—2 + Vi+1boq—2i+1, i=0,...,9—1
T = 1/Gq,1
)\ — _ Yp+29-1 €2q-2p+2g-1
Og-1 €2q-3p+29-2
N2 = m(ezq 3.p+2q—1A2 + Oog—2 py2g-1T2)
P2 = m(@q 3,p+2qM2 + €242 pr2gN2 + d2g—2,pt-2qT2)
q.p+q = Gqfl F8q-2,p+a-1+ P282g-1,p+q
agqi = A28q—3i +Nod2q—2,i +T202q—2; + P2d2g-1i, 1=0,....,p+0q-1

bogq-1 = N2+ T2hog-2g-1+ P2

bogi = Aobog—3 +N2b2g—2i + Tohog—2i + P2abag-1, i =0,9—2

€, = Ao€2q-3 + No€g—2 + Tolog—2j + P2€ag-1i, 1=p+209+1,...,p+3]J—Q
Seeyq pr2g+1 = 0 enfio para

Resultados:

Paraq=1,...,J

NlPa/a-1 — P, 1R
DlP+a/a-1 — ziq:‘oz bzg-1iR + Py-1
N[p+Q/Q] an iR
Dlpt+a/d — Z o b2qiP + Py
DIP+a/a-1f — NIP+a/a-1 = $P*3 Gepr 1 iR+ O(Ppas—gi1)

plpta/d £ _ Nlpta/d — prizqﬂ €24, P + O(Pps+31-g+1)

Este algoritmo avalia os coeficientes dos aproximafites- q/q— 1%, [p+a/qf}, = 1,3,
juntamente com os coeficientes de uma estimativa para o erro em cada aproximante, com cerca de
3502 4 (14p — 11)J multiplicagdes. A comparaio com outros algoritmosio é facil, uma vez que
nao se conhece outro algoritmo paraacclo do mesmo conjunto de aproximantes. No entanto,
se aceitarmos a compaga;com o volume de aritatica envolvido no &lculo dos coeficientes de
[p+J/J]F, oltimo dos aproximantes calculado no algoritmo aqui proposto, envolvendo a &solug

de um sistema de equizes lineares de dimefgJ, teremos nesse caéd(JerJ —1) multiplicagdes
para a resolo do sistema, se se utilizar o processo de elirdioag Gauss, ollJ? 4 (p—5)J+1
multiplicagdes se atenderm@sestrutura da matriz e utilizarmos o algoritnépido de eliminago

de Gauss proposto em [35], e exposto noitcég anterior. Acresce que, em ambos 0s casos
envolvendo a resol@p do sistemag necesario contar com a aritgtica envolvida no @culo dos
(J+ 1) coeficientes do sistema, mais @b+ p+ 1)(J + 1) coeficientes envolvidos nacatculo
dos numeradores, 0 que, seguindo etedo proposto em [34], requer cerca %é\] -1)(p+1)
multiplicagdes. Pode concluir-se que, sendo embora algoritmos com objectivos distintos, o algoritmo
apresentado neste ¢apo, com um adscimo do esforco computacional de aproximadani2ie
multiplicagdes, quando comparado com o algoritmo baseado na résatlacsistema, calcula uma
sucesao de aproximantes e fornece para cada um deles uma estimativa do erro na agmxianac
funcio.
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Resultados Nun&ricos

O algoritmo foi programado efrortran, utilizando aritnética de dupla pred®, e testado com
duas fun@es de que se conhece um desenvolvimento de Fourier com coeficientes exactos. Para cada
uma das funges tratadas, calcularam-se as suessle aproximantes correspondentes aos valores
de testep=0e p=5. Em ambos 0s casos calcularam-se os prim&raproximantes da suceésy
isto & a€ ao elementfp+ 20/207(2).

A primeira fun@o retoma o exemplo 3.2, tratado no italp anterior, com o algoritmcapido
de decomposip LU, baseado na estrutura de desvio de carstiea das matrizes associadas ao
calculo dos coeficientes dos denominadores.

Exemplo 4.3 Partindo da funéo geradora dos poliomios de Legendre [24], definidos com a mesma
normaliza@o do exemplo 2.1,

1

@ V1-—2az+a? nztlz (2
temos que
i+1 [ 3
{al 2I+17 BI » Vi 2i+1 i=0

S30 0s paametros e
i\ p+3J
{fi= a }ipzo

juntamente conp e comJ sao os dados do programa.

Este exemplo aparece taérh tratado em [34]. Tomando 0 mesmo valor dcépagtroa = 0.8

ai considerado, logo com
1
f(2) = —, -1<2z<1
@ 1.64—1.6z

os gi@ficos da figura 4.6 representam, em escala logema, as curvas do erro absoluttz) —
[m/n|¥(z)|, para uma amostra dos aproximaritegn|% (z) calculados.

As curvas do erro sugerem que o comportamento dos aproximapesurbado pela singula-
ridade da fungoz = 1.64/1.6 = 1.025 Em [34] os aproximantesas testados em dois pontos do
intervalo de aproximaip: um perto do extremo do intervalo e da singularidade,0.9; o outro
pertencente a uma régibem comportadaz = —0.5. A tabela 4.2 mostra, para cada p@si¢p,q),

o nimero de @itos decimais exactos na aproxiraa¢p/q)t (z), isto & —log,o(| f (2) — [m/n]¥(2)])
arredondado a inteiro, para estes dois valores de

Tanto quanto se pode comparar, estes resultados coincidem enB@recis os resultados
apresentados em [34], para alaulo de outra suceds de elementos da tabela FP. Por exemplo,
os aproximantef0/5]F(2) e [12/6]%(z) coincidem nos dois conjuntos de resultados com, respecti-
vamente/ e com8 digitos decimais exactos na abcigsa 0.9.

Nos g@aficos da figura 4.6 e natabela 4.2, pode observar-se um aumento nagagdisngo das
diagonais, & que, cerca da colur isto &€ com16 aproximantes calculados, devidacumulago
de erros nosalculos, os erros globais comecam a aumentar.
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p=0 p=5
mel, n=0 =6, n=0
0.1 W me2, n=2 0.1 ME7, n=2
me5, n=4
n¥6, n=6 m=10, n=4
0. 0001 0. 0001 mEll, n=6
m=9, n=8 m=15, n=10
m10, n=10 m=14, n=8
1. 107 1. - 107
1. 10°%0 1. .10
1. - 1018 1. - 1013
1. 10716 |V 1. -1071®
-1 -0.5 ©0 0.5 1 -1 -0.5 0 0.5 1
V4 V4
Figura 4.6:|f(2) — [m/n¥(2)|, com f(2) = m O valor dep indicado corresponde ao do

aproximantgp/0]f utilizado no arranque do algoritmo.

z=-0.5

0

12

34
56
79

5 89

15 1011

57 1213
710 1415
911 1515
10 1113 1516
1315 1615
1616 1616
P 1515 1616
1615 1515
15 1513 1515
1313 1514
1313 1414
1313 1414
1313 1413
20 1313 1414
1313
1313
1313
1313

25 1313

0 5 10 15 20

q

Tabela 4.2:—log (]

z=0.9
0
02
12
23
4 4
5 45
13 57
33 66
45 78
56 109
10 6 7 99
78 9 10
89 99
p 910 99
1010 99
15 98 99
709 99
77 99
77 99
77 9 10
20 77 99
77
77
77
77
25 77
0 5 10 15 20
q
1

f(2) — [m/n)%(2)|) arredondado a inteiro, coif(2)
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Com o objectivo de analisar a propagagle erros no algoritmo, este foi programadoFentran
com aritnética de ponto flutuante em preaisdupla e enMathematicacom aritnética racional
exacta. Os resultados dos dois programas foram comparados, em termos de erros relativos, no

calculo dos coeficientes dos aproximantes.

Na figura 4.3 representa-se, para cada uma das su-

ces$es de aproximantes calculados, mmero ninimo de algarismos significativos exactos, isto

~logao( ||

numeradores, corg”¥ = "/

[p/d _dp/d]

e k= p e dos denominadores, coﬁ?/q]

[p/q} ek —

13K ,ll) arredondado a inteiro, observados nos valores dos coeficientes dos

q-1

calculados em dupla preéis, relativamente aos valores exad#:%q] calculados com aritética

racional.
Nurer ador es

0

1616

1514
1414
1311

5 1110

1515 87

1511 65
119 54
97 43
10 76 21
6 4 0-1
43 -10
p 31 S1-1
1-2 -1-1
15 0-1 0-1
0-2 -2-1
-1-1 -1-1
-1-1 -2-1
-1-2 -2-2
20 -1-2 -2-1
-1-2
-2-2
-2-2
-2-1

25 -1-1

0 5 10 15 20

q

10

15

20

25

Denomi nador es

0

5

10
q

15

p/q
Tabela 4.3: Algarismos significativos exactesloglo(||{|‘°‘ wa— | oll»), arredondado a inteiro,

com s

[p/dl _

a1[p/q

denominadores.

k = p para os numeradores, e cosq“f/q

— bl[ p/d]

e k=qg—1 para os

Nos casos observados, podemos verificar um aumento significativo dos erros relativos ao longo
das sucesms de coeficientes calculados. A partir da colgaa8, os erros podem considerar-se
até muito grandes. Este resultado contrasta com a boa apr@dnoatida com estes aproximantes,
0 que parece indicar que oétodo da aproximap Frobenius-Pddé suficientemente robusto para
minimizar a propagaip dos erros noatculo dos seus coeficientes. Analisando o algoritmo, verifica-
se que as operaes mais seliigeis, em termos de propagaxde erros, consistem nalculo das
guantidaded, n, p e T. Este facto justifica-se porque estas op@eagenvolvem quocientes em que
os coeficientes dos erres geralmente quantidades pequenas em valor absoluto, pelo menos a partir
de certa ordem, figuram em denominador. Segary e & os coeficientes calculados com os valores
aproximados\, n, p e T. O aproximante calculado

/—\_/

N(p/d]

sPoaP

[p/dlf =

Dlp/d

st bR 4R
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satisfaz uma condép de aproximaio, perturbada pelos mesmos erros cometidosaleulo dos
coeficientes, isté
plP/d§ _ NIP/d — %ég
i>

comg ~ 0, i < p+g. O calculo dos coeficienteg§, que podem designar-se por idess, pode
fazer-se recorrendo aos coeficierttgsintroduzidos no capulo 2, utilizando asdrmulas

GIP/Ab+glP/d —a= (&p,....8)"

HP/h 4 hP/d = (8),1,...,81q)"

com as definifes (2.6). Na tabela 4.4 apresenta-se, em cadaguogicqg), o valor ninimo do
nimero de casas decimais nulas nas componentes dos respectivos vectoreislaos, iské 0s
valores—log; (|| (€, ..., €p)||w) € —10919(||(€pt1,---,Ep+q)||=) arredondados a inteiro.

e, i=0,..., p e, i=p+l,..., p+q

0 0

1616 16

1515 1615
1514 1514
1413 1414

5 1412 5 1413

1616 1312 16 1413

1615 1211 1716 1312
1515 1110 1616 1211
1414 109 1615 1110
10 1413 9 8 10 1515 109
1312 87 1414 108
1212 77 1413 98
P 1211 77 P 1313 98
119 76 1310 97
15 118 76 15 1310 8 8
8 8 6 6 1010 88
87 6 6 109 8 8
87 65 109 87
87 6 5 129 86
20 77 5 4 20 99 76
76 98
76 99
76 108
6 6 99

25 6 4 25 97

0 5 10 15 20 0 5 10 15 20

q q

Tabela 4.4:—log;,(||&]/«)

Os valores mostram que as componentes dos vectores fihsagesrescem mais lentamente do
qgue as componentes dos vectores dos erroglealo dos coeficientes.

Tal como na se@p 4.3.1, tamém aqui importa comparar os valores do erro na aproXamae
+3J—-q

. . p p/q]pl .
funco f(2) — [p/q)f(2) com a estimativa do erré%# calculada com este algoritmo. Na
figura 4.7 representa-se, para cada uma das fieesalculadas, o valorarimo do erro calculado

(+) para as duas diagonais, e o valdimo do erro estimado).

Da figura destaca-se que a estimativa do erro segue de perto os valores do erro calculado, nos
primeiros16 aproximantes calculados, istaa€ a colunag = 8. Nas colunas seguintes, coincidindo
com o valor deq onde os erros de aproxingg param de diminuir, os valores do erro absoluto
maximo calculado divergem dos valores do erro absolugimo estimado.
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p=0 p=5
16$ 0.1 [®
: ?
0.001 . o.o001} *g
+ 1.;\
1. -10°° ¢ 7 Tioe
' ¥i+ 110 %3 S EE
* +
E
9 ° + + + +
1.-10 AL TSRS S S BT AT T%ce
[ ] L
1. - 1012 e ¢ 1. .10 °s
(] . H
d °
-15 [ ]
1. -10 1__10'16 )
0 5 10 15 20 0 5 10 15 20
q q

Figura 4.7: max.i<z<1|f(2) — [p+ 0/df(2)] e maxicz<1|f(2) — [P+ a/a— 1UF(2)| (+),
p+3J—q el[mq/tﬂp(z) p+3J—qel[p+Q/qfl]p

2 i—progtl Yi—pto (2)
maxX_1<z<1|= p+|;;1[:+q/ql(z) | emax_j<z<1|= pBﬁwq/q—l](z) | (), comJ =20

4.4 Concludes

Neste cafiulo demonstrou-se a ex@sicia de relaies entre os coeficientes das componentes,
isto & dos numeradores, dos denominadores e dos erros, de elementos da tabela de Frolgenius-Pad
As demonstraiies apresentadadsconstructivas, no sentido em que fornecérmtilas de &lculo
dos coeficientes destas redag.

Ficou demonstrado que tais reb®s, isoladamente ou combinadas entre si, podem utilizar-se
para o @lculo dos coeficientes dos aproximantes por réomin. Esta possibilidade ilustrou-se,
com a implementa&p em dois algoritmos, dcatculo de uma suceds de aproximantes. Para a
constru@o dos algoritmos, foi determinado @Gmero mnimo de coeficientes d&ge, neceswios
para o @lculo daquelas sucésss de aproximantes. Verificou-se que estm@ero coincide com o
encontrado para outros algoritmos.

Os algoritmos apresentados foram programados em Fortran, e testados com exenggles de s
com diversos comportamentos, convergentes e divergentes. Os resultados indicangnpaiasal
boas qualidades dos aproximantes de Frobeniug;Radapacidade dos algoritmos para as repro-
duzir. Os algoritmos mostram-se suficientementavess para calcular uma sucaesde valores
com precifo crescente, por regragatalores pbximos da precio dupla utilizada noaculo dos
coeficientes.

Verificou-se, com um exemplo, a possibilidade de obter uma sielgsaproximantes conver-
gentes, calculados a partir dos coeficientes de Fourier de um desenvolvimerénesdivergente.
No exemplo apresentado, referido na literatura como divergente em todos os porgos;sebt
resultados quedo {10 significativamente piores, em termos do erro relatiggimo observado num
intervalo de valores, relativamente a outro exemplo utilizado com énade Fourier convergente.

Com recurso a um exemplo, de um desenvolvimento&ie sle uma furéo desconbua num
ponto, verificou-se que os aproximantes racionais de Frobenidgsgeaegm atenuar de forma sig-
nificativa o designadéenbmeno de Gibbs Este fedmeno, presente na aproxindacdas somas
parciais de &ries de Fourie traduzido pela exighcia de oscildies acentuadas na vizinhanca das
singularidades da fudp. No exemplo estudado, a aproxirfdagacional, 8o apresenta oscilaes
do erro que sejam percépis, na mesma escala, das oséiEgobservadas com a aproxirdaglas
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somas parciais, utilizando o mesmanmero de coeficientes darse.

O Ultimo algoritmo apresentado foi programado num sistema de &i@ande preci&o finita,
em Fortrantal como os algoritmos anteriores, e num sistema de @tfiitan exacta, no caso em
MathematicaOs coeficientes dos aproximantes, calculados com os dois sistemas, foram comparados
em termos de erro relativo. Dos resultados obtidos, destaca-se que o0s erros relativos crescem
de forma significativa ao longo das sudess calculadas. Este resultado, contrastando com os
bons resultados obtidos na aproxirdagdas funges, revela que os aproximantes de Frobenius-
Pact aproximam a furipp com uma prec@ maior do que a preé@s obtida no &lculo dos seus
coeficientes.

Os algoritmos programados revelaram ainda, a capacidade de produzir estimativas para 0s erros
na aproximago da fun@o que, em certos casos, se mostraram bastamtanas dos erros calcula-
dos. Estas estimativas dos err@) salculadas utilizando quantidades auxiliares, intervenientes nos
algoritmos, &o representando por isso, qualquer esforco adiciondldelo.
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Capitulo 5

Generaliza@o a €ries de Poliromios
d-Ortogonais

A aproxima@o de Frobenius-Padistoé a generaliza&p do conceito de aproximag de Pad
ao caso deé&ies de Fourier, apresenta-se, na intr@dugeste trabalho, como o objecto primordial
desta tese. A pesquisa de novos resultados, conduceatasorago de algoritmos deatculo dos
coeficientes destes aproximantes) objectivo que percorre os ¢apos anteriores. Pretendeu-se,
no Gltimo captulo desta tese, reflectir sobre as possibilidades de genetaliziag resultados dos
caftulos precedentes.

Neste lltimo captulo verifica-se que parte dos resultados e dos algoritmos anteriores pode

generalizar-se a outros conceitos de aproximantes ou a outros tipésete #\ no@o de biorto-
gonalidadeé considerada como uma generaléaada definigo de ortogonalidade para pdimios.
No mesmo sentido, uma&se de polidmios bi-ortogonais, constitui uma general@aglas éries
de Fourier, consideradas nos ttafws anteriores. Do caso geral dos pofimios bi-ortogonais,
destacam-se os pobmiosd-ortogonais, pelo facto de satisfazerem uma Edade recogéncia de
ordemd + 1.

Neste cajiulo, apresenta-se como natural a generadiealps resultados dos ¢apos anteriores,
a fries de polibmiosd-ortogonais. Na primeira se&g, introduzem-se novos resultados relativos
aos coeficientes do desenvolvimento ériesde politmiosd-ortogonais de uma fud@. A no@o
de aproximago de Frobenius-Pédt generalizada a estasres, e introduzem-se novas defoes
relacionadas com esta general&@acNas sedies seguintes, introduzem-se novos resultados relati-
VoS a estes aproximantes e apresentam-se diversos algoritmasule dos seus coeficientes.

Na sec@o 5.2é& introduzido um resultado novo, relacionando os coeficientes de @éneade
polindmiosd-ortogonaisf (z) com os coeficientes désez f(z).

Para as matrizes associadas alculo dos aproximantes generalizados, verifica-se que satisfa-
zem uma equap de desvio de caractstica. Na sedo 5.3, explorando esta estrutura de desvio
de caractéstica, mostra-se que posével calcular uma factorizép LU das matrizes en®(dc?)
opera@es aritnéticas elementares.

Na secéo seguinte, estabelecem-se diversasdelade recoéncia envolvendo as componentes,
i.e. numerador, denominador e erro,dl¢ 3 aproximantes de ordem consecutiva. Estas delsic

105
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permitem estabelecer diversos percursos na tabela de Frobenaugdtetalizada. Estudadas as
respectivas inicializdies, as reldies de recoémncia obtidas, podem implementar-se em algoritmos
de c@lculo recursivo dos coeficientes dos aproximantes.

Afim de ilustrar a implement&p dos algoritmos, e com o intuito de observar propriedades
dos aproximantes calculados, programou-se um algoritmalbelo recursivo de uma sucéss
de aproximantes. Com os resultados obtidos, pode concluir-se que o algerithosto e eatel,
permitindo calcular os coeficientes dos aproximantes com peasficiente para reproduzir os
valores da fungo.

Na Ultima sec@o deste cdfulo, introduz-se um algoritmo de tipo Kronecker, para calcular
suces8es de aproximantes nas anti-diagonais da taBedamelhanca dos anteriores, este algoritmo
produz aproximantes capazes de reproduzir os valores dad@woen grande preé@s.

5.1 Nota@es e Definiges

Um resultado chave, em parte das demon&trados resultados dos t@os anteriores, consiste
na rela@o entre os coeficientes de Fourier de déaes formaisf (z) e g(z) relacionadas pay(z) =
zf(z), enunciado e demonstrado na propasi@.1. A demonstr@p desta proposhp decorre da
relago de reco@ncia de ordem dois, caradtgica dos polibmios ortogonais. Uma qué@st natural,
gue surge como consegpcia desta refl&o, € saber qao particularé este resultado. A quést
consiste em averiguar se, para umaifende polirbmios satisfazendo uma refax de reco@ncia
mais geral, sér posével obter resultados que generalizem esta proposic

Esta inquietago, conduz naturalmente, a uma faande poliromios satisfazendo uma retes;
de recoréncia de ordem superior a dois. Nd8mas decadas, sugiu na literatura [33] e [37], uma
generalizago da nog@o de ortogonalidade, conduzindo aos chamados@ulwsd-ortogonais, que
satisfazem condigs de ortogonalidade repartidas gddormas ou funcionais e que verificam uma
relacao de reco@ncia de orderd+ 1. Constituindo um caso particular de biortogonalidade, relativa-
mente a estes polimios, existem alguns resultados generalizando propriedadesridessd® Fourier
[6]. Estas observdgs, constituem a motivag para considerar fuiies definidas formalmente pela
soma de &ries de polibmiosd-ortogonais, e de definir relativamente a estaies, aproximantes de
Frobenius-Pa&l tal como se faz par&ses ortogonais.

5.1.1 Polirbmiosd-ortogonais

Seja? o espaco vectorial dos pobmios com coeficientes effi e P’ 0 seu espaco dual, i.e. 0
espaco vectorial das funcionais lineares actuand@®er® efeito deu € 7' em f € P, representa-
se por< u,f >. Com esta not&p, introduz-se a defiré® de ortogonalidade de dimé&asd ou
d-ortogonalidade.

Definicdo 5.1 (Maroni [33], Van Iseghem [37]) A fanilia de polinbmios{ P, } >0 diz-sed-ortogonal
(d € N) com respeit@sd funcionais linearesl, . .., Uy_1 Sse

< Ug_1,PnPh>=0, n>md+a, m>0,
< Ug—1,PmPmd+a—1 >#0, m>0,
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para cada inteiroa = 1,...,d.

Para o caso particular= 1, esta definigo resulta na definip de ortogonalidade

< U,PnPr >= ptmdmpn, n,m>0,
Hm # O, m> 0,

Esta no@o ded-ortogonalidade referida em [6] e [13], como constituindo um caso particular
de biortogonalidade. A n@p de biortogonalidade [15], [6] ou, equivalentemente, de saocehsml
[31], [32], corresponda exiséncia de uma suce®s{ P, }n>0 de polirbmios em? e de uma suceés
de funcionais lineares, ou de formds, },~0 em?’ tais que

< Un,Pm >=dmpn, N,Mm>0,

Um resultado fundamental, qéea chave da generaliZag de resultados efectuada nas 8es¢
seguintes, e que constitui uma propriedade de caractadzias polidmiosd-ortogonais, consiste
na exiséncia de uma rel@p de recogncia envolvendd + 2 polinbmios de graus consecutivos.

Teorema 5.1 (Maroni [31], Van Iseghem [37])A suces&o de polidmios {P,} ., constitui uma
suces&o de poliomiosd-ortogonais (d-OPS), cod € N, se e 6 se existend + 1 suces8es de
coeficientesBn}tnz0 € {Vhi1}po0> F =0,-..,d—1, comyB,, # 0, n> 0, tal que os polibmios
Pn(2) satisfazem a reldip de recoréncia de ordend + 1

Pri1(2) = (2= Bn)Pn(2) — S3VA 1 VP_1v(2), N> 0
Py(2) =1 (5.1)
P_n(zg=0,n=1,...,d

5.1.2 Srie de polinbmiosd-ortogonais

O resultado seguinte, fornece un@rfiula de élculo dos coeficientefi}i~o, do desenvol-
vimento em &rie formal de polibmios d-ortogonais, de uma dada fuag f. Além disso, de-
monstrando propriedades de pro@ogas somas parciais darig, permite interpretar umase
d-ortogonal, como uma generaliZa;das &ries de Fourier.

Proposicdo 5.1 ([14]) Sendof (z) uma funé@o definida num certo ddmio do plano complexo, e
{Pn}n>0 Uma d-OPS, defina-se formalmente

fo =< uo, f(2)Po(2) >

1 mao4-a—2
frTﬁd-&-a—l = 2(17 < Uo—1, f(Z)Pm(Z) > — Z fi*Zﬁm s m Z O, a= 1, . 7d
md+u—1,m i:[m—uw

d
onde

70 { <Uaflapm(Z)Pn(Z) >, n,m=0, ,a=1....d

nm=1 q, m<0, oun<0,
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e 0 $mbolo[x]| representa o menor inteircdo inferior ax. Sejas,(z) um polirbmio

n—-1
$@=3 R
eR\(2) = f(2) — Si(2) o 'residuo’ correspondente. Eab

1. <ug-1,R\(2)Pn(z) >=0,n>md+a, m>0, a=1,....dssefi=f",i=0,...,n—1

2. <Ug-1,Rig1q-1(2Pm(2) >= f,;m_lzg,mfl’m #0sse f4,q_17 0, com

Ri(@) =12 -3 R
3. Se
f(z) = %fiP.(z),ze Dx, (5.2)

>

enBofi=1f"1>0

Antes de iniciar a demonstrag,é necesario introduzir dois resultados preliminares, envolvendo
as quantidade&] ,,, Com o primeiro desses resultados concluimos que, se os coeficiBrites e
{y{+1}i>0, r=0,...,d—1s3o conhecidos, as quantidadés, podem calcular-se por recéncia
noindice das colunas, conforme a propasigeguinte.

Proposicdo 5.2 [14] Paraa =1,...,d,

d-1 d-1
Zr?,m+l = Zr?+l,m+ (Bn - Bm)zg,m"i‘ Zoyﬁ:\:}ivzgfvfl,m - Zoy?n::\L)ivzg,mfvfla nm > 0
V= V=

Zim=0,nm=—d,..., -1,
Zr?,o =0na-1, N>0

Demonstrag@o. [14] A partir da relag@o de reco@ncia (5.1), multiplicando ambos os membros por
P, obtemos

d-1
ZR\Pm = Pry-1Pm+ BnPaPm + Z)ﬁ:&ivpnfvflpm
V=
Aplicando a mesma relag azR,
d—1 d—1
|:)npm-~-1 + BmPan+ Z)Vrjn:]\-}*VPan_v_l = I:’m—le + BnPan+ %W]:\}ivpn—v—lpm
V= V=
e por aplicaéo deuy_1 a ambos os membros, resulta
d-1 L d—1 .
Zr?,m+l + Bmzr({m"" Z)yﬁ;vivzg,mfvfl - Zr?+17m+ anr?,m + Z)yﬁ:\,"’zr?,\,,m, n,m > 0
V= V=l

0 que demonstra a primeira igualdade. As outras duas, resultam dasbesndiciais em (5.1)m

O segundo resultado, permite reduzir o esforgoaleuto nos elementagy .
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Proposicao 5.3 [14] Paraa =1,...,d

1. Z8m=2Zfn, nM>0
2. Z84iq 1m7#0, m>0
3. Z{m=0,n>md+a
4. Z8 =0, n< M8
Demonstrag@o. [14] A primeira propriedade, de simetria relativamente iaocesm e n, resulta

trivialmente da defingo deZ,; a segunda e a terceira resultam da dediniged-ortogonalidade;
para alltima, utilizando 1. e 3., temos

Zom=Zpn =0, m>nd+a

Com o auxlio destes resultados, estamos em cobetigde demonstrar a propdsics. 1.

Demonstragio da Proposi@o 5.1.[14]

1. Aplicandoug_1 aRn(2)Pn(2), temos

< Ug—1,Rn(2)Pn(2) > =< Ug—1, F(2)Pn(2) > — < Ug—1,S(2)Pm(2) >
=< Ug-1, F(2)Pm(z) > —ni fi < Ug—1,R(2)Pm(2) >,

l0g0, < Uyg—1,Rn(2)Pm(z) >=0, N> md+a sse
n—-1
< Ug-1, f(Z)Pm(Z) >= Zj fizic,xmv n>md+a
i=

ou, atendendo a 3. e 4. da prop@si@nterior,
mo+-a—2 n—oa
<Ua-1,f(2Pn(2) >= 5 fiZln+ fmdra-1Zmdra-1m MS g 9= 1,....d
i=[Tg%]
gue constitui um sistema triangular de edigglineares, regular pelo resultado 2. da progasic
anterior, cuja solugoé fi = f*, i=0,....,md+a —1.
2. Com 0 mesmo processo anterior, temos que
md+a—2

< Ua—1, Rhdra—1(2Pm(2) >=< ug_1, f(2)Pm(2) > — Z) fi*Zﬁm.

Utilizando o resultado 1. desta propdsice o resultado 2. da propadi; anterior, fica
demonstrado ente ponto.
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3. Multiplicando ambos os membros de (5.2) Ppfz), aplicandaiy_1 e utilizando a proposép
anterior, obtemos
md+a—1
<Ua-1, F(2Pm(2) >= 3 fiZ'y, m>0,a=1,....d
i=["g"]

0 que permite demonstrar, por indagsobré, quef; = f*, i > 0.

5.1.3 Aproximagdo de Frobenius-Paé d-ortogonal

A definicdo de aproximago Frobenius-Pa& tratada nos céfpilos anteriores paraéges de
polinbmios ortogonais, pode adoptar-se para&ses de polibmios d-ortogonais. Sejd uma
funcao dada pela sucessdos coeficientes do seu desenvolvimento @rme $ormal

f(zy=Y fiR(2 (5.3)
i; ir
onde{P } constitui umad-OPS. Para estas fubes, definem-se os aproximantes racionais:

Definicdo 5.2 Para cada par de valorep,q € N, define-se o aproximante de Frobenius-ad
ortogonal @-AFP) de ordenip/q] de f(z), como a fungo racional

[p/d]
P/ @) = e
tal queN(z) € Py, D(2) € Py e
DIP/A(2)f(2) - NIP/Y(2) = O(Pp.r1) (5.4)

A semelhanca do que se faz com a aproxi@wade Paé para éries de pdincias e com a
aproxima@o Frobenius-Padpara &ries de polibmios ortogonais, tan@m osd-AFP para &ries de
polinbmiosd-ortogonais se podem representar numa tabela de dupla entrada, designada por tabela
Frobenius-Pagld-ortogonal ¢-TFP), comp a servir deindice das linhas g a servir deindice das
colunas.

Definigio 5.3 A tabela Frobenius-Pa#id-ortogonal diz-se normal se para cadgp/q)f, o numera-
dor tem grau exactamenie o denominador tem grau exactameqte o desenvolvimento erérge
do erro (5.4) tem ordem exactamente-q-+ 1. Isto&, para caday[p/q]f(z) = NIP/d(z)/DIP/d(z),
>¢ NP/d — Zip:o ai[p/Q]ph

Dlp/d =53 bi[p/(‘]P.,

Dlp/d § _ NIP/d — Zi2p+q+lq[p/q]Ph

engoal’¥ 0, b £ 0eeld  £0.

Das defini@es anteriores resulta qd&™ 9 (z) e DIP/d(z) definemq[p/qjf(2) a menos de uma
constante multiplicativa comun@n nula, o que permite introduzir uma constante de normal@ag
na defini@o. A final deste cdfulo, designa-se pal-AFP normalizado um aproximante Frobenius-
Pack d-ortogonal tal qué’¥ = 1.
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5.2 Calculo dos coeficientes dos aproximantegp/q]f (2)

Com uma definigo ardloga e trabalhando com pdlimios satisfazendo uma retax; de re-
coréncia de ordend + 1 do mesmo tipog de esperar que dlculo dos coeficientes dos apro-
ximantesq[p/q|(z) possa fazer-se por processosilagos aos doaiculo dos coeficientes dos

aproximantesp/q|?(2).

Comecando pelo estabelecimento dasriulas que relacionam os coeficientes do desenvolvi-
mento em érie de polidmiosd-ortogonais de uma dada fuigcom os coeficientes do produto da
funcao por um mobmio; a proposigo seguinte, revela um resultado que para o caso parteteddr
dos poliromios ortogonais, se reduz ao resultado da proposi¢2.

Proposigio 5.4 Seja{R };-, a fanilia de polinfbomiosd-ortogonais que satisfaz a relag de re-
corréncia (5.1). Se, formalmente
f(z9=Y fiR(2

02 =212 = 3 4R

d-1
go=Bofo+ 3 Vi 1 VL
v=0 (5.5)

e _
gi=fi1+Bifi+ ZOVidH fiyapy, 121
V=
Demonstrag@o. Substituindo em
9(2) = ) fizR(2)
i;l i

a expresdo paraR(z) dada por (5.1), obtemos

9(2) = i; fi_1R(2) + i; BifiR(2)+ jg)i;yittll_v fir11vR(2)

e o resultado segue igualando os coeficientes em ambos os membros da igusldade.

Definindo, como no cdfulo 2, os coeficientes; j do desenvolvimento emése, agora de
polinbmiosd-ortogonais, da furdpPj(z) f (), i.e. tal que

Pi(9f(2) = _%hi,j R(2) (5.6)

verifica-se que a condip (5.4) condua rela@o entre os coeficientes dos aproximantes

q p
h b | P(2) — P _ P
i; <JZD N J) (2) J;aj i(2) jszquJ i(2)

gue coincide com a relag (2.3) obtida no caso dos pdimios ortogonais. Logo, catculo dos
coeficientes dos aproximantes envolve um sistema de égsidineares

GHP/A g = — 4h(P/d (5.7)
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com
hpr10 ... hpriga hpt1q
gHP/d = , ghlP/d =

hprgo - Pprgg-1 hptag
eb=(by,...,bq-1)T, arblogo ao sistema (2.5), podendo aplicar-se os resultados da pépasic

O calculo dos coeficientel; j, pode fazer-se por rec@mcia, a partir dos coeficientds da
séried-ortogonal, segundo a propod@seguinte. Generalizando o resultado obtido com pailios
ortogonais, nesta propogig, comd = 1 recuperamos o enunciado da propasi@.3.

Proposicgao 5.5 Sejaf(z) = fiR(z) um desenvolvimento erérge formal de polbmiosd-ortogonais
entio, para os coeficientds ; da rie (5.6) obtemos:

1. hi70: fi,i>0
2. hig=fiio+ (Bi—Po) fi + 3o Vif1g, 120

3. hi.,j+l: hi—1,j +(Bi _Bj) I]—‘l_zv 0 1 vh|+l+v1 Z\f% J_l Vhl] 1-v, 'aJ > 0
considerando nulas todas as quantidades envolvémdioes negativos.
Demonstrag@o.

1. Resultado imediato a partir da defiagcdeh; ; e dePy(z) =1
2. Utilizando a proposigo anterior conf;(z) = z— o

3. Partindo da propos#p anterior e da defirép (5.6) obtemos

d-1
ZR(2f(2) = Z) <hi—1,j +Bihij+ Z)V?+1lvhi+1+v7j> R(2)

Logo, a partir da relaégo de recogncia (5.1)

P1@f(2 = zZR(2)f(2-BiPRi(2) ZV‘f v Piliv(@f(2)

= ; (h. 1j +Bihij + Z]Vd+1 “hiy1v, J> —Bj Z}hll 2)
—.; ( ;y(j‘_\}vhi,j—l—v> R(2)

a utilizago da definigo deh; ; termina a demonstrag.
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Esta relago de reco@ncia, envolvendo os elementos

hi—1j
hij—a -+ hijo1 hij  hijz1
hiy 1,

Nitd,j

revela que o &lculo dos coeficientes do aproximanf@/q)f (z), a partir da resoltEip do sistema
(5.7) que envolve os valordsj, i = p+1,...,p+0, j =0,...,q9, necessita dos valores, i =
0,...,p+(d+1)q, (comd = 1, osp+ 2q envolvidos no caso ortogonal do éayo 2).

O algoritmo 2.2 apresentado nagina 25, dealculo recursivo dos coeficientes dos aproximantes
por decomposio LU das matrizes, resulta do facto delkima coluna da matrii[P/a1 ser
constituida pelo vectohl”’d. Uma vez que o sistema de eqdies lineares (5.7), envolvido no
calculo dos coeficientes do denominador dos aproximah#BP, tem a mesma constid, enfio
0 mesmo algoritmo pode utilizar-se para o cdse 1. A Unica diferenca a estabelecer, conforme
a observago anterior, reside noamero de coeficiente§ a considerar na rotina délculo dos
elementody; ;.

Os resultados dos outros ¢apos desta tese,a0 €m generalizeip o imediata como este
altimo.

5.3 Desvio de caractéstica nas matrizesyH[P/d

O objectivo desta se&o consiste em estudar as cotidis de aplicabilidade dos resultados do
cagtulo 3.

Escrevendo a rel@p de reco@&ncia da propos#p anterior, na forma
d-1 d—1
hi j+1+Bjhij + Z)V‘jj:\}ivhi,j—l—v =hi_1j+Bihij + Z)yﬁll"’hprlw,j (5.8)
V= V=
fica claro que o primeiro membro representa uma oeréinear nas linhas da mattfiz = 4HP/d

e 0 segundo membro uma opeiagias colunas. Estas opdiag podem representar-se em natac
matricial, utilizando a matriz

[ Bi VidJr_l1 VidJr_l2 Vi0+1 0 0 |
1 B V5 Yoo ' :
1 B2 : \/i)+n—d—1 0
Qli/m — 1 Yid+_d1 Yiin_d VP+n—d
o Biva : Vi1+n—d+1
1 i+7n1—2 :
_ -1
Bitn2  Vin1
L 1 Bi-i—n—l J

0 que permite demonstrar a prop@scseguinte.
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Proposicdo 5.6 SejamR = Q%9 e F = QIP1/d engio

F-H-H-R=G-B (5.9)
com
[ —1 0 e 0 hp+17q T
0 ... 0 hp 24
G 0 0 " 0 hpig-da
0 _V?J+q—d+2 0
0 - p+g—d+3 _y?)+q—d+3 0
: : - 0
-1 -2
Y “Yptg+1 “Yptg+l1 T _y?)+q+1 hp+q7q
e — -
hpo -+ hpgo2 Pp.q-1
hpigr10 *° Pprarig-2 Nprgrig1
B=| : :
hp+q+d,0 e hp+q+d,q72 hp+q+d,q71
I 0 ... 0 1 |
Demonstrag@o. Por clculo directo, verifica-se que
lpr10 - Iprig—=2 lp+rrg-1—hpi1g
H-R= : : :
lprg0 -+ lprag-2 lprag-1—PNpiag
ondel; j representa o primeiro membro de (5.8), e
[ Mp+10—hpo o Mp+19-1—Npg-1 |
Mp4+2,0 e Mp+1,0-1
"ptg-do a Mptq-dg-1
F.H= Mp+g-d+1,0 — v(;))+q7d+2hp+Q+170 0 Tprg-d+lg-1— \/[)J+qfd+2hp+Q+17Q—1
d—1 d—1
—1-v —1-v
Mp+q-1.0 — vzlygw Npiatvo -+ Tprg-1g-1— VZ 1V(|cj>+q Np+a+v.a-1
d-1 ., e
Mp+q,0 — VZO prgrip+arv+10 ot Tprgg-1— VZO o+ a1 MpHa+v+1a-1

onder; j representa o segundo membro de (5.8). Logo
F-H-H-R=G-B
como se pode verificar utilizando (5.88.

SendoG e B matrizesq x (d +2) e (d + 2) x g respectivamente, o resultado desta projgusic
pode traduzir-se pela afirmég de que, relativamente ao operador

Opry(H)=F-H—H-R
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a matrizgH[P/9 tem desvio de caracisticad + 2 e par geradofG,B}. O caso particulad = 1
nesta propos#p resulta na proposip 3.1

Verificado que a matriH = gH!P/9 satisfaz a equé&p de desvio de caractstica (5.9), da
proposi@o 3.2 conclimos que o complemento de Schurldesatisfaz uma equag de desvio de
caracteistica da mesma forma e obtemasrhulas de &lculo do operadoir gy € do par gerador
{G,B} envolvidos nesta equag. O primeiro resultado negativo surge na tentativa de calcular as
linhas e as colunas da matkiza partir das matrizes geradoi@ B, uma vez que este operador de
desvio de caractestica rio & inverfvel. A semelhanca do operador envolvido com os potiios
ortogonais, também © parcialmente inveitel, pode verificar-se que a decomp@si€U da matriz
se pode fazer a partir da eqéagde desvio de caractstica e de alguma informag adicional.

No casod = 1, o facto de as matrizds e R terem apenas, respectivamente, a primeira diagonal
superior e a primeira diagonal infericdm nulas, permitiu reconstruir a matkiza partir da primeira
linha e da primeira coluna, e com isso, calcular as matilizedJ. No caso das matrizels e
R associadas aos pofimios d-ortogonais, obtemos uma sit@garaloga, avancandd linhas e
colunas na matri#l, i.e. partindo do conhecimento das primeidasolunas de. e das primeirag
linhas deU. O primeiro passo no processo, consiste em verificar que a prapddi2 permanece
valida para uma part@p das matrizes por blocos. Em seguida, com o eseakubstituido por
uma matrizd x d regularA, verificar a validade de uma véis do cordhrio 3.2 para blocos. Com
estes resultados e a prop@sicseguinte, que generaliza a propasi@.5, pode implementar-se um
algoritmo &pido de decomposipLU para as matrizegH[P/d,

Proposicao 5.7 Seja

H— [ Hip Hio } , Hi1 € R99, det(H11) #0,

Ha1 Haz
uma parti¢o da matrizH por blocos e sejam
| Ei iy } el -Fio— fel, f £0
R= E;i 2 ] Roi-er=re., r#0
G:-gi] B=[By B ]

particbes das matrizes, tais que as opdérag seguintes estejam bem definidas.agna partir da
equagio de desvio de caractistica

F-H-H-R=G-B (5.10)
a primeira linhau' e a primeira colund, do complemento de Sch8r= Hz, — Ha 1 - Hlfll -Hiz,
podem calcular-se por
{ u' = tel-(G1-By+Hi1-Riz+Hi2-Re2—Fra-Hiz) — 1] -Upo
| = (-G Bi+Fo1-Hii+F2-Ho1—Ho1-Rip)-e1—Loa-ts

ondeu; =U;-e; el] =e€] -L, 1 constituem, respectivamente, a primeira colunfgdee a primeira
linha deL, 1 nas matrizes

_| L O | Uur Up
S RO
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taisqueH =L-U

Demonstrago. Da equago (5.10), igualando blocos correspondentes, obtemos

Fio-Hop = Gi-Bo+Hip-Rip+Hi2-Roo—Fr1-Hio
Hop-Ro1 = —Ga-Bi+Fp1-Hii+Fo-Ho1—Ho1-Rig

equa@es matriciais que, com as biieses apresentadas sobre as matfizgs R 1, podem resolver-
se em ordena primeira linha e primeira coluna dél,». O resto da demonstrag, decorre de
formulas conhecidas para o complemento de Schur, nomeadamente, como se pode comprovar por
verifica@o directa,

Li1-Ur = Hiz

L11-U1p = Hip

L21-U11 = Haz
implica queS=Hy> — L2 1-U12 [22]. A primeira coluna d&J; > e a primeira linha dé; 1, fazem o
resto. m

Tal como ficou exposto no caplo 3, o processo de factoriZzgH = LU por elimina@o
Gaussiana, envolve alculo de sucessivos complementos de Schur. Em termos de volume de
aritmética, este processocaro, conduzindo a algoritmos com complexidade®) para matrizes
g x g. Ao substituir o @lculo dos complementos de Schur da matrie R9*9, pela factorizagoLU
da matrizH; ; € R9*9 e pelas brmulas da proposip anterior, transferimos opetags com vectores
deq componentes para vectoresdleomponentes. Este facto permite obter um algoritapedo de
decomposigo LU, com O(d¢?). Refira-se que, enquanto o valor gleresce com a progress nas
colunas da tabela, o valdré uma constante, geralmente com valor pequdnre 2, nos casos mais
estudados), associaddanilia de polirbmios.

5.4 Calculo recursivo dos aproximantes generalizados

Tal como ficou exposto, os resultados doitap 4 foram no essencial, baseados na geac
de recoréncia caractéstica dos polibmios ortogonais, ou mais concretamente rfaméilas da
proposi@o 2.2 daresultantes. Esta obsergaxjustifica que se procure generalizar esses resultados
ao caso da aproximag de Frobenius-Péad-ortogonal, utilizando como ferramenta asulas 5.5.

5.4.1 Generalizaéo das rela@es tipo Frobenius

Neste cafiulo pretende-se generalizar ao caso da aproxmalg Frobenius-Pédem &ries
de polirbmios d-ortogonais, algumas das réleg tipo Frobenius encontradas noitdp 4. O
primeiro passo consiste em verificar em que cobeb€ que as reldies tipo Frobenius par&ses
em polirbmios ortogonaisao \alidas paraé&ries em polibmiosd-ortogonais.

Como vamos trabalhar com numeradores de grawlenominadores de grawcom coeficiente
principal uni@rio, importa considerar como casos particulares de (5.5) oOpuilis

NPIA(Z) = 3 8P IR,
i=0

q-1
DIP(z) = 5 b IR (2) +Py(2)
i=0
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e nestes casos obtemos

ZNP/d (7 Z}gup/q]P (5.11)
p/q = Bo |0/q]+ Z yd 1- Valer\?
g/l — _[E/Q]+Biaip/Q]+ 2, yd+ vaPd, i=1,..,p-d
gi[p/q} |o/q+[3a‘p/cﬂ+ Z yd+l va}g/liw i=p-d+1,....p—1
g[p/q} _ a[p/<11 +Bpapp/q]
g%ﬁ _ app/q]
e

2DP/d(7) Z}hp/Q]P 2) +Py41(2), (5.12)
h[n/tﬂ Bo b[p/q + Z yd 1- vblrzg}
o g z VP, i=1a-d
hip/d _ Ip/Q]Jer[p/qu Z yd+1 piPd . i=q-d+1,...,9-1

|
hgp/Q] ([J/Q]JFB

Uma vez que o erro associado ao aproximaiifg/q] constitui uma &érie de ordemp+q+ 1,
importa considerar como caso particular de (5.5gre&es

DTz -NPAg = 5 "R,
i>pro+1

para a qual obtemos

2DPAf-NPAYz = 5 dPR(), (5.13)
i>p+g+1-d
[p/d] [p/d
dyigi1a = V?Hqu d€pta+1
d[p/q - yd+ qg/ﬁlw I_p+q7 7p+q+2_d
dgj{::hl Bp+(1+1ep+q+l+ Z y?)+q+2ep%g+2+v
di[p/O” p/tﬂ +I39.p/q] + Z Vd+1 Veu[i/ﬂw i>p+g+2

No captulo anterior, o processo utilizado para construir as @edagde recoémcia entre ele-
mentos adjacentes da tabela de FrobeniugPdgcorre do grau dos pofimios e da ordem das
séries, obtido multiplicando par os numeradores, os denominadores e os erros dos aproximantes
envolvidos. A aalise dasdrmulas (5.11)-(5.13), permite concluir que a din@ad-ortogonal dos
polinbmios rao tem qualquer infncia nasrmulas que envolvem os coeficientes dos numeradores
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e dos denominadores, apenas se reflectind@lwilo dos coeficientes envolvidos nessasiulas,

gue &md parcelas. A diferenca decisiva &stas rela@es entre elementos de aproximantes adjacen-
tes obtidas impondo condiesa <rie do erro, que no caso generalizado envolvem mais égqaag
do que no caso dos pofimios ortogonais, uma vez que a multiplidagelo mobmio ztransforma
uma €rie de ordemm numa €rie de orderm — d. Para obter sol@p para estas condigs que
envolvem mais equ@es do que no caso precedente, deve adoptar-se @&gistréd introduzir mais
pa@metros fazendo intervir mais termos nas rééscde recoéncia.

Suponhamos que se pretende investigar a possibilidade de obter ung rééagecogncia
envolvendo os elementos det- 1, comk a designar, aproximantes da tabela de Frobeniug-Pad
d-ortogonal, iste, designando pd”/¥ indistintamente o numeradd?/%, o0 denominadob!P/dl
e a €rie do errdd[P/d f —NIP/d do aproximant@[p/q]f, no sentido de generalizar os resultados do
caftulo 4, pretende-se encontrar reag do tipo

~

S[p/q](z): (An+nnz)§Pn/qn](z)
n=1

A determina@o das2k incognitasiAn,nn, N=1,...,k tera de fazer-s@ custa das conddgs a impor
sobre os coeficientes do numerabtiét/¥, do denominadob!P/9 e do erraD!P/d f — NIP/d de forma
que[p/q]} = NIP/d/DIP/d defina umd-FPA satisfazendo as condigs de normalidade, iséo

p pnt+1
[p/d] [pn/CIn [Pn/n]
SR (2) = Z)+Nn g R(2) (5.14)
2% F [ 2, 29
para os coeficientes dos numeradores, gb)hﬁq”], i =0,...,pn+1dados por (5.11),
Z)bp/cﬂp 2) + Py(z [ %b[pn/% 2)+ Py, (2) +1n %hpn/Qn]P( 2) 4 Py 11(2))
(5.15)
para os coeficientes dos denominadores, bBi’ﬁq”], i=0,...,0, dados por (5.12) e
o/ . [/ o/
e”R@ =73 |A e "R@+nm Y &R (5.16)
i>pTo+1 n=1[ i>pnfOnt+l i2Pn+0n+1-d

para os coeficientes do erro, cdfﬂ"/q”}, i > pn+0n+1—ddados por (5.13). Igualando coeficientes
em cada uma das expréss, obtemos um sistema de ediex;lineares nas idgnitasin,Nn, N =
1....k

Estas equdies foram utilizadas para construarinulas de recoéncia que permitem calcular
uma suces® de aproximantes ou uma régida tabela de Frobenius-Raiortogonal.

Progressio da esquerda para a direita na tabela de Frobenius-Pad

No captulo 4 ficou demonstrado que, para uma tabela normal, conhecidos os coeficieréss de tr
aproximantes consecutivos da mesma coluna, juntamente corimarmsuficiente de coeficientes
das respectivagsies dos erros, podem calcular-se os coeficientes&waproximantes das mesmas
linhas e da coluna seguinte juntamente com os primeiros coeficientes dasriesmdas erros. Estas
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[ ] * [ ] [
formulas, designadas pos ,® % € e , podem generalizar-se ao caso dos piotiins
) ) ® X

d-ortogonais, verificando-se que cam- 2 aproximantes consecutivos da mesma coluna se podem
calcular osd + 2 aproximantes das mesmas linhas e da coluna seguinte, num conjubtrondéat
o X

designado por:

[ ] *

Proposicdo 5.8 Seja{P };., a d-OPS definida por (5.1). Se os aproximangés+ n/qf, n=
0,...,d+1existem e satisfazem as coriiis de normalidade, et para cada valok=0,...,d+1

[ ] k
d-1
gp+k/a+l] _ Z);\k nSPHVA L (€ g+ 2)SPHYA 46 g, SPHITYA :
= o x
com
[ped/d
Mo = —Joia
p+q+1
_ -1 [p+d/q] [p+n/q] -
)\k,l Tp+i/q (dp+q+l+l + z ep+q+l+1}\k7n)7 | = l7 ey k
p+o+i+1
a[p+d/q]
+d
Akdi1= — pierTg
p+d+1
Avi [p+d/al p+n/q}}\ i—dd_1 ka1
Kii p+|/q (gp+| + Z ap+| kﬁ)? I=d, (A +

define o aproximantgp+k/q+ 1]f, satisfazendo as condies de normalidade.

Demonstrag@o. SubstituinddS por N, obtemos no segundo membro um pétimo de grau raximo
p+d+1logo, para igualar o grap+ k do primeiro membro, temos de anular os coeficientes dos
termos de graup+k+1,...,p+d+ 1. Esta condigo traduz-se no sistema triangulardie k+ 1
equades

d+1 d
S oo
+1
3 AP+ g =0, i=dd-1....k+1

SubstituinddS por D, verificamos, com adrmula (5.15), que a higese de normalidadesuficiente

para garantir que o segundo membro produz um denominador dejgraual queb[“k/q“]
1,k=0,...,d+ 1. Porlltimo, substituind& pelas &ries dos erros, obtemos de (5. 16)

d+1
q[P+k/Q+1]: Z)Ak’n Z E%[|0+r1/q] + z di[p+d/Q]
n= i>p+g+n+1

i>p+0o+k+2 i>p+o+1

gue conduz ao sistema triangular,lkde 1 equades

[p/fﬂ [p+d/al _
p+q+1)‘ + dp+q+1 - O

p+n/q p+d/q .
z ep+q4{|+l n+d£)+q+/i4]>l:0, |:1,,k
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Aregularidade do sistema obtido, decorre datepe de normalidade dos aproximantes e a verécac
de que os coeficientes dados constituem a 8oldp sistemé directa e termina a demonstiac m

Naturalmente, com@& imediato verificar, comdl = 1 e fazendok = 0,1,2 obtemos as &s

[ ] * [ ] [}
formulas f referidas e ,® % € @ . Comd = 2 obtemos as quatr@fmulas
[ J [ [ ] *

PR/ — Ny oSP/A N 1 SPTYA (Ao +2)SPH/A 4 £\ 3SPT¥A k=0,...,3

gue conmk = O resulta em

[p+2/§]
Moo=~
€pigt1
[p+2/q] ® X
A2
Moz =—Fg °
o 2 (pea/a .
_ p+2/9 p+3/9q
)\0-,2 - a[p+2/q] (gp+2 + ap+2 )\0,3) °
p+2
_ -1 [p+2/q] [p+2/q] (p+3/q]
}‘0,1 — P (gp-i-l + o1 )\072 + api1 )‘073)
p+1
comk=1
A10=2MAop *
_ 1 [p+2/a] | [p/d] * x
A= gL/ (dp+q+2 + ep+q+2)‘l,0)
pP+a+2 o
A13=2MN03, AM12=2Ag2 o
comk=2
A20=2MNo0, A1 =A11 *
_ (p+2/d] | J[p/d] [p+1/q] °
A2z = Jri2/d (dp+q+3 + ep+q+3)‘2~,0 +€pig+3 A21)
p+a+3 ® X
A23=MAo3 .
ecomk=3
[
A30=2A00, A31=A11, A32 =A22 .
2
_ -1 [p+2/q] [p+n/q]
N33 = 3 (dp+q+4 T 2 €pigia A3n) °
€pta+a n=0 o

Férmulas estas que permitem calcular os coeficientes dos aproximatéssle que os aproximantes
e sejam conhecidos juntamente com uiimero suficientes de coeficientes do Q[PS”/Q].

Tamiemabrmula ¢ e e x obtidano cajiulo 4, estabelecendo uma redagde reco@&ncia
entre AFP em &ries de polibmios ortogonais, se pode generalizar pandes de polibmios d-
ortogonais, como se verifica na prop@sicgseguinte.

Proposigio 5.9 Seja{R};., a d-OPS definida por (5.1). Se os aproximanifs/q — nf, n=
0,...,d+ 1 existem e satisfazem as coriie de normalidade, e

d+1
SP/H = (Ao+2)SP9 + (A1 +nz)SP/a- 1 4 ZZ;\nS[p/q—n] o gy e x
n=
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com
[p/q]
n= p/q “lp/a—1]
[p/q-1]
Adi1= _ﬁ)+q+1—dwn
1 9 p/a-i] [p/d] p/a-1)
)\n: W( Z )‘ep+q+l—n+dp+q+l—n+ndp+q+l—n)v n:d,,o

p+g+l-n 1=

define o aproximantg[p/q+ 1)%, satisfazendo as condies de normalidade.

A demonstrago, desta e das propo8&s seguintes, resulta das coiieig (5.14)-(5.16), e por ser
semelhant@ demonstrego da proposio anterior, Bo se apresenta.

Progressio descendente na tabela de Frobenius-Pad

Tamkem as érmulas de progreés no sentido descendente da tabela de Frobenius-Bad
podem generalizar par@mes de polibmios d-ortogonais. A propogiQ seguinte generaliza a
proposi@o (4.9) e, tal como no caso particuthe= 1, a possibilidade de progréssna tabela eat
condicionada por uma quantidade discriminalitgque dependente dos valores dos coeficientes dos
aproximantes envolvidos, como se explicita a seguir.

Proposicao 5.10 Seja{P}I>0 a d-OPS definida por (5.1) e sejam>d+ 1 e q > 0 tais que
0s aproximanteg[p — n/q] t, n=0,...,d+1 existem e satisfazem as corisig de normalidade.
Definindo

d+1 )
SPHYA — (A\g+2)SPd 4 (A1 — 2)SP YA 4+ § AP d
nZZ L4
com
[pfl/g]
Ad+1= Jratg
e d+1
[p—1/d] [p/dl [p—i/d]
)\n [piq%ﬁ] ] (dp+q+l n— dp+q+1 n i:§+lep+q+1—n)‘i>v n= da d— 17 R 0
© d+1
+
A— z )\n+b[p/‘“ bg fl/cﬂ
SeA # 0, enBo
NIp+1/d]
DFyd = alp+1/qf

define od-AFP tal quebgp“/(‘] = A. Caso contario, a tabelad-TFP & réio normal, sendo

N([P+1/d]

Db — O(Pp+q+2)

comd(NIP+¥/d) = p+1ed(DIP*Yd) < q—1.
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Formulas de progres§o nas diagonais da tabela

As proposi@es seguintes, generalizando @griulas e e obtidas no caso dos pobmios
ko ok
ortogonais, permitem calcular os coeficientes de uma shimeads aproximantes ocupando duas
diagonais adjacentes da tabetaFP.

Proposigio 5.11 Seja{PR };., a d-OPS definida por (5.1) e

d+1

k=1"3"]

onde o &mbolo| x| representa a parte inteira daimero realx. Se os aproximantegp —n/q—n|?
edq[p+1-n/g—njf, n=0,...,k existem e satisfazem as cortig de normalidade, et

k k .
SPHY/atl — (\g+2)SP/d 4 Zonns[pﬂ—n/q—n] +y AnSP-Va-r * kil
n= n=1

com
, glp/d
)\ __ __ ptg+ld
k= 7 JrkaK
SRR p-k/g-K
_ —k/q-
Nk= Jprrkaw (dyyg2—d T €prgra_2kMk)
pta+2-2k )
_ -1 [p/d] [p—i/a—=i] 5 | q[P+1-i/g-i]
An = glP-n/a-1 (dp+q+172n+, Z (ep+q+172n)‘| +ep+q+172n m))
p+g+1-2n i=n+1 n=k-—1 0
1 4lp/d] K Jp-i/q-i] & gpri-ijg-il oy T
Nn= JPrn/gT (dp+q+2—2n+_z ep—|—q-~-2—2n)‘i + 2 €prg+2-2n ni)
\ p+q+2-2n i=n i=n+1
sed é par e
(( Ac=0
s
_ p+aH+-1—
Nk =~ prrg K
p+0+2—2k ko1 K
_ -1 [p/d] < AP-i/a-] [p+1-i/9-i]
An = aP—n/a-1 (dp+q+172n+, > ep+q+172n)\| +_ )3 ep+q+172n nl)
P+q+1-2n |:kn+1 I:|?+l n=k—1 0
71 . . . . ) -
_ -1 [p/d] [p—i/a—i] 5. [p+1-i/g-i]
Nn= Jorin/g (dp+q+2—2n+ 2 ep-|—q-s-2—2n)\l t+ 2 €igi2-2n ni)
P+q+2—2n i=n i=n+1

sed éimpar, define o aproximantgp+ 1/q+ 1)%, satisfazendo as condies de normalidade.

Proposigio 5.12 Seja{PR };., a d-OPS definida por (5.1) e
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onde o &mbolo[X] representa 0 menor inteirodo inferior ax. Sejamp,q > k tais que 0s aproxi-
mantesy[p—n/q— n]'f’, n=-1...k eq[p+1—n/q— n]'?, n=0,...,k, existem e satisfazem as
condig®es de normalidade. Definindo

[ ]
k k ® k1
SPH2/+Y — (g +2)SPHYA Z ApSP/a-n z NaSP+i-na-n
n=—1 n=1
[ ] [ ]
%
com
et
M= T gpKaK
T Apd | JpkfaK
_ -1 —k/q—
Nk = W(dpw%—d T €51q+3-d Ak)
p+0+3—d K
__ - (p+1/q] [p—i/g—i] y | Jp+1-i/a-i]
An= o v (dp+q+172n+i §+1(ep+q+172n}‘l +€pigrizn Ni)) 1 0
—en = n=k—1,...
k . . k . . ) ’ )
_ -1 (p+1/q] [p=i/a=i] 5. [p+1-i/g—i]
Nn = SPrI=n/a-m] (dp+q+2—2n+_z ep+q+2—2n)‘l+_ > ep+q+2—2n nl)
p+g+2-2n i=n i=n+1
k . ) . .
_ -1 [p+1/q] [p—i/g=i]y | Jlp+1-i/a-i] o
A= [P+1/q+1] (dp+q+3 + 2 (ep+q+3 }\|+ep+q+3 ni))
p+a+3 i=0
sed éimpar e
(( A\c=0
D
Nk = — kg X
€prqi2—d 1 )
__ - [p+1/q] < alP-i/a-i] 5. [p+1-i/g—i] -
An = e, (dp+q+1—2n+i_§+lep+q+l—2n)\l+i_§+lep+q+l—2n ni) 10
—en 7 = n=k-1,...
k—1 . . Kk . . 3 ;
_ -1 [p+1/q] [p—i/a—i] . [p+1-i/g—i]
Nn= m(quﬂ—m + ign ep+q+2—2n)‘l + i:%rleerqH—Zn ni)
k=1 [ i, k o
__ -1 [p+1/q] [p=i/a=i]y [p+1=i/a-i]
A1= W(dp+q+3 T 2 €igia Ai+ 3 €p+q+3 ni)
p+a+3 i=0 i=0
sed é par, e
A=A_1+1
SeA # 0, enBo
b NI[P+2/a+1]
alp+2/q+1Jf = D Zard

define od-AFP, tal quebgrflz/q*l] = A. Caso contario, a tabelad-TFP & rdo normal, sendo

a(N[p+2/q+1]) =p+2, a(D[p+2/q+1]) <qge DIP+2/a+1] § _ NIp+2/a+1] — O(Pp+q+4)-

Naturalmente, como se pode verificar, 0 cdse 1 resulta nasdrmulas obtidas no céplo
4. Para ilustrar o resultado destas duas propesicom drmulas novas, concretizou-se 0 caso
particulard = 2.
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Polinbmios 2-ortogonais Sendo{R };-, uma2-OPS ero a relago de reco@ncia resultante de
(5.1)é

P+1(2) = (z-Bi)R(2 - ¥'R-1(2 —Y) 1P—2(2), i >0

eyiO #0, i > 0. As formulas de recoéncia obtidas reduzem-se a

GPHY/AHY — (A1 0+ 2)SP/U 4 11 oSPHYA 4y 1 SP/AY Ay, SP- YA

[ ]
° k
com
b/
}‘171 = [pﬁ?q—l]
T o, -1/t
_ -1 p/q p-1/0—
N11= goam(dpiq T8 A1)
p+q
_ =1 (ylp/d [p-1/9-1] [p/a-1]
Ao = e[riqlu (dp+q+l +€qt1 A1+ Cota+1 N11)
p+q
_ -1 [p/d] [p/d] [p—1/9-1] [p/a—1]
Nio= i (Apigr2t€pigrohot€rgin " A11+€5q,oN11)
P+a+
e

P2+ — (1,04 2) PV 4 N, SPHYAH ), (SP/A 4, , S/

[ ]
*
com
dgj::ll/q]
N21=— P/
Tq [p+1/a] | [p/a-1]
)\2,0 = e[pp+/2]+1 (dp+q+1 + ep+q+1 nZ,l)
_ [p+1/d] | J[p/d [p/a-1]
N20= Ty (dpiqi2 +€piqrah20+€piqi2N21)
p-+a+
_ [p+1/d |, Jlp/d] [p+1/q] [p/a-1]
A2 1= e (dp+q+3 + ep+q+3)‘271 +€piqi3N20+€pigi3 N2:1)

p+g+3

Com estas duafmulas, e com as relaes de recoémcia para os coeficientes dos aproximantes
gue permitem obter, pode implementar-se um algoritmo para calcular umaZ&udesslementos

J
pertencentes a duas diagonais adjacentes da t{bhiaki/qﬂ]?, 2[p+ 1+i/q+i]'f°}_ o para

1=
algumJ > 0 dado. Tomanda = O, as inicializades deste algoritmo consistem dos aproximantes
2[p/0%, 2[p+ 1/0]% que constituem somas parciais @gis, e os aproximantesp+ 1/1]%, 2[p+

2/1)%, que podem calcular-se utilizando asrhulas da agina 5.7.

Atendendo ao conjunto de coeficiené%/q] da <rie do erro de cada aproximante cpi@e-
cesdrio calcular para se poder progredir no algoritmo, verifica-se que em cada calume-s
cesf@rios mais quatro coeficientes do que na coluna precedente. Na tabela 5.1 representa-se 0

conjunto de coeficienteép/ d gueé necesario calcular em cada passo para poder alcancalcolo

do aproximante[p + 1+J/q+J]§’ com estas@rmulas. O Bnbolo kl/jl significa que os
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q+i q+J—1 q+J
. i/i
PHL ) oii1 a341-2i
. i 1/i
PHI+L o 4312
J-13-1
p+J-1 2J—1...2J+3
J/1-1 373
p+J 2]...2)+3 2J+1
p+J+1 J+1/3
Tabela 5.1: Conjunto de coeficien ﬁ;ﬁqn*”, n=k,...,| acalcular

coeficientes do aproximanggp +i/q+ j]§ devem calcular-se juntamente com os coeficientes do
[p+i/a+i]
erroey oin > N=Kk....l.
Uma concluao dos valores desta tabélgue, se se pretende preparar um algoritmo para calcular
uma suces® de aproximantes a partir de aproximantes da primeira coluna da tabetapistando

J

g=0Oparacalculara suceﬁ;s{g[p+ i/i]f, 2[p+ 1+ i/i]?}_ o € necesario conhecer os coeficientes
1=l

da €rie aé a ordemp+4J+ 1. Este valoré coincidente com olnmero de coeficientes dérse

necesérios para calcular éltimo destes aproximantesp + J -+ 1/J]%, utilizando o processo de

resolu@o do sistema de equigs associado aos denominadores, conforme o resultado apresentado
na pagina 113.

Um algoritmo baseado nestasiulas foi programado e testado com exemploséricos. Os
resultados apresentam-se na &ecgeguinte.

5.4.2 Exemplos

Para testar os algoritmos, semelhanca dos dagos precedentes, procuraram-se exemplos
satisfazendo dois requisitos: os coeficientesétaé podem calcular-se, pelo menos teoricamente,
att uma ordemao longe quanto se queira, com a mesma paedite é@lculo da naquina; a fungoé
descrita por umadrmula andtica exacta, permitindo calcular o seu valor, pelo menos teoricamente,
em cada ponto do intervalo de aproxirdag com a mesma preéis de @lculo da naquina. O
primeiro destes requisitos, permite calcular as siessde aproximantes sem re<igg sobre os
graus dos numeradores e dos denominadores e, sobretudo, isolar os erédsulos dos erros nos
dados. O segundo requisito prende-se com a necessidade de analisar o algoritmo comparando os
resultados, tanto quanto pdgsd, com os valores exactos da fé@og

Na literatura sobre polimiosd-ortogonais, 8o se tratam problemas de aproxi@agem se
invocam €riesd-ortogonais. Essa abordagénapresentada nesta tese pela primeira vez.
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Polinbmios 2-ortogonais de tipo Jacobi Seja{P,}n>0 uma fanilia de polirbmios definida pela
rela@ao de recoéncia de ordem &s

n+v+1)(n+v+2 n+v) (n+v+1)(n+v+2

P(2)=1 P(2)=z P(2)=2- &

v+1°

E sabido que [33] estes polimios satisfazem algumas propriedades relacionadas com a classe
de polirbmios de Jacobi e, para esta fliende polirbmios 2-ortogonaise conhecida uma fuag

geradora
Gu(zt) = (1-ztrar ey = 5 DEEVR @ T v 1

Fixando valores dg v, a ey, obtemos

2) = n; faPn(2)

t"viv+1)---(v+n—-1)
n!
umavez qué (n+v)=v(v+1)---(v+n—1)(v) [24], ou

com

fn: nZO

i

fo=1
fn:(v—min_l)tfnfla n>1

Para o caso particular= %, o = 0, estes polibmios f0 referidos como associados ao nome de Pin-
cherle e considerados como uma generadieados polibmios de Legendre e de Gegenbauer [17].
Neste caso a fuidp geradora e a relag de reco@ncia dos coeficientes darge, f10 respectivamente

G(zt) =

1
T = fnpn
Vi-zt+w3 ngO &

com

fo=1
fn = e 1)tfn 1, h>1
O algoritmo foi testado com a mesma faog

32

+ePo(2) + ePy(2) + oPy(2) oo

f(z) = =1+Pi(2) 5 2

5
V41— 40z
utilizada no exemplo 4.3 para testar o algoritmo dieulo das diagonais da tabela no cdse 1.
Esta fun@o corresponde aos valongs: 5/32et = 8/5, para os quais

{%_1 Pb=2z P=2,

5(n—1)(n—2)
Ph=2R-1— gz -3 N=3

Na figura 5.1 apresentam-se as curvas do erro relgtiva) — 2[p/q)5(2))/f(z)|, em escala lo-

gaiitmica, na aproximaip da fun@o com elementos das suahss{ [p+a/q)%, 2[p+1+a/qf } "

comp=0e comp=>5. Osresultados revelam que as sudessle aproximantes calculados com este
algoritmo, exibem o mesmo comportamento descrito com os aproximantes da figura 4.6. Nas duas
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1, n=

m=
nF2, n=, nE6, n=0

TR
o A~

0. 0001

| 0.0001
| me10, n=10

/| | me13, n=12

. 10-10
L.-10 1.-10%

-13
1. - 10 1.- 108 LY

1. .10 1.-101%

Figura 5.1: Erro relativo|(f(z) — 2[m/n¥(2))/f(2)|, com os valoresm e n indicados ao
lado das curvas, na aproxingax; da funéo f(z) = 1/4/1.64— 1.6z com elementos da sucéss

{2[(1/(1]?: 2[a+ 1/qﬁ}qzo

figuras, observa-se que as curvas do eéw alcancando valores sucessivamente meronesdida
gueqgaumenta. No caso dos aproximantes 2-ortogonais, a perurblag resultados provocada pela
propagago dos erros,sse torna aparente cerca da coluna 10, i.e. com 20 aproximantes calculados.

Na figura 5.2 comparam-se, em termos do erro relativo, alguns dos 2-AFP calculados com
este algoritmo com os AFP, para a mesma &mgalculados com o algoritmo correspondente do
cafdtulo anterior. Nos resultados obtidos, com este exemplo, podemos observar sistematicamente
gue, quando comparados aproximantes com 0os mesmos graus de numerador e de denominador,
i.e. aproximantes com a mesma ordem de aproxamags erros &o diferem muito em ordem de
grandeza. Globalmente, podemos observar que os A&nelhores, na generalidade dos pontos,
para graus pequenos e que com o0 aumento dos graus, aaeitingerte-se. Deve destacar-se
desta compard@p, que o alculo dos coeficientes do aproximanpgq)t (z) necessita dos primeiros
p+q+ 1 coeficientes daésie def(z), enquanto que para @lculo dos coeficientes do aproximante
2[p/d]f (2) sAo neceswios os primeiro -+ 29+ 1 coeficientes dasie.

Polinbmios 2-ortogonais de tipo Laguerre Define-se esta faiiia de poliromios pela relago de
recoréncia de ordem 3 [16]

(V) plv)
{ Pre\J)r)S ( (n-)F n+2 y1+2(\51)+1 ) VO Pn (Z), n> 07 (5.17)
R (2=1 P’@=z2-PBo P (2= :
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0.1
0.0001
1. - 107
1. -10°%°
1. - 1071
1. 10l
1. -10°
1. 108
1. - 1071
1. - 10712
1. -10°%

1100 Y

p=8, q=8

p=13, q=8

- 10°°
. 108
. 10710
L1012
. 10714

. 10°16 o

. 10710
. 10712
. 10'14

. 107 16
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p=10, g=10

p=15, =10

1. -108

1. .10
1. -10°12
L0 N S

1. -10°%®

1. -108

1. -10°%°
1. - 1012}

1. .10

p=16, q=16

p=21, =16

Figura 5.2:((f(2) - 2[p/d]f(2))/(2)| (a cheio) €(f(2) - [p/d]}(2))/ f (2)| (tracejado), conf (z) =
1/v164—16z
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com
Bn=v+2+2n, n>0
Vi=n(n+v+2), n>1 (5.18)
W=n(n+1), n>1

Em [16], obteve-se a represertiagntegral das funcionais lineares relativamergeuais estes
polinbmios €0 2-ortogonais, i.e. montra-se que estaifande polirbmiosé 2-ortogonal relativa-
menteas funcionais lineares Z .

<ug, f(z) >=  Mp(x)f(x)dx
ZOoo
<ug, f(z) >= . MA(x) f (x)dx

com as fundes pesdi), e Wi dadas por
MWh(x) = X2, (2v/X)
ondel, (z) representa a fudp de Bessel modificada de primeira&@sp, definida por

2/2 v+2k

ar

WA(X) = XWp(X) + (X =V = 1) Wh(x) = xV /26y 1 (2v/X) — Wh(x)
Para esta faitia de poliromios, conhece-se a fuég geradora [16]

n
G(xt) = e (1 4t) Vet = Z}Pé” (=

)

n!

O programa foi testado com diferentes valores do&rpatrosv et. Nos casos observados, as
suces8es de aproximantes calculadas revelaram possuir boas qualidades de agroximoage-
adamente a capacidade de aproximar adongum intervalo de valores com um err@ximo
consideravelmente pequeno, para valores e 1,0[ e com todos os valores reais testados para
v. Em todas as expémcias feitas com valord@s¢| — 1,0[, as fun@es racionais calculadago
produzem qualquer aproximéag para a fur@@o dada. Os resultados obtidos ilustram-se com o0s
valoresv = 0et = —1/2, para os quais a fuap a aproximae

f(Z) = Ze%‘z = Po(Z) — %Pl(Z) + %PZ(Z) - 4i8P3(Z) + .-

Na figura 5.3 apresentam-se as curvas do erro relgtive) — 2[p/d]%(2))/f (z)| na aproximago
da fungo por elementos das suo@ss{ [p+a/df, 2[p+1+0q/q)f } ,comp=0e comp=>5.

Nestes gaficos, podemos observar uma dimirdaglos erros relatlvosammos ao longo das duas
suces8es diagonais calculadas. A instabilidade Buoa, neste exempldse faz notar a partir da
colunaq = 20, qguando os resultados de aproxia@tingem os mesmos 16 algarismos exactos da
precisio de é@lculo dos coeficientes.

Na tabela 5.2 representa-se na pasig/q), o numero de algarismos significativos exactos na
aproxima@oz|[p/q]f(2), para os valores= 1 ez= 10, com os aproximantes das sudessdiagonais
calculadas, juntamente com dmero de algarismos significativos exactos na aproxamdas somas



130 CAPITULO 5. GENERALIZACAO

p=0 p=5
1 +3,3
L 4,4 0.1 8,3
+9,4
0. 001 6,5
/77’7 0. 0001 111,5
/\- +8,8
1. -10° 12,7

1 10, 10 /
1. -107 W 13,8
112,12
15, 10
1. -10°

| 15, 15 1. .10°10 W 17,12
t 20, 20 M
1. .10°12 +20, 15
1. -10°1®

+25,20

1.-10%

Figura 5.3: Erro relativd(f(z) — 2[p/q]7(2))/f(2)| na aproximago da fungo f(z) = 2ez~Z por

)
~ =) P
elementos da SUCEEB:‘B{Z[Q/Q] ?, 2[a+1/0]f }qzo'

parciais, que constituem os aproximantes da cofprd. Podemos observar nestes resultados, que
a preci§o dos aproximantes aumenta quer ao longo da shmess somas parciais, quer ao longo
das suceg€ms diagonais. Entre as colunas 15 e 20, este comportameénterrompido devida
acumulago de erros.

A mesma farilia de polirbmios, serviu para testar o algoritmo com outras &@s¢ Os coefi-
cientesZ ,, necesarios para calcular os coeficientgg}i~o do desenvolvimento enese de po-
linbmiosd-ortogonais, utilizando a propo&ig 5.1, podem calcular-se com a rélagle recogncia
da proposigo 5.2 e os coeficientes 5.18. Nas matriZése Z? apresenta-se, afim de ilustrar a
estrutura destas matriz&8 = [zy,\|mn>0, 0 = 1,...,d, 0s primeiros coeficientes obtidos para este
caso,

’ 01 0 - 1
03 2 0 12 8 6 0
2 28 48 24 o - 0 8 40 156 240 120 O---
0 48 552 1584 1800 720 O-- . 6 156
zt = L 24 1584 . 72— 0 240
0 1800 © 120
L 720 0
0 :
Os valores 7
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z=1 z=10
ol1 ol4
11 -4-3
112 421
1 32 -3 -10
1 33 4 01
512 44 513 12
33 56 3.1 33
334 66 -3-10 34
3 45 67 2 11 45
3 56 78 -3 23 76
10 13 77 88 10 |2 35 66
3 78 910 -1 45 77
4 89 1111 -2 56 88
4 910 1211 -1 67 88
4 1011 1212 -1 89 109
15 |5 1012 1212 15 |0 78 910
P 5 1212 1313 Pl 910 1011
6 1212 1214 0 910 1011
6 1413 1514 1 1111 1312
6 1413 1415 1 1111 1112
20 |6 1415 1414 20 11 1212 1111
7 1515 1414 1 1312 1111
7 1416 1414 1 1313 1111
7 1314 1414 3 1213 1212
7 1414 1414 2 1314 1212
2518 1414 1414 25 12 1114 1212
8 1414 14 2 1313 12
8 1414 3 1213
9 1414 4 1213
9 1414 4 1212
30 |9 1414 30 |4 1313
10 14 4 12
0 5 10 15 20 25 0 5 10 15 20 25
q q

Tabela 5.2: Nimero de algarismos significativos exactos na aproXama¢p/qlf(z), isto &
—logyo(|(f(2) - 2[p/dlf(2)/F(2)]) com f (2) = 2272,

e Z.
<ug, F(X)R(X) >= . f(X)P (x) M1 (x)dx

necesarios, juntamente com os valorgg,, para calcular os coeficientdscom as ébrmulas da
proposi@o 5.1, foram calculados numericamente, com o comafidtegratedo MathematicaEste

processo foi testado com fuigs de destmento apido, para obter integrais caléukis numerica-
mente.

Afim de testar os aproximantes com uma famdescontinua, e de dego&nto Apido, considerou-

se
f(z)=e 7.

Com os valores calculados,@parredondamento, obtemos

f(2) = 0.470588%(2) — 0.21322%(2) + 0.043271P,(2) — 0.00422829%(2)
—0.000129328(2) + 0.00013666Ps(2) + - -

Dos resultados obtidos com estes dados, apresenta-se na figura 58icos ge uma sele@g dos
aproximantes calculados, sobrepostos afigp def(z).

Com o aumento da ordem de aproxir@ag verifica-se que os aproximantes adeeefan@o
com maior exactido num intervalo de valores cada vez maior. Logo, as soessie aproximantes
calculadas, aparentam convergir para a 83mc¢

Outra fun@o testada, constitui a fuag de Airy. Define-se esta fuag como uma soldp da
equa@o f”(z) — zf(z) = 0 e pode representar-se, em termos de desgle Bessel modificadas de
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p=6, q=0 p=1, g=1 p=2, g=1
1 L 1 1
0.8 0.8 0.8
0.6 0.6 0.6
0.4 0.4 0.4
0.2 0.2 0.2
O W 0 o
0 i 2 3 4 5 0 2 4 6 8 10 0 2 4 6 8 10
zZ V4 z
p=2, g=2 p=3, g=2 p=5, @g=5
1 1 1
0.8 0.8 0.8
0.6 0.6 0.6
0.4 0.4 0.4
0.2 0.2 0.2
0 0 0
0 5 10 15 20 0 5 10 15 20 0 5 10 15 20
4 z z

Figura 5.4:f(2) = e 1% e[p/q} (2.
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primeira espcie, por [24]

2 3 2 3
2 2

Ai(2) = 2 VAl _yja(52h) ~ lyal22)

Em termos dos polimios 2-ortogonais de tipo Laguerre (5.17)-(5.18), o processoéaniaom des-
crito, produz a seguinte represeriac

Ai(z) = 1.069x 10 Py(2) — 5.778x 107 2P1(2) + 1.497x 10 2P,(2) — 2.435% 10 3P5(2)
+2.698x 10 *P4(2) — 1.976x 10 °P5(2) +6.339x 10" 'Ps(2) + - - -

Para esta furiéip, utilizou-se 0 mesmo processo ranmo para calcular os coeficientes da represé@otac
em <rie de polidmios ortogonais de Laguerre, i.e. utilizou-se o comaNttegratedo Mathema-

tica para calcular os primeiros coeficientes

de que resultou

Ai(z) =0.1824.¢(2) + 0.096211 (2) + 0.04820.5(2) + 0.02233 5(2)
+0.008994 4(2) +0.002552.5(2) — 0.000238T.6(2) — 0.001199.7(2) + - - .

Com estas duas represerites da fungo, utilizou-se este algoritmo délculo recursivo dos
aproximantes 2-AFP juntamente com o seu @gge, de &@lculo de suces®s diagonais de AFP,
apresentado no caplo anterior. Os resultados, em termos de erro relativo, apresentam-se nas figuras
5.5e5.6. Nafigura 5.5, em cada caso, @digos dos erros relativos de aproximantes com 0s mesmos
graus,[p/dlk(2) e 2[p/d|¥(2), logo com a mesma ordem de aproxi@ag+ g+ 1.

p=6, g=1 p=2, g=2 p=10, g=2 p=10, g=5
0.01 /\\ 0.4 0.03 0. 03 /r\
\ " 0. 02 0.02 N
0 \ 0.2 \ : \
. 0. 01 \
\ 0. 01 “\ \
-0.01 0 . 0 .
\ \
\/ 0 \ -0.01 \
-0.02 -0.2 \ | \ \
\ 0. 01 \ -0.02 |
0.4 \ I \ I \\
- . | \ -0.
0.03 \\ 0.02 . 0.03 : \
\ \
\ -0.04)
-0.6 \ \
0. 04 \ 0 1 0 1 2

Figura 5.5:/(f(2) — 2[p/dlf(2))/(2)| (a cheio) €((2) - [p/d]}(2))/ f (2)| (tracejado), conf (z) =

Ai(z).

Uma vez que o imero de coeficientes dasries, envolvidos noaculos destes aproximantes

nao &€ o mesmo para 0s dois casos, na figura 5.6 confrontam-se as curvas do erro relativo dos
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134
p=2, q=2 p=3, q:3’ p=5, q=5 p=8, q=7
I
0.6 | 0.3 | o2 1 ’,
|
| " | 0.02 |
’ 0.15 ;
0.4 ’ 0.2 [ ” |
I
| | 0.1 | 0.01 |
I | | ~ |
0.2 / 0.1 | 0. 05 | ;N |
| Vi I 0 o\ P o
/ AW f P I
: /\ , ! \\ ! I ! I
- / / \
T~ 0 0.05 o oot 1 |
- N \ / A
0.1 N \\ /
-0.2 -0.1 N/ 0.02 /
1 > 3 0 1 > 3 0 1 : 2 3 0 1 , 2 3

Figura 5.6:|((2) — 2[p/d)7(2))/(2)| (a cheio) €|(f(z) — [p+a/d(2)/f(2)| (tracejado), com

f(z) = Ai(2).

aproximantesp+q/q)%(2) e 2[p/d¥(z), uns e outros calculados cop-3q+ 1 coeficientes das

séries respectivas.

Os resultados indicam que, neste caso, 0s aproximarggegonais 80 sistematicamente me-
Ihores, quer quando se comparam aproximantes com a mesma ordem de af@oxgquatg quando
se comparam aproximantes calculados com o mesmero de termos d&se.

Contando o fimero de multiplica@es necessias para calcular os coeficienfgse n, e para
calcular os valores;, b; e g, com as érmulas das proposigs 5.11 e 5.12; contando dmero de
coeficientesy, by e g a calcular em cada passo de ité@gcontando o imero de multiplica@es
necesarias para calcular as quantidades auxiligreg e h; com as érmulas (5.11)-(5.13); conclui-
mos que um algoritmo baseado nestasfulas, calcula os coeficientes dos aproximafitdfp +
a/d%(2), d[p+a+1/df(2)}5-0. Parap,J inteiros positivos dados, juntamente com os coeficientes
{elPra/alyprdizidard=l o (glPrati/dy P20 A4t comq=0,...,d, com cerca de((d +
3)J)? multiplicagdes.

5.5 Algoritmos de tipo Kronecker

Para terminar este ctiplo, generaliza-se o algoritmo apresentado em [34] para o caso da a-
proxima@o Frobenius-Padem &ries de polibmios de Legendre. Este por sua vez, generaliza o
algoritmo de Kronecker para @lculo da suce$® de aproximantes de uma anti-diagonal da tabela
de Paé [2]. A semelhanca do exposto ha sga@nterior, a generalizag do algoritmo ao caso da
aproxima@o de gries de polibmiosd-ortogonais envolve uma rekag ad + 3 aproximantes.

A notag@o utilizada segue de perto a né@agle [34].
Seja

;’;‘3 — M- /i@, 0<j<M
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um aproximante de Frobenius-Rattortogonal, i.e.

M—]
pj(2) = Z ajiR(2),
9(2) = Z bj iR (2),
9;(2) f( ) Pi(d= > &R
i>M-+1
conforme a definigo 5.2. As condiges de normalidade traduzem-se ppf—j # 0, bjj #0e

ejmr1#0.
O resultado principal desta s encontra-se expresso ha propasigeguinte

Proposicdo 5.13 Seja{P }i>o umad-OPS, se a tabeld-TFP & normal, erfio existem coeficientes
Aij, Nij, 1=0,...,d, j=0,...,M tais que a relago de recoréncia

Pj+1(2) = ()‘IJJH]'J 2)pj-i(2) + Pj-d-1(2)

WMQ-HMQ

dj+1(2) = ()\| i +1i,j2)9j-i(2) +gj-d-1(2)

com os valores iniciais

{ po(2) = 51 fiR (D), do(2) = L
p*j(z):PMJrj(Z)a J(Z) 0, j=1,..,d+1
permite calcular a anti-diagonal da tabelgM — j/j](z) = pj(2)/q;(2), j=1,...,M, paraM > 1
fixo.
Demonstrago. A partir das condigesq; f — p; = Si>m+1€jiP e de

d

Qj2f—Pjra= ) Mj+Nkj2(Aj—«f — Pj—i) + (Qj-d-2f — Pj—a-1)

K=0

obtemos
d d

g (&+1i = > Mki€—ki—€-d-1i)P = 3 Nkj g &j—kiZR-
i>M-+1 k=0 k=0 i>M+1

Esta condigo pode traduzir-se por

d
O(Pui1) =2 g TR, 1= %nk,jej—k,i, i>M+1
_ pa

i>M+1

Utilizando (5.13) conp+q = M e os coeficiented”? subtituidos por;, obtemos

-1

z g TiR = V|(\)/| de2TM+1Pvi1- d+ MZ % Vd+1 VTiv1v)P + O(Pus1).
i>M+1 —d v
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A condigdo de o segundo membro constituir urddesde ordenM + 1, conduz ao sistema triangular
homogneo, dal equades nagl incognitastj,i=M-+1,... M+d

Y—ds2TMs1 =0
V%/Ifd+3TM+l +yR/|—d+3TM+2 =0

-1 -2
Vf\j/l+1TM+1 +V§A+1TM+2 + +%\)/I+1TM+O| =0

SendoyiO = 0,i > 0 conforme o teorema 5.1, este sistemeegular, logo admite a solag Gnica
Ti=0,i=M+1,..., M+d, i.e.

d
Zej,k7ink7j:07 i=M+1,...,M+d (5.19)
k=0

As restantesl + 2 condiges, para a determiriag das2d + 2 incognitas{A; j,nij }i-o,....d, resultam

da condigo sobre os graus dos numeradodép;) =M — j, j =0,...,M, que se traduzem por:
aj_d,p+dNd,j +@j-d-1ptar1 = O (5.20)
d d
D & kptiMkjt Y OjkptiNkj+taj-dpi = 0,i=0....d (5.21)
k=I k=1—1

ondep =M — j eg;; sao os coeficientes de;(z) dados pelasdrmulas (5.11).

Para terminar a demonstéag; falta verificar que o conjunto de eqbas (5.19)-(5.21) constitui
um sistema regular. Como facilmente se verifica, calculados os valgres=0,...,d, as equages
(5.21) constituem um sistema triangular, regular porauepi # 0,i = 0,...,d por hipdtese de
normalidade, cuja sol@apé

1 d d
ANij=————(@Qj-dpt+i T+ Ak jaj—kp+i+ Nkj9j—kp+i), i=d,d=1,....0
Qj—i,p+i ' k:Zrl ' ’ k:Zl ’

Suponhamos por absurdo que o sistema (5.19)-(2 2M)gular, logo o sistema hom&eo associ-
ado admite pelo menos uma sdog#o trivial, 0 que produz uma fugg racionalp;;1(z)/pj+1(2)
em quepj;1(z) € um poliromio de grau< M — j — 1, gj+1(z) € um poliromio de grauj+1 e
Qj+1f — pj+1 = O(Pu4+1) 0 que contraria a hiitese de normalidades

Como seria de esperar, 0 caso particdlar1 nesta propos#p, constitui uma generalizag dos
resultados apresentados em [34] para a aprodmaé-Legendre.

Com as brmulas desta proposig, podemos construir uma redacde reco@ncia para os coefi-
cientes dos numeradores, dos denominadores e do desenvolvimerédeedoserro. Por quedts
de facilidade de leitura, e porque os exemplos de aj@icapresentados a seguir assim o justificam,
no corohbrio seguinte apresentam-se o0s resultados obtidos para o caso paiticidar

Corolario 5.1 Nas condies da propos#o anterior, sed = 2 enfio os coeficientes dos numerado-



5.5. ALGORITMOS DE TIPO KRONECKER 137

res, dos denominadores e do erro satisfazem a &alalg recoréncia

2

aj1j = kZo()\k,jaj,k,i +Nkj9j—ki) +aj-3j, i=0,....M—j—1
Bj+1,j+1="No,jhj j+1
i i+1 .
bjt1j—i= ¥ Ajbj—kj-i+ ¥ Nkjhj—kj-i, 1=01
k=0 k=0
2
bji1,j-2= kZO(?\k,jbjfk,jfd + Nk jhj—k j—d)
I
Djy1i = kzo(?\k,jbj_k,i +Nkjhj—xi) +bj—zi, i=0,...,j—3
2
€11 = kZO(?\k,jej—k,i +Nkjdj—ki) +€-3i, I>M+1
\ -
onde a
L j—3,M—j+3
N2j = aj_2M—j+2 n
.
No,j = (€—2M+2€j—1M+1 — €j—2M+18j—1M+2) ~2>
oy
N1j = (€ M+28j—2M+1 — € M+1€j—2M+2) x>
2
R 1 . . ‘A .
M=z (al—3,M—J+2+kzlr]kalgl—k-,'\/|—]+2)
2
1
M= —an @-am-in T A2 oMt 3 NkGikmj+1)
1 2 2
Aoj =~z @-am-j+ 3 Aj@j—kM—j+ ¥ Nkjgj-km-j)
\ k=1 k=0
com

A=ejM+18j-1M+2 — €] M+26-1M+1
e os valoreg)j k, hjk ed;k, dados pelas expresss (5.11)-(5.13)

M
Estas 6brmulas foram programadas de forma a calcular a sﬁoe{sﬁM - j/j]?(z)}_ o dados
J:

o valor deM € N, e os coeficientes dése{fi}?:'v'o. Os mesmos dois exemplos do ttajp anterior
foram utilizados para ilustrar resultados.

Resultados nun&ricos

Seja{Pn}n>0 a fanilia de polirbmios 2-ortogonais de tipo Jacobi referida no primeiro exemplo
da sec@o anterior. Para a mesma fécd considerada

t(2) 32

4 24
=1+Pi(2)+ ng(z) + 2—5P3(z) + ZSP4(z) +--

5
VA4l1—40z
os resultados obtidos com este algoritmo apresentam-seafaogrda figura 5.7 e na tabela 5.3.

Nos g@ficos e nas tabelas observa-se que os erros alcancam vaioiees) em cada sucess
paraq proximo do valorM /2 e que aumentam depois deste valor. Este comportamento, observado
nestas sucedes de aproximantes 2-ortogonadésaralogo ao comportamento observado para su-
ces®es de aproximantes no caso ortogonal onde, como se refere nos @ooseads resultados
apresentados naagina 56 £ frequente, para um conjunto de aproximantes calculados com o0 mesmo
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ME10 MEL5
5.0 10,0 15,0
1 100.
1.
0,5 0.10 0,15 1.
0.01 4.1 0.01
41 : 9,1 :
0. 01 1,14
g, 2 19 13,2 0.0001
. 0.0001 2,13 6
0. 0001 8.2 12 3 1.-10
2,8 '
3 P 1.-10°®
3,7 1.-10 11,4
\ 6.4 87 10
|| s 5.5 1.-10
\| 1.-10
| 8
| 1.-10 1 .10°12
|
!
1 0 1
I 0 i 1 9 1 2

Figura 5.7: Erro relativd( f (2) — 2[p/q]%(2))/f(2)| na aproximago da funéo f(z) = 5/1/41— 40z
M

por elementos da sucé&s{z[M - q/q]'f’(z)} o Os valores representados ao lado de cada curva,
q:

correspondem aos grapsg do numerador e do denominador do aproximante

nimero de termos dase, verificar-se que os melhores resultads gbtidos com aproximantes
localizados na vizinhancga da diagonal principal da tabela.

Na tabela 5.3 representa-se na pasi¢p,q), o nimero de @itos exactos na aproximag
2[p/d¥ (2), para cada um dos@s valores de indicados, para as sucées anti-diagonais calcu-
ladas com este algoritmo. Estes resultados concordam com as obserfgitasis curvas do erro
absoluto num intervalo de valores. Em qualquer uma da&sabcissas consideradas, e para cada
anti-diagonal, podemos observar que os resultados melhoéase attingir 0 meio da tabela, isto
para aproximantes localizados perto da diagonal principal da tabela, e depois p@eapniateira
linha da tabela.

z=-0.5 z=0 z=0.9
0 2 2 2 0 0 3 3 4 0 0 0 1 1 0
4 5 6 4 4 6 7 3 1 2 3 1
5 7 8 5 6 7 9 4 1 3 4 1
4 8 10 7 5 8 10 6 1 3 4 2
3 8 11 9 4 9 11 8 1 3 4 4
511 8 11 11 511 9 11 10 510 3 4 5
8 11 12 9 11 11 3 4 6
7 11 15 8 11 12 3 4 6
6 11 15 6 11 16 2 4 6
4 9 16 5 11 15 2 4 6
p 1010 11 15 p 10 ;2 11 15 p 1011 4 6
11 16 11 15 4 6
9 16 9 15 4 6
7 15 8 15 4 6
4 14 6 14 2 6
1510 12 152 13 1510 5
11 12 5
10 4
7 9 5
5 7 3
20 {0 20 {2 20 {0
0 5 10 15 20 0 5 10 15 20 0 5 10 15 20
q q q

Tabela 5.3: Nimero de @jitos decimais exactos na aproxiraag[p/q]t (x), istoé —log,o(| f(2) —

2[p/d]f (2)]) com f(x) = 5/1/41— 40x.

Dos valores obtidos, destaca-se o incremento significativo na poeeistre 3 e 5 casas decimais
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na abcissa = 0, quando se passa da colupa 0, constituida pelas somas parciais éaes, para 0s
aproximantes da colum@= 1. Os resultados tambem sugerem, em analogia com os resultados da
sec@o anterior, que a progrégsnas linhas e nas colunas da tabela, em qualquer uma das abcissas,
produz sucegges convergentes para os valores dadionc

Tomando como segundo exemplo’ilaie de polidmios 2-ortogonais de tipo Laguerre da serc
5.4.2, para aproximar a fuéiQ f (z) = 2e2~%. Os resultados obtidos com este algoritmo apresentam-
se nos gaficos das figuras 5.8 e na tabela da figura 5.4.

| {0. 0001

0. 0001

L
[
10, >\,\/\ N 15,0
6,4 \ \/ 0. 0001 7.8
1.-10°°

11,4

Figura 5.8: Erro relativd(f(z) — 2[p/q]%(2))/f(2)| na aproximago da fundo f(z) = 2622 por
elementos da sucess {2[M — q/q]'f’(z)}(’;"zo. Os valores representados ao lado de cada curva,
correspondem aos grapsg do numerador e do denominador do aproximante

As somas parciais destérge, tanto quanto podemos observar, convergem para os valores da
funcao, nas abcissas> 0, ou pelo menos num sub-intervalo. Da obse&ados gaficos do erro
relativo, constatamos que em cada abcissa considerada, o erro diminui domemrde termos
considerados nas somas parciais e que, para 0 mesmero de termos, o erro relativo cresce expo-
nencialmente com o valor deNos resultados obtidos com este algoritmo, podemos observar que os
aproximantes 2-AFP com graus pequenos no denomin@aoutn comportamento qualitativamente
semelhant@s somas parciais, i.e. em cada abcissa o erro diminui em cada coluna da tabela e cresce
exponencialmente com o valor deEm cada uma das sucéss, ogiltimos aproximantes calculados
apresentam o erro relativo com oscilas quase uniformes ao longo dos intervalos considerados.

5.6 Conclu$es

Neste cajiulo, mostrou-se a possibilidade de generabzados resultados dos éapos an-
teriores, no sentido de obter aproximantes racionais parassde polibmios d-ortogonais. A
possibilidade de estender esta generadimaconsiderando outros tipos deries,& um problema
gue se deixa em aberto. Outra possibilidade de generatizpuge se deixa para estudo posterior,
consiste na aplic&@p dos resultados desta tese a outras classes de aproximantes.

Demonstrados novos resultados, relativos aos coeficientes do desenvolvimegiieae po-
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1 1 2 1 1 2 3 2 0 1 2 2
1 2 2 2 1 3 3 3 0 2 3 3
2 3 3 4 2 4 4 4 1 3 4 4
2 3 4 4 1 4 4 4 2 3 4 4
512 4 5 5 5:1 3 5 6 5:3 2 5 5
4 5 6 3 5 6 1 4 5
4 6 7 3 6 7 1 4 7
4 6 6 3 6 6 1 4 6
4 6 8 2 6 9 0 4 7
p 1033 6 8 p10p1 6 8 p10:2 5 6
6 8 5 8 3 7
6 9 5 8 3 6
6 9 4 8 2 6
5 9 4 8 1 6
155 9 153 7 150 6
8 7 6
8 7 4
8 7 3
7 5 2
20 16 20 4 20 11
0 5 10 15 20 0 5 10 15 20 0 5 10 15 20
q q q

Tabela 5.4: Nimero de algarismos significativos exactos na aproxama¢p/q|f(z), isto &
—logyo(|(f(2) — 2[p/d]?(2))/f(2)|) com f(z) = 2ez 2

linbmios d-ortogonais de uma fu@@, monstrou-se que as somas parciais degtassspossuem
propriedades de proje@g, permitindo interprétlas como uma generalizegdas éries de Fourier.

Com o estudo apresentado ao longo destéuappodemos concluir que a generalidade dos pro-
cessos dealculo dos coeficientes dos aproximantes de Frobenius;Bac®em aplicago directa ao
caso dos aproximantes de Frobeniusé@artogonais, ou podem generalizar-se sem dificuldades.

Os resultados nuémicos obtidos, revelam que os algoritmo apresentados possuem as mesmas
gualidades de estabilidade dos seus éoeges dos céulos anteriores.

Os aproximantes generalizados, calculados com os algoritmosidkasi® captulo, revelaram
propriedades semelhant&s dos aproximantes de Frobenius&adomeadamente, as sudessde
aproximantes calculadas, quando fixada uma abcissa, com a péagnesslinhas e nas colunas da
tabela, produzem valores convergentes para o valor exacto d@fuia generalidade dos casos
observados, os aproximantes interpolam a @sngroduzindo um erro oscilando com sucessivas
mudancas de sinal.

Diversas sucedgs de aproximantes paii de polihmios 2-ortogonais, foram calculadas e os
resultados comparados com AFP, obtidos para as mesmagefuri€sta comparag rio se mostrou
conclusiva, no sentido de revelar qual a classe de aproximantes que produz resultados mais exactos.
Tendo-se verificado que para algumas fiegtomadas como exemplo, os aproximantes 2-/&eP s
mais exactos do que os AFP, e que o camdrtambem acontece para outras fues; fica em aberto
o estudo das propriedades da@siess que produzem uns e outros resultados. Em particular, fica
para a@alise posterior, o estudo das propriedades @despara as quais 0 aumento de péTidos
resultados, compensa o aumento do volume de @titanpresente nos algoritmos dos aproximantes
d-ortogonais.
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